Cviceni 5: Jednoduchy kvantovy rotor.

Motivace: Procvicit si praci s operatory popisujici pozorovatelné se spojitym spektrem.

Kvantovy rotor

Kvantovy rotor je modelovym systémem popisujicim rotace objektu kolem fixni osy. Miize se
jednat naptiklad o pohyb castice uvnitt tentého dratku stoceného do krouzku, nebo rotaci
tuhého télesa (tfeba molekuly) kolem fixni osy. Pfedpokladame, Ze stav systému je plné urcen
jednou uhlovou soutadnici ¢ € (0, 27). V kvantové mechanice miiZzeme prostor stavit H chépat
jako forméalni linedrni obal mnozZiny bazovych vektoru |¢), tj.

H = span{|p),p € (0,2m)},

pfesnéji muzeme fici, ze stav systému je popsan kvadraticky integrovatelnou funkei ¢ (), pfi-
¢emz ztotoznujeme krajni body v(0) = (27). Skalarni soucin na tomto prostoru pak pfirozené
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Definujme operator ¢ odpovidajici pozorovatené tthlové soutfadnice

() = pU(p).

Déle predpokladejme, Ze rotor je charakterizovany konstantami d (délka ramene rotace), m
(hmotnost) a I = md? (moment setrva¢nosti) a zavedeme operatory & = dcos(¢), § = dsin(¢),
momentu hybnosti

energie H = L2/21 a parity Py(p) = ¢(p + 7).

Uloha 1

Rozmyslete, jak plisobi operdtory & a ¢ na vlnovou funkci ¢ (). Napiste spektralni rozklad
operatoru ¢ a modifukujte jej tak, abyste dostali vyraz pro operatory & a ¢. Jaké je spektrum
a (zobecnéné) vlasni vektory téchto operatori?

Uloha 2

Reknéte, které z vyse definovanych operatort ngS, z, v, f/, HaP jsou kompatibilni. Nékteré
dvojice jsou vidét hned; v pripadé potieby vypoctéte prislusny komutator.

Uloha 3

Zamyslete se nad tim zda operator  sam o sobé tvofi uplny systém komutujicich operatorii.
Pokud ne, dopliite k nému vhodny operator (operéatory).



Uloha 4

Naleznéte vlastni ¢isla a vlastni vektory operatoru L. Nezapomente vzit v ivahu periodickou
okrajovou podminku. Normujte vlastni vektory tak, aby tvorili ortonormalni bazi v ‘H. Na-
leznéte vzorec pro pievod vlnové funkce ¢(p) do reprezentace v této bazi. Naleznéte vyjadieni
operatori  a ¢ v této bazi. Ovéite relaci iplnosti.

Uloha 5
Definujme jests operatory AT = 2 + i) a A = & — ig).
e Naleznéte komutacni relace [L, A'] a [L, A).

e Ukazte, Ze pokud |¢) je vlastni vektor operatoru L pak vektory ATW) a AW} jsou rovnéz
jeho vlastnimi vektory.

e Ukazte, Ze operator AT A komutuje se véemi dosud zminénymi operatory.

e Za predpokladu, Ze vektor [i)) je normalizovany, naleznéte normaliza¢ni konstantu pro
vektory Af|a)) a Alr).

e Vyuzijte predchozi vysledky k odvozeni vyjadieni operatorti & a j v bazi vlastnich vektort
operatoru L.



