Zapoctova pisemka z kvantové mechaniky 1

cas na reseni: 90min

Uloha 1(5 bodt)
Spocitejte komutéator [L;, 1/r], kde L; = ejpzip; je operator orbitdlniho momentu hybnosti a
r=/Y, % je operator délky polohového vektoru bodové ¢astice ve 3D.

Poznamka: V pristim semestru uvidite, ze nulovost komutatoru s momentem hybnosti de-
finuje skalarni operator. Délka polohového vektoru je skalar, takze ocekavame, ze vyjde nula.
Ulohu mtiZete chapat jako ovéfeni, Ze operator Coulombova potencilu je skalarni.

Reseni 1: (finta) Kdo si pamatuje z prednasky, Ze viechny slozky operatoru momentu hyb-
nosti obsahuji jen derivace podle tthlovych proménnych mé vyhrano, protoze 1/r ve sférickych
souradnicich thly neobsahuje.

Reseni 2: (doporuc¢ené) Postupné upravujeme komutator. Je pouzita Einsteinova sumacni
konvence, netieba tikat, ze vSechna xy, pi jsou operatory slozek polohového vektoru a hybnosti

(L, 1/7] = € [xrpi, 1N/ Tm@m]| = i (xk [P1s 1/ TmTm] + [Tk, 1/ TmTm] D1)

kde jsme uzili vzorce [AB,C| = A[B,C| + [A, C]B. Druhy ¢len v poslednim vyrazu je nula.
Déle pouzijeme vzorce [p;, f(x1, 22, x3)] = —ihd/0x, f (21, T2, x3), takZe

=

. 0 _
Eiki®k [Pty 1/ N/ TmTm) = _Zhejklxk—al‘ (TmTm) "2 = —ihejmr(— )r 22xm5lm = ihr~ 253k1xkxl
1
Posledni vyraz je kontrakci antisymetrického a symetrického tenzoru ptes dva indexy, takze 0.

Reseni 3: Nékteii z vas se rozhodli, poditat komutator piimo z definice. To je v pofadku, ale
nesmite zapomenout, ze jde o operator, ktery ptisobi na vektor z Hilbertova prostoru. Nejvhod-
néjsi je pracovat v x-reprezentaci, takze vektor je vinovou funkei ¢ (xq, x, z3). V nasledujicim
uz tedy xp nejsou operatory, ale prosté ¢iselné hodnoty soufadnic. Samoziejmé je muzeme li-
bovolné prohazovat mezi sebou a také s libovolnou jejich funkci. Operatory slozek hybnosti
napiseme jako p, = —ihd/0x), takze

L4 6 = —ihiep {xka% (lw@) _ %xkiw@}
— —ihejy {ka(”)—— - k_—w(_‘) = —xk (F’)}

1

= —ihejpxp(F) 8—xl (TmTm) "2

3
2

= —ihejpa(r) (—%) (TmTm)” 222, 00m

3
= ihT_E@D(F)&jklIkIl = 0

Opét jsme pouzili faktu, ze kontrakce symetrického a antisymetrického tenzoru je 0.



Uloha 2(10 bodi)

Jednorozmérny harmonicky oscilator je pripraven ve stavu, ktery je linedrni kombinaci za-
kladniho a prvniho excitovaného stavu s maximalni moznou stfedni hodnotou hybnosti (p).
Naleznéte ¢asovou zavislost stfedni hodnoty polohy ¢éstice (x) v tomto stavu.

Pozndmka: Opét jde o standardni tlohu, kterou by mél ke zkousce kazdy umét hladce
vytesit. Je rovnéz dobré si uvédomit, ze snazsi bude algebraické feseni pomoci kreacnich a
anihilac¢nich operatori, nez se pocitat s integraly v x-reprezentaci. Budeme pouzivat standardni
oznaceni z prednasky, mimo jiné xy = /h/mw je charakteristickd délkova skala a py = h/x
charakteristickd hybnost pro linedrni harmonicky oscilator.

Reseni 1: (doporucené) Stavovy vektor v ¢ase t = 0 je podle zadani |¢) = a|0) + B]1), kde
|0), |1) jsou stavové vektory zdkladniho a prvniho excitovaného stavu oscildtoru. Nezapomerite
na to, ze koeficienty « a  mohou byt komplexni! Nejdfive spocteme stiedni hodnotu operatoru

hybnosti p = po(a — af)/iv/2
Do, *
(@lply) = —=(a*(0] + 5*(1])(a — a’)(al0) + BI1)).

z\/§
Ted je potfeba si uvédomit, ze kreacni operator zvysuje stav o jednicku, zatimco anihilacni
operator stav o jedna snizuje. V poslednim vyrazu, kde by se po roznasobeni vyskytovalo
8 clenti tedy pieziji jen cleny tmérné (Ola|1) a (1|a'|0) (pokud vam tato ivaha &ini obtize
rozepiste si v8ech osm ¢lent!). Tyto maticové elementy jsou navic rovny 1 (v obecném piipadé
nezapomeiite na faktor \/n), takze

Do, *
Vipl) = —= (@ —af7).
winlt) = L )
Pro urceni vektoru mame zadano, ze tato hodnota méa byt nejvétsi mozna. Predpokladame, ze
vektor v je normalizovany, takze bez Gjmy na obecnosti o = cos ¢, 3 = sin ¢e??, kde ¢, 6 jsou
libovolné thly. Vyraz pro hybnost je
—if

. 10 .
cos ¢ sin ge’’ — cos ¢ sin ¢ge
= V2po gsing gsing —&sin2¢sin9:&

2 V2 V2’

kde jsme vyuzili toho, Ze maximdalni hodnota funkce sinus je 1 a to pro ¢ = /4 a 0 = /2,

takze o = 1/v/2, 3 =1i/v/2 a tedy

([pla)

1

) 7

(10) +2[1)).

Finta: Pokud si z pfednasky pamatujete, Ze stfedni hodnoty v harmonickém oscilatoru
se podle Ehrenfestovych rovnic v ¢ase chovaji jako klasicky harmonicky oscilator jste hotovi,
nebof v nasem piipadé maximélni hybnosti v poc¢atecnim case je (p) = pocoswt/v/2 a tedy
(z) = zosinwt/v/2. Zde budu predpokladat, Ze si to nepamatujete a pokracuji ve vipoctu dal.

Casovy vyvoj stacionarnich stavii harmonického oscilatoru |n) je dan faktorem exp(—iE,t/h),
kde E,, = hw(n + 1/2), takze

e—zwt/2

() = 7 (10) +ie™™"[1)) .




Nyni doporucuji si uvédomit, ze fazovy faktor vytknuty pred cely vektor se na vypoctu stiedni
hodnoty neprojevi, je dilezita jen relativni faze obou ¢lenti. Vypocet stfedni hodnoty polohy
uz probiha stejné jako pro hybnost

(Ylal) =

wt _ —iwt
((0] — ie™*(1])(a + a')(|0) 4 ie™™*|1)) = e T T Ginwt

J_ V2 o 2 V2

Reseni 2: Pro srovnani uvedu i feSeni v x-reprezentaci, které néktefi z vas zacali, ale myslim,
ze nikdo jej nedokonéil. Zaéneme opét tim, Ze stavovy vektor je ¢ (x) = agpo(x) + So1(x), kde

¢o(x), ¢1(x) jsou nejnizsi staciondrni stavy pro dany osciladtor. Dosazenim explicitniho tvaru
téchto funkci mame

kde ¢ = x/x¢ je bezrozmérna soufadnice pro harmonicky oscildtor. Operdtor hybnosti v x-
reprezentaci je p = —ih% = —z'podi, takze

(blply)y = %33 (a+¢%@ (a+¢¢@eq

= \;]io dq <a +23" q) (—qoz +253(1 - q2)) e 7.

Nyni je dobré si uvédomit, Ze integrand méa tvar (polynom stupné 3)(sudd funkce), integral
bude tedy nenulovy jen pro sudé mocniny

Wlply) = _j?a*ﬁﬂ / dge~" — j?ﬂ(a*maﬁ*) / dogte .

Kazdy matfyzak vi, ze nejdtlezitéjsi integral k zapamatovani je Gausstuv

/eandq = \/E
a

Derivaci tohoto vztahu podle parametru a dostaneme druhy integral ktery potiebujeme pro
vycisleni stredni hodnoty
1 /o
/qe”dm——-—
2a

pO\/_

a tedy
(W|ple) = —ipov/2a” B + (a8 + af*) = %i(aﬁ* —a*B),

coz je totéz co jsme dostali algebraickou metodou. Maximum tohoto vyrazu najdeme jako v
feSeni 1 a Casové zavisla vlnova funkce v x-reprezentaci je

1 1 . 2 .
w )= — (_ +Z-qe—zwt) ¢4 /2€—zwt/2’
0 =——(

ze stejnych diivodi jako v FeSeni 1. Stfedni hodnotu polohy spoc¢teme podobné jako pro hybnost
1 1 A\ 1 , 2
= de | —= +1 e_“"t) x (— +1 e_w'f) e 1
(¥[ply) m%ﬂ/ (v5 q 5t
X0 1 i . t) ( 1 L t) _2
= —= [ dq{ —% —iqe™ —= +ige " ) e 1
vl ™ (\/5 VAN R




Uloha 3(10 bodi)
Céstice se spinem 1 je pfipravena v ¢ase t = 0 ve stavu s hodnotou z-tové slozky vnitiniho
momentu hybnosti (spinu) s, = h. Casovy vyvoj jejtho stavu je uréen hamiltonidnem
Wo 2 2

H = %(Sx — Sy),
kde wy > 0 je konstanta a S,, S, jsou operatory slozek vnitiniho momentu hybnosti (spinu)
¢astice. Jaké hodnoty S, a s jakou pravdépodobnosti mizeme nalézt pii méfeni v pozdéjsim
case t > 0.

Poznamka: Myslim, Ze i toto by méla byt standardni tiloha, ale skoro nikdo si v zadani
nevsiml, Ze jde o ¢éstici se spinem 1, tj. operatory slozek vnitiniho momentu (spinu) nejsou
umérné Pauliho maticim, ale jsou (jak jsme si psali na prednésce):

010 0 —i 0 10 0
sz% 1 01 ,Sy:% i 0 —i |,S.=hR| 00 O
010 0 ¢ 0 00 —1

Jakmile toto vime spoc¢teme primocare matici 3x3 opovidajici hamiltonianu a dal pokracujeme
standardni cestou (viz doporucené feseni). Protoze nepiedpokladdm, Ze byste si tyto vzorce
pamatovali uvedu feseni nezavislé na tom. Pouzijeme vzorce, které jste dostali v napovédé a
které plati obecné pro libovolné operatory momentu hybnosti

Jeljm) = h/ (G Fm)(j £m+ 1)|jm £1).

V naSem piipadé J. = Sy = 5, £iS, a j = s = 1, tj. znaceni bazovych vektori muzeme
zjednodusit na |[jm) = |m), m = —1,0,1 a odmocninovy faktor ve vzorci vyse vyjde vzdy 0
nebo /2.

Reseni 1: (finta) Nejdiive pouzijeme vyjadfeni S, = (S, + S_)/2, S, = (S; — S_)/2i, k
upravé hamiltonianu

- 4h

Wo

H -0
2h

(St +5-)2 4 (S — S2)*} (53 +57).
Zkusime spocitat ptisobeni hamiltonidnu na poc¢atecéni stav |1) ze znalosti vzorce z poznamky
vyse

H|1) =—=57|1) = —1).
1) = £2.2|1) = whl-1)
kde jsme pouzili faktu, ze S, |1) = 0. Podobné
Wo
H|-1) = ﬁsﬂ—n = woh|1).

Ted uz je jasné Ze jsme schopni pfimo najit ¢asovy vyvoj pusobenim evolu¢niho operatoru na
pocatecni vektor

o) = e {—prfn =31 (-3) #i)
= > M|—1>+ > Mu) = cos(wot)|1) — i sin(wot)|—1)

n! n!
n liché n sudé



Pravdépodobnost nalézt jednotlivé hodnoty S, pak je rovna kvadratu absolutnich hodnot ko-
eficientlt v tomto rozvoji: pp = cos(wot)?, p_p = sin(wpt)? a pg = 0.

Reseni 2: (doporucené) Podobné jako vyse zjistime

W
H[1) = 5353|1>zwoh|—1>,
H|0) = 0,
wo
H|-1) = 2—hsiy—1>:wohyl>.
Matice hamiltonianu tedy je

H:th

_ o O
o O O
OO =

Standardnim zptsobem najdeme jeji vlastni ¢isla Fy = +hwy a Ey = 0 a prislusné normované
vlastni vektory |¢+) = (|1) + |—=1))/v2 a |po) = |0). Pocatecni stavovy vektor je |¢) = |1) =
(|o+) + |0-)/V/2 a jeho ¢asovy vyvoj tedy je

1 - .
- el +t/h + o e—zEft/h
) = 7 (192) [¢-) )

= cos(wpt)|1) — isin(wpt)|—1).

To je stejny vysledek jako vyse a opét vede k predpovédi pravdépodobnosti méreni:
pr = cos(wot)?, p_p = sin(wgt)? a pg = 0.



Uloha 4(10 bodi)

Izotropni harmonicky oscilator ve 3D je pfipraven ve stavu popsaném vinovou funkei ¢ (z, y, z) =
xye_TQ/ 2. Jaké hodnoty x-vé slozky orbitalniho momentu hybnosti L, miiZzeme naméfit v tomto
stavu a s jakou pravdépodobnosti?

Pozndamka: Opét existuje nékolik moznosti. K vyteseni celé pisemky v zadaném case je podle
mého nazoru tentokrat nezbytné oprostit se od zavedené konvence a udélat néasledujici:

Reseni 1: (finta-doporucend) Jak uz to ve fyzice byva, ¢lovék si usetii spoustu ¢asu vhod-
nou volbou soufadného systému. V tomto piikladé je vhodné prevést problém na méfeni slozky
L, preznacenim souradnych os x+ — 2z — y — x. Nové souradnice nazveme pro vétsi prehlednost
¥ =vy,y =z 2 = x. V dloze jde tedy o méfeni L,, tj. L.,. Jeho vlastni vektory jsou prosté
sférické harmoniky (vynasobené libovolnou funkci radialni proménné r) v ¢arkovanych soufad-
nicich. Vlnovou funkci v ¢arkovanych souradnicich dostaneme prosté cyklickym preznacenim

08
vy, 2 = dale? = konst(Ya; — 3/2—1)7’26_T2/27

kde jsme pouzili tabulku sférickych harmonik

15 (2’ +1iy')2’

Yor = Tz
2 8 r? ’
15 (2' —iy')2’'
Yo = ——m———.
2 8m 72

Vidime, ze v rozkladu zadané vinové funkce se vyskytuji jen stavy odpovidajici m = £1 a to se
stejnym (az na fazi) koeficientem. Mizeme tedy namétit jen hodnoty L, = £k a to se stejnou
pravdépodobnosti 1/2.

Reseni 2 atd: Existuji samozfejmé dalsi moznosti (néktefi z vas se o né v pisemce pokusili),
které vedou ke spravnému vysledku, ale jsou zdlouhavéjsi. Zajemciim doporucuji rozmyslet si
detaily, aby ziskali do problematiky vétsi vhled.

1. Clovék si mtize vsimnout, ze vlnova funkce je homogenni polynom druhého stupné (az
na radidlni zavislost) a tudiz odpovida [ = 2. V tomto podprostoru je mozno zvolit bazi
slozenou z vlastnich vektoru L., tj. [lm), m = 0, £1, £2. V této bazi lze vyjadfit operator
L, amnajit jeho vlastni vektory. Odpovéd na otazku formulovanou v tloze lze potom ziskat
projekei vinové funkce (jeji thlové ¢asti -normované integralem pies jednotkovou sféru)
na tyto vlastni vektory.

2. Stejny postup lze provést tak Ze vSe vyjadiime v bazi polynomt zy, zz, yz, 22 — y? a
222 —2?—y?. Maticové elementy operatoru L, na této mnoziné lze ziskat z jeho kartézského
vyjadreni.



Uloha 5(15 bodi)

Céstice se nachazi v (1D) potencidlové jamé

Ao(x), pro lz| <a
o0, pro |z| > a,

V(z) = {

kde a > 0 a A > 0 jsou konstanty. Najdéte stiedni hodnotu (z?) v prvnim excitovaném stavu.

Napoveéda: Diskutujte vinové funkce vazanych stavi a najdéte podminku k urceni energie.
Neni tteba nalézt explicitné energie vsech stavii, ale identifikujte prvni excitovany stav a najdéte
jeho vlnovou funkci. Pfi pocitani stfedni hodnoty se vam muze hodit nasledujici integral:

i 3
/ 2% sin(z)?dr = % -

—T

N

Reseni 1: (finta)

Uloha je opét standardni i kdy# trochu zdlouhava, proto jsem ji ohodnotil vice body a polozil
otazku, kterd se da pomeérné snadno zodpovédét i bez uplného nalezeni vsech stavi. Klicem
k tspore casu je oscila¢ni véta. Ta nam tika, ze vlnova funkce prvniho excitovaného stavu
ma pravé jeden uzlovy bod. Symetrie ulohy navic fika, ze tento nulovy bod je uprostied, tj.
1 (0) = 0. Diky tomu se delta-funkéni ¢len pro liché stavy neprojevi (podivejte se na napojovaci
podminku v ¥eSeni 2 a rozmyslete, Ze je to pravda). Prvni (a vSechny liché) excitovany stav
je tudiz stejny jako v nekonec¢né hluboké potencidlové jameé bez delta-funkéniho ¢lenu a vlnova
funkce je prosté sinus jehoz perioda je 2a. Zbytek vypoctu je jen vycisleni integralu jako posledni
¢ast FeSeni 2 nize.

Reseni 2: (podrobny rozbor stacionarnich stavii)
Jde o nekonecné hlubokou potencidlovou jamu kone¢ného rozmeéru. Spektrum energii bude
diskrétni. Vlnova funkce smi byt nenulova jen v intervalu (—a, a). Reseni uvniti tohoto intervalu
je stejné jako pro volnou ¢&astici, tj. linedrni kombinace funkci exp(+ikx), kde k = v2mE/h.
Na okrajich tohoto intervalu je potfeba splnit okrajovou podminku ¢ (x) = 0 a v bodé z = 0
bude nespojitost derivace ¢'(x) kvili §-funkénimu ¢lenu v potencidlu. Okrajové podminky v
bodech x = +a splnime volbou

YP(x) = A_sin [k(x +a)], proaz <0,
Y(x) = Aysin[k(z —a)], proaz > 0.

V pocatku musi byt vinova funkce spojita, tj.

$(0+) —9(0-) = 0,
A_sin(ka) — Ay sin(—ka) = (A_ + Ay )sin(ka) = 0.

Tuto podminku lze splnit dvéma zpusoby. Za 1) A_ = —A, a nebo za 2) sin(ka) = 0. Dalsi
postup se bude lisit pro tyto dvé moznosti.

1. Vsimnéte si, ze v prvnim piipadé lze vlnovou funkci psat jako
s(x) = Nsin [k(|z] — a)]

a vlnova funkce je tedy suda. Druha podminka na napojovani v bodé x = 0 souvisi s
0-funkénim ¢lenem v potencialu a urcuje skok derivace vinové funkce:

V(04 = ¥'(0-) = 2N



neboli 9
2Nk cos(ka) = h—?)\N sin(—ka.)

To je podminka na energie h2k?/2m vazanych stavii se sudou vlnovou funkci, kterou lze
rovnéz psat jako
hZ
tan(ka) = ———k.
(ka) = ——

Namalujte si zavislost levé a pravé strany této rovnice na k! Vidime, pro A > 0 bude pro

zékladni stav hodnota k € (3, %) a dalsf stav se sudou vlnovou funkef ma k € (32, 27)

2. V druhém piipadé oznacime vlnovou funkei ¢;(z) a zatim o ni vime jen, ze ¥(0) = 0.
Podminka pro napojovani derivace nyni zni

Y(04) ~¥/(0-) = T Ap(0) = 0

Vidime, ze v tomto pripadé bude ve bodé x = 0 spojita jak funkce sama tak jeji derivace.
To je mozné jen tak, ze

U (x) = Asin [k(x + a)]

na celém intervalu (—a, a). Uvédomte si, ze diky podmince sin(ka) = 0 je sin [k(z + a)] =
sin [k(z — a)], navic az na znaménko, které se schova do volby konstanty A lze tuto funkci
napsat téz jako sin(kz) (rozmyslete!!). Podminka sin(ka) = 0, pak je kvantovaci podmin-
kou pro energie vazanych stavi s lichou funkei, tj. K = nn/a, kde n =1,2,3, ...

Z analyzy vyse je zfejmé, ze vlnova funkce prvniho excitovaného stavu je

1 .
() = NG sin(mz/a).

Tato funkce je soucasné spravné normalizovana, takze

a d 1

ilon) = [ Zsin(mafa) = [ dgsin(na) = 1.
—a @ -1

Nyni uz snadno spoc¢teme pozadovanou stfedni hodnotu

(a]a®[gy) = /“ %952 sin®(mx/a) = :—z/ﬁ ¢*dgsin®(q) = a* (1 _ i) .

—a o 3 272



