Uvod

V tomto dokumentu naleznete zadani a vzorové feseni zapoc¢tové pisemky z prednéasky ”Kvan-
tova mechanika I” za ZS 2018/19. Ulohy byly voleny tak, 7e by je mél byt schopen beze zbytku
vytesit kazdy, kdo absolvoval pfednasku a cviceni pokud by mél dost casu, ale k vyTfeseni tiloh
v ¢asovém limitu (90min) je potifeba jesté trochu tviréi invence a porozumeéni riiznym souvis-
lostem v latce prednasky.

Na ziskani zapoctu by vam mélo stacit ziskat par bod, ke kompenzaci pripadnych bodovych
ztrat z domacich tloh. Snazil jsem se tilohy volit tak, aby kazdy kdo se vénoval hloubéji piiprave
a spocital si pfedem par tloh, byl v ¢asovém limitu schopen ziskat alespon polovinu bodi, coz

V néasledujicim textu naleznete vzorové feseni. Doporucuji si je peclivé precist pro pripravu
ke zkousce. Snazil jsem ukéazat, nebo alespon naznacit vzdy nékolik postupti vedoucich k feseni
a rovnéz poukazat na rtzné souvislosti.

Poznamka: ReSeni pro kazdou tlohu by se mélo vejit na jednu stranku (véetné zadéni). To Ze
jsou Teseni delsi je dano diskusi rtiznych metod, které 1ze pouzit.



Uloha 1(10 bodt)

Uvazujme bezstrukturni ¢astici v jedné dimenzi s operatorem polohy & a operatorem hybnosti
P, které spliuji kanonickou komutacni relaci [Z,p] = ih. Pro dané redlné ¢islo a definujeme
operator traslace T, = exp(—iap/h). Najdéte komutator [#, T,]. Pfedpokladejte, e |z) je vlastni
vektor operatoru & odpovidajici vlastni hodnoté x. Ukazte, Ze Ta|x) je rovnéz vlastnim vektorem
operatoru 7 a zjistéte jakému vlastnimu ¢islu odpovida. Je T, normélnim operatorem? Jaké je
jeho spektrum?

Reseni (1. zptisob):
Nejjednodussi je vzpomenout si na vzorecek, ktery plati pro libovolnou funkei f(p) a ktery jsme
odvodili na cviceni 6
&, (D)) = f'(P)[&, D] = inf (D).
Po dosazeni f(p) = exp(—iap/h) dostaneme ihned (s uzitim [z, p| = ih)
~ 7 ia ia ~
[z, T,] = —ﬁae_ﬁap[i,ﬁ] =ae 2 = aT,.

Dalsi ¢ast je dikaz toho, ze |¢) = Ta|x> je vlastnim vektorem operatoru . Zde pouZijeme

pravé odvozenou komutacni relaci v postupu, ktery jste si méli osvojit v DU3:

By = 2T, |x) = (Tud + [&T,))|2) = Tud|z) + alu|z) = (x + a)Thlz) = (z + a) ),

tj. vektor |¢) je vlastnim vektorem operatoru & odpovidajici vlastnimu ¢éislu (z + a).

Pro dali{ &st je tfeba si vzpomenout na definiéni vztah normalniho operatoru [T}, 7] = 0.
Operator sdruzeny k T, je ’f’;f = exp(iap/h) a protoze jsou oba tyto operatory funkci operatoru
p musi spolu komutovat, tj. operator 1, je skutecné normalnim operatorem.

Spektrum operatoru najdeme, kdyz si opét uvédomime, Ze 1, je funkci operatoru p jehoz
spektrum zname a je to prosté mnozina vSech realnych cisel p € R. Vlastni ¢isla operatoru T,
jsou pak rovna exp(—iap/h), kam muzeme dosadit libovolné realné ¢islo p. Spektrem operatoru
T, je tedy jednotkové kruznice oy = {z € C, |z| = 1} v komplexni roviné.

Jiné resSeni:
Nekteti z Vas si nepamatovali vzorecek pro komutator funkce operatoru p a tak jej v ramci feseni

ulohy sami odvodili, pricemz pouzili vyjadieni exponencialy jako Taylorovy fady a komutator
spocetli ¢len po ¢lenu. To je spravné, ale ¢asové dosti naro¢né. Vyjdeme z definice exponencialy

Taylorovou fadou
=1 (—ia \" 1 [ —ia\"
x’zﬁ< h p> ]_ZH< i )

n=0

[ia Ta] = [£7ﬁn]

potom si vSimneme, zZe

[#,p] = ik,
[2,0°] = pl&,p] + [2,plp = ih2p,
[2,9°] = pla,p"] + [, p]p* = ih3p®

z Cehoz se da usoudit (piipadné dokizat matematickou indukci), Ze [#,p"| = ihnp" . TakZe

o =1 (—ia\" . .., =1 —ia\"" | Liep
[x’Ta]_;H(T) thnp —a;m_l)!( : ) Pt =ae % = aT,.

Tento postup je vsak zbytecné zdlouhavy. Lepsi napad byl fesit cely problém v hybnostni
reprezentaci a zapusobit komutdtorem na vlnovou funkci ¢ (p). Uvédomime si, Ze operator



hybnosti je prosté nasobeni nezavisle proménnou a podobné operator T, bude jen nasobeni
exponencialou, ktera operator definuje. Operator polohy pak v hybnostni reprezentaci je £ =
ihd/dp. Dostavame tedy

) d i, P!
(8, Lo (p) = b ™M (p) — eTrihag v (p)

= in (g0 PG + e i) - i)
= ac i (p) = Ty(p)

V hybnostni reprezentaci lze vyteSit také druhou c¢ast tlohy. Uvédomime si, jak vypada
vlnovéa funkce vlasniho vektoru operatoru Z v hybnostni reprezentaci

1
\V2mh

Ptisobenim operatoru T, na tuto funkci pak dostaneme

eTHPT,

V(p) = (plz) =

TAa%(p) = ef%ap eilﬁpx = ef%p(a:Jra) = wx+a(p>-

\V2rh V2rh

Vidime tedy, ze 7, u|x) je opét vlastnim stavem operatoru z, ale odpovidajici posunuté vlastni
hodnoté (z + a).



Uloha 2(10 bodt)

Harmonicky oscilator s hmotnosti m a vlastni tthlovou frekvenci w je pripraven v case t = 0
ve stavu popsaném vlnovou funkei ¢ (x) = (zo + v/21) exp{—%(g—o)z}, kde jako obvykle zy =
Vh/mw. V ¢ase t > 0 vypneme potencidlové pole, takZe systém se dédle vyviji jako voln4 Castice
s hmotnosti m. Jaka je pravdépodobnost, ze Castice poleti doprava (tj. ve sméru p > 0)7

Reseni:
Ulohu mtizeme rozdélit na dvé ¢asti. V prvni ¢asti je potfeba uréit ¢asovy vyvoj vlinové funkce
z pocatecniho stavu do Casu t a v druhé c¢asti najit hledanou pravdépodobnost, kterou lze
formulovat jako kvantové méfeni hybnosti.

Casovy vyvoj nejsnaze najdeme, tak Ze vlnovou funkci 1 (z) napiSeme jako linedrni kombi-
naci stacionarnich stavi jejichz vlnové funkce si najdeme v tahaku:

z ¢ehoz je ihned vidét, Ze v x-reprezentaci je

(x) = 207/ ToV/T [P0 (2) + ¢1 ()],

neboli v backetové notaci (po normovani, které nemusime hledat explicitné integraci, protoze
stavy ¢¢ a ¢; jsou jiz normované a navzajem ortogonalni) [¢) = \%(|0> + [1)). Casovy vyvoj
tohoto stavu najdeme tak, Ze kazdy ze stacionérnich stavii |n) vynasobime fazovym faktorem
exp(—iE,t/h), kde energie staciondrnich stavii harmonického oscilatoru jsou E, = fiw(n+1) a
tedy

(1)) = L5(10) + e [1))e 2",

Hledanou pravdépodobnost najdeme pouzitim formalismu kvantové mechaniky pro méreni
spojité veliciny reprezentované operatorem p. Pravdépodobnost, Ze castice poleti v kladném
sméru je reprezentovana projekénim operatorem P, = [ |p)(p|dp obloZenym prévé ziskanou
vlnovou funkci

o(p > 0) = (B(0)| Py (1)) = /OOO [o(P)[? + |61 (p) % + () b1 (p)e ™™ + ¢%(p)do(p)e™] dp,

2
kde jsme identifikovali p—reprezentaci stacionarnich stavii harmonického oscilatoru ¢, (p) =
(p|n). Vyjadieni téchto funkci je rovnéz uvedeno v tahéku, takze je jen potieba spocist integraly
4 ¢lenu ve vzorecku vyse, ale zjistime, Ze je potfeba vlastné spocist jen jeden z nich. Prvni dva
musi byt rovny 1/2 nebot kvadréaty vsech vinovych funkei |¢,(p)|? jsou sudé funkce a uvedeny
integral je proto polovinou normalizace

| owPan =1 [ lonwPay = 4

0

Dalsi dva prispévky jsou navzajem komplexné stdruzené a staci tudiz spocist jen jeden z nich

. o0 L —1 2 0 ([ 2 —1 .
A= e’“t/o ¢5(p)d1(p)dp = e’“’t—%_/o (p%) e (%) a (p%) = \/%e“t,

kde posledni integral byl uveden v napovédé a dale jsme vyuzili tahaku k vyjadieni funkci

ontr) = 00) =~ B ) — iy - 2 (2] A

Hledana pravdépodobnost tedy je

1 11
S0)=-[1+A+A]=>— —

sin wt.



Uloha 3(10 bodi)

Céstice se spinem 1/2 a hmotnosti m je zachycena v potencialové pasti, kteréa je dobie aproxi-
movana harmonickym oscildtorem s periodou T a to ve stavu |¢) = |0)|+) + |1)|—), kde béze
|n)|s,) popisuje prostorové a spinové stupné volnosti (spoleény stav hamiltonidnu harmonic-
kého oscilatoru a operatoru z-tové slozky spinu) ve standardni fazové konvenci. V tomto stavu
provedeme méreni x-ové slozky spinového momentu hybnosti a naméiime jeji nejveétsi hodnotu.
Jaka je bezprostifedné po provedeni tohoto meéreni hustota pravdépodobnosti nalézt castici v
daném misté x?

Reseni:

Uloha se opét skladé ze dvou ¢asti. V prvni ptijde o to uréit vinovou funkci po méfeni spinu a
v druhé ¢asti musime z této vilnové funkce spocist hledanou hustotu pravdépodobnosti. Navic
se musime vyporadat s tim, Ze pracujeme na direktnim soucinu Hilbertovych prostorti pro dva
stupné volnosti.

Meéfteni x-ové slozky spinového momentu hybnosti vedlo na nalezeni nejvétsi mozné hodnoty,
tj. s, = h/2. Ze cvifeni 2, vime, Ze prislusny vlastni stav ve spinovém prostoru je |z:+) =
(|+) +]-))/v/2. Pokud byste si to ndhodou nepamatovali, miiZete tento stav nalézt jako vlastni
vektor Pauliho matice o, z tahdku odpovidajici nejvétsimu vlastnimu ¢islu. V celém Hilbertoveé
prostoru tomuto méreni odpovida projektor

P, =1 @ lz+) (4] = 5(10)(0] + [1)(1]) @ (|+) + [-) ({(+] + (=)
Ptisobenim tohoto projektoru na stavovy vektor dostaneme vinovou funkci po méfeni
19) = Porl) = 3100 @ (1) + =) + 311) @ (14) + =) = Z5(10) +11) @ (1+) +1-)),

ktera je rovnou spravné normovand (vSiméte si, ze ptivodni vlnova funkce normované nebyla a
to, ze ted vysla normovana je nahoda).

Druhym tkolem je najit hustotu pravdépodobnosti pro nalezeni ¢astice v misté . Tomuto
méFeni odpovida projektor P, = |2)(x| ® I takze hledana hustota pravdépodobnosti je

p(a) = (W|Pa]) = 5((0]a) + (1]2)) (([0) + (z[1)).

V tomto vyrazu opét identifikujeme vlnové funkce stacionarnich stavit harmonického oscilatoru
z tahaku

¢0($) = <ZE|0> = ;6_%<%>2 (bl(q;) = <;(;|1> = i (£> e_%(%f

l’oﬁ \/l‘oﬁ Zo
takze .
p(x) = 3l60(z) + 61(2) P = Jtme ™ (1+2v2¢ + 2¢),
kde ¢ = x/xy.

Pozndmky: Rozmyslete si dikladné, Ze rozumite jednotlivym kroktim v odvozeni vyse, které
vyzaduji praci se stavovym prostorem ve tvaru direktniho souc¢inu dvou prostori.

Druhy krok stanoveni hustoty pravdépodobnosti vyskytu castice v misté =, ne€kteti z Vas
odbyli konstatovanim, ze systém po prvnim méfeni je ve faktorizovaném stavu a tudiz lze pii
méfeni polohy ignorovat spin a spocist jej prosté jako kvadrat vlnové funkce ¢ (z) = \%[gf)o (x)+
¢1(x)]. To je spravné ivaha a hodnotil jsem ji plnym poc¢tem bod, ale rozmyslete si, Ze rozumite
plnému postupu vyse, které tuto argumentaci ospravedlnuje!



Uloha 4(10 bodi)

Bezstrukturni ¢astice s hmotnosti m je zachycena v potencialu aproximovaném nekonec¢né hlu-
bokou jamou (V' (z) = oo pro |z| > a) s plochym dnem (V' (x) = 0 pro |z| < a), kde 2a je sitka
jamy. Céstici piipravime v ¢ase t = 0 ve stavu, ktery je linedrni kombinaci zédkladniho a prv-
niho excitovaného stavu s nejvétsi moznou stfedni hodnotou operatoru polohy z. Jaka je stiedni
hodnota tohoto operatoru v pozdéjsim case ¢ > 0.

Reseni:

Nejdiive je potfeba najit dva nejnizsi stavy ¢o(z) a ¢1(x) v potencidlové jamé. To jsme trochu
rozebrali na cviceni a také jsem dal na web vzorové feseni, takze jen rychle pripomenu. Vlnové
funkce ¢(z) spliuji na intervalu x € (—a, a) Schrodingerovu rovnici pro volnou ¢astici

h2 k2
o2m

_%¢H(x) = E¢($), tedy ¢”($) + k2¢($) =0, kde Jo

Nekonecnost potencidlu se projevi okrajovou podminkou ¢(a) = ¢(—a) = 0, kterd vede na
podminku pro mozné hodnoty k a tedy mozné hodnoty energii. Potencial je navic symetricky
podle pocatku = = 0 a proto musi byt zdkladnim stavem suda funkce a prvnim excitovanym
stavem funkce licha. Funkce spliujici vSechny tyto podminky s nejnizsi energii jsou

do(r) = \/La coskor pro Ey= h;jf,
¢1(z) = Jzsin2kox pro By = W3[5,

kde ko = 5 je nejmensi hodnota spliiujici okrajovou podminku cos ka = 0. V zadani se mluvi
o tom, ze ¢astice je na pocatku pfipravena ve stavu ¥ (z) = ado(x) + S¢1(z) s nejvétsi stfedni
hodnotou z. Spocitame tedy tuto stfedni hodnotu a najdeme «, 3, které ji maximalizuji.

a

a a a
@) = [ alv@Pds = laf [ aloofdo 167 [ alorPdo+ (025 +a6) [ aononds.
Prvni dva integraly jsou zjevné nulové, protoze integrand je liché funkce, kterou integrujeme
pres symetrickou oblast. Posledni integral spoc¢teme s vyuzitim integralu v napovédé

@ 1 [ 4a 8
/ TPy dx = k’2 / kox cos kox sin 2kgx kodr = — q cosq sin2qdq = —25,
“a T

3
kde jsme provedli substituci ¢ = kox. Hledané stiedni hodnota tedy je

(@) = ("B +af) S0

Aby byla vlnova funkce normované, musi navic byt a? + 52 = 1. S touto podminou nabyva
stfedni hodnota maximalni hodnoty pro a = 3 = 1/v/2 (podrobnosti viz podobny ptiklad ze
cviceni 7, nebo vzorové feseni tlohy 2 ze zapoctové pisemky z roku 2012).

Poslednim tikolem je najit jak tato stfedni hodnota zavisi na case. Protoze je vinova funkce
dana jako linearni kombinace stacionarnich stavi ¢, jejichz ¢asova zavislost je dana jen fazovym
faktorem exp(—iFE,t/h) = exp(—iwyt) sta¢l v uz nalezeném vyrazu nahradit

—iwot __ —iwot —iwit

a — ae %e a B — Be 1t = %e
a tedy

1, it ity @ 32 a
(@(0) = e e 52 =

32 3
Scoswt,  kde  w=(Ey—Eg)/h=3E/h= (2a>



Uloha 5(10 bodi)

Uvazujte kvantovou trojtecku ve stavu popsaném kanonickou matici hustoty p = %exp(— 51f[ ),
kde H = —a(|1)(2] +[2) (3] + [2)(1] + [3)(2|) déle o, 8 = 1/kT jsou nezéporné konstanty a &slo
z je ddno normaliza¢ni podminkou Trp = 1. Vyjadfete p jako matici v bazi {|1),]2),|3)}. Jak
vypadé tato matice v limité nulové teploty 5 — oo? Jde v této limité o Cisty ¢i smiSeny stav?
Najdéte pravdépodobnost s jakou systém pfipraveny ve stavu popsaném matici hustoty p (pro
obecné ) mizeme systém najit ve stavu |n) pro dané n = 1,2 nebo 3.

Reseni I:

Nejdrive je potfeba spocist exponencialu zadané matice. Pfimocaré je pouzit k tomu spektralni
rozklad hamiltonidnu. Vlastni vektory a vlastni ¢isla najdete standardni procedurou (mimo-
chodem matice je shodné s matici z doméci tlohy 1) pficemz vyjde

1 1

1

1

E(] = O, |77Z)0> = ﬁ 0 s Ej: = :F\/§Oé, |’l/}:t> = 5 ﬂ:\/§
-1 1

Ptislusné projektory na vlastni podprostory jsou

([ 1 0 -1 L V2 1 . 1 V2 1
PB==1 0 0 0 |, Po=>1 V2 2 V2|, P =212 2 =2
2 4 4
-1 0 1 1 V2 1 1 —V2 1

Miizete si ovérit, ze tyto projektory predstavuji rozklad jednicky I= > P a spektralni rozklad
Hamiltonidnu H = ), F;P; a maji jednotkovou stopu (disledek normalizace staciondrnich
stavtl). Hledana exponenciala je

e=PH — Py + eaﬁﬂp+ + e BV2p.
a jeji stopa je
2= Tre P = TrPy + eo"g‘/iTrlsJr F e VETEP =1 4 V2 L V2 1 gy t1

kde jsme zavedli zkratku ¢ = exp(a3v/2). Tyto visledky lze shrnout v maticové podobé jako

1 A A D B
p=-eP1= D C D |,
& B D A
kde
1242t +1 1 £+ 12241 V2 21
AR+t +1] 224t 4 1 AR+t +1] 4 e2+t+ 1
Vlimitéﬂ—>oojet—>ooatedyA—>i,C’—>%,B—>%aD—>‘/Ti,tj.p—>P+coije
projektor na zakladni stav s energii £ = —ay/2, tj. jedna se o &isty stav (jak si miizete ovéfit

z podminky Trp? = 1) nebot je to projektor na jediny vektor |1/, ).
Posledni otazka byla jaka je pravdépodobnost nalézt ¢astici v tecce ¢islo n pokud je piipra-
vena ve stavu popsaném matici p. Podle formalismu kvantové teorie to spo¢teme z vyrazu
pn = Trpln){n| = (n|p|n),
neboli

_1t2—|—2t—|—1_ 2+coshoz6\/§ 1 2 +1 B Coshaﬂﬁ
T4 1i+1  2tdcoshaBy2 0 28+41+1  1+2coshaBV2

P1=p3 =



Reseni II: (v energetické reprezentaci) Matice hustoty p ma obzvlasté jednoduchy tvar
reprezentaci vlastnich stavi hamiltonidnu H|iy) = Ei|¢), protoze

e PH ) = e P |yy)

neboli

e P = e ML = TS ) (el = 3 e PP il
k

k

Stopu této matice je vihodné opét spocist v bézi |y,)

s=Tre 1 = Z<wk|6_5ﬁ|¢k> = Ze‘BE’“ =14+t4+t1

k k

kde jsme vyuzili znamych vlastnich hodnot hamiltonidnu Ey = 0, F1 = Fv/2a a opét zavedli
zkratku t = exp(—BE,) = exp(af/2). Hledanou matici hustoty p mtizeme tedy psat jako

—————— [[%0) (Vo + tlips ) (Wi | + ¢ o) (] -

Také snadno nahlédneme, ze v limité 3 — oo, tj. ™! — 0 a t — oo a tedy

1 t 1

— =0, —_— — =0,
1+t+¢71 1+t+¢1 1+t+tt

Y

atedy p — |14 ) (1, ] coz je evidentné ¢Cisty stav. Obtiznéjsi je v této reprezentaci spocist hledané
pravdépodobnosti. Miizeme to zapsat napftiklad takto

pa = Tepln)(n| =Y (ulpln) (nlw) = [1{nlbo)® + t1(nles)* + 7 |{nlvo)[*]/ 2

k

a po dosazeni explicitniho vyjadfeni vlastnich vektorti hamiltonianu dostaneme stejny vysledek
jako v prvnim feSeni.



