Zapoctova pisemka z kvantové mechaniky II
cas na reseni: 90min

Uloha 1(10 bodi)
Dva spiny 1 a 1/2 spolu interaguji prostfednictvim hamiltonidnu

~ (8% 5 -

= _ﬁs(l) 5@
kde o > 0 je konstanta. Popiste zékladni stav tohoto systému pomoci matice hustoty. Predpo-
kladejte, ze vSechny stavy s nejnizsi energii jsou zastoupeny se stejnou pravdépodobnosti. Ve
stavu daném touto matici hustoty spoctéte pravdépodobnost nameéreni nulové projekce spinu
prvni ¢astice na osu z.

Reseni:
Pro nalezeni energie si staci uvédomit vztah pro skalarni soucin vektorovych operatort

CONC

(52 — 52 _ g2,

Hamiltonian je tedy diagonélni v bazi |sm) charakterizované celkovym spinem s a jeho z-tovou
slozkou m o
H|sm) = _E[S(S +1) — 2= 3]jsm) = E,|sm).

Pravidla pro skladani momentu hybnosti daji celkovy spin s = % a %, pricemz zakladnimu stavu

E; = —a/2 odpovida hodnota s = % Této hodnoté prislusi 4 stavy charakterizované rtznymi

m = :I:%, i%. Hledana matice hustoty potom je
p=12 15m
m

kde jsme pouzili predpokladu, ze vSechny 4 stavy nalezneme se stejnou pravdépodobnosti i.

Pravdépodobnost naméteni hodnoty 59) = 0 je dana vzorcem

p="Tr[pP] = Z{0T|3 (3m[0 1) +(0 | [3m)(3ml|0 1)},

kde jsme pouzili vyjadieni projektoru P =10 1)(0 1 | + |0 [)(0 | | charakterizujiciho mé&Feni v

separované béazi |m;msy) odpovidajici vlastnim ¢islim s,(zl), s,(z ). Pouzitim Clebsch- Gordanovych

koeficientii, nebo pfimou konstrukei stavii |sm) dostaneme

= 11,

= (Va1 +i1)/va
= (V2o 1) +1-11) V3,

coz da pravdépodobnost p =



Uloha 2(10 bodi)

Vibracni stavy molekuly budeme modelovat jako c¢astici v jednorozmérné potentidlové jame.
Pomoci WKB aproximace odhadnéte kolik vibracnich stavi ma molekula popsana Morseho
potencialem

V(z) =D (e —2e°%),

kde D, a jsou kladné konstanty a m je hmotnost Castice.

Reseni: Vazané stavy se ve WKB aproximaci spo¢tou z podminky

P(E) = / V2m(E -V (z))dr = hr(n + 3),

kde a < b jsou dva body obratu dané podminkou V(a) = V(b) = E. Cislo n = 0,1, 2, ..., nyax
urcuje poradové ¢islo vazaného stavu. Pfitom ®(E) je rostouci funkce energie a energie vazanych
stavll musi byt zaporna. Pocet stavi je tedy N = nyax + 1, kde nyax je nejvétsi prirozené
¢islo vyhovujici nerovnosti

O(E=0)= / Vv —=2mV (z)dz > hr(nuax + 3),
neboli (symbol |.| znamend funkci "floor”, neboli ofezani desetinné ¢asti ¢isla)

N:{%%J.

Zbyva vypocist ®(0). Vnéjsi bod obratu pro nulovou energii je b = oo a vnitini bod obratu a
nalezneme z podminky

0="V(a) = De” (e —2),

ax

neboli e** = 2. Nyni pfimocarou integraci dostavame

®(0) = \/2mD/ V2e—ar — e=2ax dg =/ 2mD/ V2 — oz em%/2 (g,

Posledni uvedeny integral spocteme substituci u = e~*/2

(67

00 2 V2
/ \/2—eaxeax/2dx:—/ \/2—u2du:z,
a & Jo

kde posledni integral jsme napsali bez pocitani, protoze jsme v ném poznali plochu ctvrt-
kruznice. Dosazenim dostavame hledany odhad poc¢tu vazanych stavi

N = MszJr}J'
ho 2

Pozndmka: Nakreslete si funkei V' (z) a body obratu a, b pro rizné £ < 0 a E — 0!




Uloha 3(10 bodi)

Interakce dvou Gastic se spinem 1/2 je popsana hamiltonidnem Hy = —eG® - 3@ kde ¢ > 0
je konstanta a & je vektor Pauliho matic pisobici na spinové stupné volnosti i—té ¢astice.
V prvnim fadu poruchové teorie spoctéte, jak se rozstépi energetické hladiny tohoto systému
po priblizeni tieti ¢astice, ktera zptisobi poruchu hamiltonianu

V=—t (aagl)ax(?’) + af)ax(?’)) ,

kde 0 < t < e. Odhadnéte jak vysledek ovlivni vyssi fady.

Resend: Hamiltonian H, zavisi jen na stavu prvnich dvou c¢astic a diagonalizuji jej stavy
sou¢tového spinu S = %‘(5(1) + & @) &astic 1 a 2. Tyto stavy oznac¢me |[SM), kde S je jako
obvykle kvantové ¢islo charakterizujici kvadrat celkového spinu a M je trochu netradicné vlastni
¢islo pro celkovou z—ovou slozku. Pro energie potom plati (viz feSeni tlohy 1)

g (1) . 22 2
Ho|SM) = —e55W - 3@ |SM) = —e51R*[S(S + 1) — 2 — 3]|SM).
Vysledné energie v nultém fadu jsou Fg = 3¢ pro singlet S = 0 a Es = —e pro triplet S = 1. Ko-
rekce prvniho fadu dostaneme diagonalizaci matice poruchy ve vlastnich podprostorech v nichz
mame baze tvorené dvéma stavy

[SM)®log);  S=0, M=0, o5=:+} pro E

a Sesti stavy
|SM) ® |o3); S=1, M=0,%+1, o3==L pro Fi.

Snadno zjistime, Ze tyto stavy rovnou diagonalizuji poruchu nebot

V=t (0(1) + 0(2)) o3 = i

T —ﬁsxsg’),

coZ se pii pusobeni na vySe zminéné vektory da nahradit souc¢inem —4tMoj (faktor 4 pochazi
od toho Ze operator spinu je tmérny pilce Pauliho matice).
Zaver:

1. Hladina Ey = 3¢ neni poruchou ovlivnéna viibec nebot M = 0.

2. Hladina E; = —e se rozstépi na tii: —e, —e + 2t a —e — 2t, kazda z nichz je dvakrat
degenerovana.

3. Z Teseni je vidét, ze nalezené vektory jsou presnymi stacionarnimi stavy bez ohledu na
velikost poruchy. Vyssi fady poruchové teorie jsou tedy nulové.



Uloha 4(10 bodi)

Dva nerozlisitelné bosony s hmotnosti m a spinem 0 jsou v nekonec¢né hluboké potencidlové jamé délky
L (tj. V(z;) = 0 pro x; € (0,L) a V = oo pro ostatni z;=soufadnice ¢astice i = 1,2) a interaguji
spolu prostiednictvim kontaktni interakce V(x1,72) = —AJ(x1 — 22), kde A\ = 272h2/(mL)*. Pomoci
variac¢niho principu najdéte odhad energie zakladniho stavu. Testovaci vlnovou funkci volte ve tvaru

(1, m2) = ¢(11)P(w2), kde
P(x) = \/% {asinw—g + ﬂsin%Tx

@, B jsou varia¢ni parametry (funkce bude normovand pro |a|? + |3]?> = 12). Napiste zda je mozné
tento vysledek néjak pouzit i pro piipad dvou nerozlisitelnych fermiont se spinem 1/2.

Re§eni Nejdf“iveje dobré si uvédomit, Ze ¢(z) = agy(x)+Lp2(z), kde [ |p1(x)|?dz = [|pe|?dr =1
a [ ¢1(x)¢2(x)dz = 0. Nyni spoéteme stiedni hodnotu kinetické energie v testovacim stavu 1

. %2 L L d2 d2
Wikl = —g [ an [Cdmote o) |15+ 13| dteote

= {/¢ ¢" (21 d$1/|¢ T2 2d$2+/|¢ r1)| dxl/éf) z9)" ¢ (22 deZ}

_ __2/¢ . %(Fm) {Jaf? +4l3P}

Posledni uvedenou tpravu jsme udélali mozna trochu rychle, ale uvédomte si, ze jde prosté o vazeny
prumér kinetické energie pro dva jeji jednocéasticové vlastni stavy ¢ a ¢s.
Stfedni hodnota potencialni energie je

L L L
@VIY) = —A /0 d /0 dza|(21)[*|d(w2)[P6(21 — 22) = —A /0 () [*da

L
= = [ {lal"6t + dlal* Blotn + 6la?1B07¢3 + a6l e1c] + 161'0h | do

kde jsme pouzili binomicky rozvoj. Podtrzené ¢leny predstavuji soucin funkce, kterd je symetricka
podle stiedu intervalu (0, L) s funkci antisymetrickou a jejich integraci dostaneme nulu. V ostatnich
¢lenech provedeme substituci y = wz/L a dosadime funkce ¢ (z) a ¢2(x) (hodnoty integrala byly v
napovéde)

. an [T . . . .
WV = =25 [ {lol*sinty+ 6lafa sin? ysin® 2 + 3] sin 29} dy.
A
= —g7 {8lal® + 318" + 12laf|B} .

Dosazenim vyrazu ze zadani pro A a |a|?> = 1 — |3|? upravime minimalizovanou funkci do tvaru

Bl = () + V) = = () oo~ -2y

Tato funkce nabyvd minima F = —11h%*72/(4mL?) pro |3|> = 1/4.

Pokud bychom se bavili o fermionech se spinem 1/2 je tento vysledek platny pro singletni spinovy
stav, ktery je antisymetricky, takze prostorova funkce bude také symetricka vici vymeéneé ¢astic, jako ve
vypoctu vyse. V tripletnim stavu bude prostorova ¢ast vlnové funkce antisymetrickd, takze ¢ (z,x) =0

a porucha se viilbec neuplatni. Energie nejnizsiho tripletniho stavu bude stejna jako pro neinteragujici
¢astice, tj. E = h?n?/(mL?).

1V tomto vyrazu byla v pivodnim zadani chyba. Kdo se dostal az k dosazovani této hodnoty dostal proto
dva body navic.
2Z4sadné nedélejte poznamky pod arou v matematickych vyrazech, vypada to jako mocnina.



Uloha 5(10 bodi)

V Hubbardové modelu, je mozné definovat kvadrat celkového spinu pomoci operatoru

h? h?

= h2 Z Z éInJréLfénJrémf + EN + Z(N-I— - N—)Qa

/\

kde ¢!  kreuje elektron se spinem o do mista n, N, =3 ¢l s

se spinem o a N = N+ +N_. Ukazte, ze vektor

je operator poctu elektroni

o) = (01+C2 +01 C2+)’0>

je vlastnim vektorem tohoto operatoru a najdéte hodnotu celkového spinu s.

Reseni: Pti feseni budeme pouzivat kanonické komutacni relace pro fermionové operatory

{AT ol = {ém éb} =0 {ém éZ} = 5(157

které znamenaji, ze libovolné operdtory s vyjjimkou ¢é,, ¢! miZeme prohazovat, ale musime
zmeénit znaménko. Vypocet §2|¢0> je pomérné jednoduchy, kdyz si uvédomime, Ze anihila¢ni
operatory v prvnim ¢lenu musi korespondovat s krea¢nimi operatory ve vlnové funkci. V opac-
ném pfipadé mizeme anihila¢ni operatory prokomutovat az k vektoru vakua, s nimz daji nulu.
Z prvniho ¢lenu s dvojitou sumou tedy zbude jen

AT At Af AT AT
<02+cl C14Co_ cl+62 + cl+02 CopCy_Cp_ c2+> |0)
—_— —_———

. A oAt oAt s At A oAt o oAt s At
= <_C2+01— C14C14 || CamCo |+ C1Cy| C1_Cy_ || Coy Coy >|0>

kde jsme s pouzitim antikomutacnich relaci prohodili podtrzené operatory a v c¢asti vyrazu
podtrhnutém svorkou jsme prohodili prvni z operatorii na konec svorky. Ve vzniklém vyrazu
identifikujeme vzdy dvojici operatori (ramecky)

el=1-él¢, =1-N, — 1.

a-a a

>

Tento operator vzdy piisobi na vakuum a muzeme jej tedy nahradit jednickou. Dospéjeme tedy
k vyrazu

{ C£+Cl +01+ }|0> |0),

pricemz jsme opét pouzili antikomutacni relace {02 4 c1 } = 0 k prohozeni operétor.

Ve zbylé ¢asti vyrazu S QWO) staci prosté nahradit N = 2 nebot operator ptlisobi na stav se
dvéma elektrony a podobné N+ = N_ = 1. Celkové jsme dospéli k rovnosti

S2|wo) = 2h2[wo),

coz odpovid4 vlastnimu ¢islu h?s(s + 1) pro celkovy spin s = 1.

Ndamét na rozmysleni: Uméli byste odvodit zadany tvar operatoru 52 v druhém kvantovani?



