Cviceni 1: Matice hustoty.

Motivace: Procvicit si zakladni formalismus kvantové mechaniky s pouzitim matice hustoty.
Osahat si vlastnosti matice hustoty v rtiznych jednoduchych situacich.

Uloha 1 - matice hustoty rtiznych stavii ¢astice se spinem
1/2

Uvazujte Céstici se spinem 1/2. Stavy a operatory budeme zapisovat tradicné v bézi dané
vlastnimi vektory |+), |—) operatoru §,. Napiste matici hustoty pro

a) Céstici v ¢istém stavu [¢) = |4),
b) ¢&astici ve smiSeném stavu: |¢)) = |[+) nebo |—) se stejnou pravdépodobnosti 1/2,
c) castici v ¢istém stavu [¢)) = |z : +) = \%(H—) +1-)),

2
d) castici ve smiSeném stavu: |¢)) = | : +) nebo |z : —) se stejnou pravdépodobnosti 1/2,

e) Castici v ¢istém stavu [¢) = |n : +), ktery je vlastnim stavem operdtoru 8, = i - .

f) castici ve smiSeném stavu [¢)) = |n : +), kde v8echny sméry 7i jsou stejné pravdépodobné.

Pozndmka: Minuly semestr jsme na cviceni odvodili, Zze pokud jednotkovy vektor 7 napiseme
ve sférickych soufadnicich 77 = (cos ¢ sin 6, sin ¢ sin 6, cos ), jsou komponenty vektoru |¢) =
Yil+) +¥_|—) rovny ¢, = cos Ge %2 y_ = sin Le'/2.

Uloha 2 - polarizaéni vektor pro &astici se spinem 1/2

Matice [ , Oz, 0y a 0, tvoll bazi prostoru vsech matic 2 x 2, tj. také matici hustoty lze napsat
jako linedrni kombinaci p = Al + B6, + C6, + Dé6.. Aby bylo p matici hustoty, musi navic
splitovat podminky pf = p, Trp = 1 a pozitivni semi-definitnost (v|p|v) > 0, pro viechny stavy

[v).

a) Ukazte, zZe kazdou matici hustoty p pro castici se spinem 1 /2 lze napsat ve tvaru p =
%(I—i—ﬁ- 7), kde |p] € (0,1).

b) Ukazte, Ze p popisuje ¢isty stav pravé tehdy, kdyz [p] = 1.
c) Najdéte stfedni hodnoty operatort §,, §, a §, v tomto stavu.

Pozndmka: Vektor P’ z Casti a) se nazyva polarizacnim (nebo Blochovym) vektorem. Prostor
vSech cistych stavi lze tedy ztotoznit s povrchem jednotkové sféry, prostor smisenych stavii s
jejim vnittkem (tzv Blochova sféra). Stejny formalizmus lze aplikovat pro libovolny dvoustavovy
systém (tzv. Q-bit).

Ndpovéda: Pro feseni ¢asti c) je dobré si uvédomit relace 6,65 = i€n3,0, + 5agf a Tr(6,) =0,
z nichz plyne Tr(6,63) = 2045-



Uloha 3 - redukovana matice pro entanglovany stav

Systém dvou Castic se spinem 1/2 je pfipraven v entanglovaném stavu s vlnovou funkeci

1
V) = 7 ([F)1]=)2 = [=)1l+)2) ,

kde u kazdého vektoru |s); piSeme jestli z-tova projekce spinu s se tyka ¢éstice i = 1 nebo i = 2.
Najdéte redukovanou matici hustoty pro popis spinového stavu castice 1. Jaky je polarizacni
vektor tohoto stavu?

Uloha 4 - éasovy vyvoj matice hustoty pro neinteragujici
podsystém

Systém se sklada ze dvou c¢asti, takze jeho Hilberttiv prostor je dany direktnim souc¢inem H =
'H1 ® Hy. Predpokladejme, ze hamiltonian tohoto systému se sklada ze dvou c¢asti

H=HY @I+ H®,

takze podsystém 1 neinteraguje s podsytémem 2. Dokazte, ze ¢asovy vyvoj redukované matice
hustoty s podsystému 1 pak splituje rovnici

0
maﬁ(l) = [HWY, pW)]

tj. ¢asovy vyvoj podsystému 1 a 2 je nezavisly.



