Cviceni 3: Varia¢ni princip a WKB.

Motivace: Pouziti variacniho principu a metody WKB k urceni energie vazanych stavi.

Uloha 1 - Kvantovnani matematického kyvadla

Hamiltonian kvantového matematického kyvadla je
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kde I, A jsou kladné konstanty a ¢ € (0,27) je poloha kyvadla. Pomoci varia¢niho principu
najdéte energii zakladniho stavu tohoto systému. Hledejte nejlepsi odhad feSeni na mnoziné
funkei (funkce uZ je normovana)

COS v + —= sin « cos ¢,
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kde a je varia¢ni parametr. Reste nejdiive obecné a nakonec vy¢islete energii pro A = h?/ V/8lI.
Poznamky:

%(90) =

e Hilberttv prostor systému tvori periodické, kvadraticky integrovatelné funkce na intervalu
(0, 27)

e Rozmyslete si, Ze mnozina funkci na niz minimalizujeme funkcionél energie odpovida
prvinim tfem ¢leniim rozvoje do Fourierovy fady, s uvazenim faktu, ze funkce zakladniho
stavu je suda.

e Jak byste modifikovali postup, pokud byste chtéli nalézt prvni excitovany stav? (parita)

e Jak dalsi stavy? (Hylleraas-Undheim theorem)

Uloha 2 - Potencial nabité mrizky
Naleznéte stacionarni stavy castice v jedné dimenzi popsané hamiltonidanem

Hi(q) = —¢"(q) + al¥(q) = ev(q).

Podrobnéjsi pokyny:

a) Zvolte vhodnou tfidu funkci a naleznéte energii zakladniho stavu pomoci varia¢niho prin-
cipu (napiiklad 1(q) = exp(—aq?)). Pokuste se z varia¢niho principu nalézt také prvni
excitovany stav.

b) Naleznéte energie vazanych stavii pomoci metody WKB.
c) Ziskané vysledky porovnejte s pfesnym FeSenim.

Poznamky: Presné feSeni muzete vyjadfit pomoci Airyho funkce, tj. feSeni rovnice Ai”(x) =
xAi(z), které je omezené pro vSechna z. Staci si uvédomit, jak lze pomoci Ai(z) napsat zvIast
feSeni pro x > 0 a zvlast pro x < 0 a jaké jsou podminky napojovani v x = 0. Pfesné energie
pak vyjadfete pomoci kofenti funkce Ai(z) a jeji derivace.



Uloha 3 - Metoda stacionarni faze, asymptotika Ai(z).

Airyho funkci, kterou jsme potfebovali v minulé tloze jsme odvodili minuly semestr pomoci
feSeni stacionarni Schrodingerovy rovnice pro linearni potencial v p-reprezentaci. Nalezli jsme
vzorec

Ai(x) ! / e gy,
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Pouzitim metody stacionarni faze odvodte asymptotickou formuli
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Ai(z — —00) > ———cos (—\x]% - I) :
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Ukazte pomoci Cauchyovy véty, ze ve formuli pro Airyho funkce lze integrovat v komplexni
roviné pomoci konturu ¢t = s + iy/z, s € (—00, 00). PouZijte metodu stacionarni faze pro tento
kontur pro odvozeni vzorce

1 2 s
Ai(r — 00) ¥ ———exp (—g\x|5> .
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Srovnejte tyto vysledky s feSenim rovnice pro linearni potencial pomoci WKB a ukazte, Ze to
odpovida napojovaci formuli pro WKB mezi klasicky dovolenou a klasicky zakazanou oblasti
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Dodatek - Tabulka koreni1 Airyho funkce a jeji derivace

Ai(%)
08 I WKB=asymptoty -

| | |
-15 -10 -5 0 5
Ai(z) =0 Al'(z) =0
x=-2.3381074105 x=-1.0187929716
x=-4.0879494441 x=-3.2481975822
x=-5.5205598281 x=-4.8200992112
x=-6.7867080901 x=-6.1633073556
x=-7.9441335871 x=-7.3721772550
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