Uvod

V tomto dokumentu naleznete zadani a vzorové feseni zapoc¢tové pisemky z prednéasky ”Kvan-
tova mechanika II” za LS 2016/17. Ulohy byly zamysleny tak, ze by je mél byt schopen beze
zbytku vytesit kazdy, kdo absolvoval prednasku a cviceni pokud by mél dost ¢asu, ale k vyTeseni
tloh v ¢asovém limitu (90min) je potieba jesté trochu tviréi invence a porozuméni riznym sou-
vislostem v latce prednasky.

Na ziskani zapoctu by vam mélo stacit ziskat par bodi, k vykompenzovani pfipadnych
bodovych ztrat z domécich dloh. Snazil jsem se tlohy volit tak, aby kazdy kdo se vénoval
hloubéji pripravé a spocital si predem par tloh, byl v ¢asovém limitu schopen ziskat alespon
dalsich tloh pii zkousce. V tomto semestru jsem asi trochu podcenil obtiznost tuloh, takze
nadpolovi¢ni pocet bodi ziskalo pouze pét fesitelti z dvaceti a nejlepsi bodové ohodnoceni bylo
42 bodi. Proto jsem ziskané body preskaloval faktorem 5/4, takze pres 25 bodu ziskalo nakonec
deset z dvaceti Tesitelti.

V nésledujicim textu naleznete vzorové feseni. Doporucuji si je peclivé precist pro pripravu
ke zkousce. Pokud to bylo mozné, snazil jsem ukézat, nebo alespon naznacit nékolik postupt
vedoucich k feSeni a rovnéz poukazat na riizné souvislosti.



Uloha 1(10 bodt)

Méjme dvourozmérny kvantovy linedrni harmonicky oscilator s hamiltonidnem
H = 1hw(p + p;, + 2* + 57).

V prvnim fadu poruchové teorie spoctéte jak se poruchou Azy rozstépi druha hladina.

Reseni:
Nejdiive musime najit energie a vlnové funkce neporuseného hamiltonianu. Uvédomime si, Ze hamilto-
nian je sou¢tem hamiltonianu pro jednorozmérny linedrni harmonicky oscilator v proménné x a druhy
indenticky oscilator ve sméru y

2 _ 2 F _ /\T ~ 1 /\T ~ 1

H = H, + Hy, = hwla}a, + 5] + hwla)a, + 3],

kde jsme zavedli krea¢ni operatory &; a dl/ pro oba harmonické oscilatory. Spektrum tohoto hamilto-
nianu potom je
Engn, = hw(ng +ny +1)

a prislusné stacionarni stavy oznacime |ngyn,). Nejnizsi hladina je Foo = hw. Druh4 hladina E = 2hw
je dvakrat degenerovana s odpovidajicimi stavy |10) a |01). Korekce energie v prvnim fadu poruchové
teorie dostaneme diagonalizaci matice

\ (10]zy[10) (10]xy|01)
(01|xy|10) (01|xzy|01) )~
7 minulého semestru zname vyjadieni operatoru souradnice & = %(d;—i—dz), kde xg = 4/ % Podobné
vyjadfeni mizeme napsat pro operator § = %(&L + a,). Maticové elementy poruchy pak spocteme ze

znamého pusobeni krea¢nich/anihila¢nich operdtort na vektory oscildtorové baze
(@} +as) (@) +a,)[01) = (af +a)[v2/02) +[00)] = V2[12) +[10),
(@l +a.) (@ +a,)|10) = (al +a.)[11) = v2[21) +[01),
Odtud jiz vidime, ze matice poruchy ma tvar
hA < 0 1 >
2mw \ 1 0 )~

Jeji vlastni ¢isla j: pak udavaji velikost rozstépeni druhé hladiny, které tudiz je .* m‘ .

Dalsi variantou FeSeni je provést vypocet v soufadnicové reprezentaci. Opét si uvédomime, Ze
problém se separuje v souradnicich x a y. VIlnové funkce pro jednorozmérny oscilator si najdeme v
tahaku, takze stavy pro dvakrat degenerovanou druhou hladinu maji vinové funkce

Yio(x,y) = ¢1(x)go(y) =

Yor(e,y) = do@)o(y) = e = .

Maticové elementy se nyni vypoctou integraci. Ukazme si to naptikladé maticového elementu

de [dy ze 8 (Oay)ye >0 = (zol)?,

i) 1‘0 ™

(10|xzy|01) =

224y 7w2f2”2 _2)\1'(2) d:vx /dyy 7% 2A

s o 930

kde integral I = f q26_‘1 dg = @ vypocteme substituci z = ¢? pomoci gama funkce, nebo elementér-
néji z Gaussova integralu derivaci podle parametru. Podobné vyjadiime maticové elementy (10|zy|10)
a (01]|zy|01), kde ovSem integrace da na prvni pohled 0, protoZe integrujeme lichou funkci, ptes celou
realnou osu. Vypocet dokoné¢ime diagonalizaci matice poruchy stejné jako v pfedchozim pripadé.

V nékteii jste pocitali prvni hladinu jako nultou a proto jste Tesili rozstépeni az tfeti hladiny. To
jsem rovnéz uznéval, ale dotyéni méli vice poc¢itani nebof hladina je tfikrat degenerovana.



Uloha 2(10 bodt)
Molekula s kvadrupdlovym momentem v nehomogennim elektrickém poli je popsana jako 3D rotor
s hamiltonidnem

H= %L2 + ~cos? 6

na prostoru kvadraticky integrovatelnych funkci na jednotkové sféfe. L2 je operator kvadratu orbi-
talniho momentu hybnosti a 6 a ¢ jsou sférické souradnice. Najdéte zakladni stav tohoto systému
pomoci varia¢niho principu. Predpokladejte, Zze vinova funkce je linearni kombinaci sférickych harmo-
nik Yoo(0, ¢), Y10(0, ®) a Yao(0, ).
K dloze jsem navic dodal tabulku Clebsch-Gordanovych koeficietii:
<lm]j1m1j2m2>‘l—0‘ l—l ‘ l—2 ‘l:3
(10]2010) 3/5

(10]2020) F 0

Reseni:

Hledame koeficienty a, b, ¢ tak, aby vlnova funkce ¥ (0, ¢) = aYoo + bY10 + ¢Y2p minimalizovala funkci-
onél energie. Slo by hledat minimu piimo, ale jednodussi bude vzpomenout si, ze podle Hyleraasova-
Undheimova teorému je minimum funkciondlu na linedrnim podprostoru dédno nejmensim vlastnim
¢islem matice Hyy = f YloH Y 0dQ2. Prispévek od kinetické energie je diagonalni LQYZQ R21(1 + 1)Yy.
K nalezeni matice kinetické energie nejdiive rozepiseme cos? @ s pouzitim tabulky sférickych harmonik

v tahaku )
z Var 9
2 = 3 (YOO + ﬁYm) .
Prvni ¢len pfispéje opét jen jako diagonalni pfispévek v47wYpy = 1 (ke vSem diagonalnim ¢lentim
priddme ~/3) a druhy spocitame s vyuzitim Gauntovy formule v tahdku

cos’f =

0 O 1

Y, Yoo YyodQ) = | ———(10]2010)* = — | 0 =2 0
[ Yiavaviode = | JEE S aoporoy? - —— 0 o
T

Za Clebsch-Gordantiv koeficient dosadime z tabulky. Dostaneme tedy matici hamiltonianu:

00 0 100 0 0 —+=
h2 y 2#}/ 2\/5
sslozo)+2{oro)+3 0o 20

1 2

00 6 00 1 Lo 2

To Ze jsme dosadili spravné si miizeme ovérit také tim, ze matice by méla byt symetrickd. Energie
zakladniho stavu bude podle Hyleraasovy-Undheimovy véty nejmesi vlastni ¢islo této matice. VSim-
neme si, ze matice se rozpada na dva bloky. Liché a sudé prvky nejsou navzajem svézany. Pro lichou
paritu [ = 1 je varia¢nim odhadem prosté prvek uprostied matice £ = ? + 3+ % = ? + 3% (a
piislusny odhad vlastni funkce je prosté Yip). Pro nalezeni zékladniho stavu musime diagonalizovat

zbytek matice
2
( 2% %11 ) = < 4.c )
2 Sﬁ 'Y - :
3v5 t ¢ B

Vlastni ¢isla matice 2 x 2 snadno najdeme fesenim kvadratického charakteristického polynomu:

o6 2 4)\? 4
E0/2:%<A+Bi\/(A—B)2+4C2):% 3I+77i\/<3—7> vz |,

Kde energie zédkladniho stavu je dana znaménkem —.



Alternativni FeSeni: Néktefi z vas (nejdale to dotdhl kolega Lukes) si uvédomili, Ze nepotfebuji
Gauntovu vétu, protoze vSechny potfebné integraly se snadno spoctou jako integrily z polynomi
funkce cosf. Také nikdo z Vas nepouzil Hyleraasovy-Undheimovy véty, takze jste nakonec museli
minimalizovat funkci tfi proménnych, coz nikdo nestihl. Nebudu podrobné rozpracovavat tuto alter-
nativu, ale vypisu jen rovnice pro klicové body:

_ 1 3 5! 9 _
v = AYoo—i-BYlo—i-CYzo—\/EA+\/4WBCOSQ+\/16FC(3COS 0—1)=

1 1
= —— [(A=IVBO)+V3B)cosh + 2V5C cos? 0| = a+ bcos + ccos® ).
\/ZE ( 2 ) ) 2 \/ZE( )
a b c
Normovani
5 9 9 9 en2 b4, 1, 1, 2
—A24 B2+ C :< 7) A 22420 Zae
]| + B+ atg) gt eg=a b 4 qac
Kineticka energie
~ h2 K2 K2
TY=A%.0+B% —-1-24C% —.2.3=— (0> + &2
() MdiEY; MY AU

Potencialni energie

(V) = (Wlycos®0ly)
2 Dl
= 417/ dap/ sin #df(a + bcos O + ccos® §) cos? O(a + bcos O + ccos® )
T Jo 0

1
= % / dz(a + bz + cz*)2%(a + bz + c2?) (jen sudé mocniny preziji)
-1

! a2 v 22
= 7/ dz(a?22 + 22" + 225 + 2ac2?) =y | = + — + = + Zac| .
0 3 5 7 5
Nyni je potieba minimalizovat vyraz (T') + (V), za podminky |[¢)|? = 1. To se d4 udélat metodou
Lagrangeovych multiplikatort, ale myslim, Ze rychlejsi je dosadit zpét za a,b,c vyjadfeni pomoci
A, B,C, protoze pak méa norma vlnové funkce jednodussi vyjadieni A% + B? + C2. Minimalizace
prislusné kvadratické formy
. ~ h? 1 3 11 4
TY+ (V)= —(B*+3C%) +~ | A+ B>+ —C* + —=AC
(1) +{V) = +( )+7]3 5 51 35
je opét hledanim nejmensiho vlastniho ¢isla matice této kvadratické formy—dostaneme stejnou matici
jako pii predchazejicim postupu.



Uloha 3(10 bodt)
Uvazujme Hilbertuv prostor linedrniho harmonického oscilatoru se standardné definovanymi posuno-
vacimi operatory @ a a'. Najdéte operator

A _ ea(& &T)aea(af— )7

kde « je redlné konstanta a zdtvodnéte vysledek pomoci operace traslace na hilbertové prostoru.

Reseni:

Jak si né€kteri povsimli, tloha neni pfili§ jednoznacné zadana. Vyzvou ”najdéte operdtor” mame na
mysli pozadavek na zjednoduSeni vyrazu na pravé strané. Napovédou je otdzka na konci. Pokud si
vzpomenete na prednasku ihned si uvédomite, ze operator na pravé strané mé tvar transformace
operatoru do nového souradného systému. Navic je v otdzce zminéna translace a skutecné argument
exponencialy se d& pomoci definice a pfepsat pomoci operatoru hybnosti

a—af =iv225.

b

Operétor translace o vzdalenost Az v Hilbertové prostoru ma tvar Th, = = ¢ #2%P_ Srovnanim s
argumenty exponencial v operatoru A zjistime, Ze exponenmaly predstavuji traslaci o Az = azgv/2.
Posunuti neméni hybnosti TA pTL = P a posouva soutfadnice T Ap L TT =1+ Ax a tedy

i o4t . L (E D 1 (& Av,. . p\ .

Dalsi variantou reseni je si v§imnout, Ze prvni exponenciala je inverzi druhé. Kdyz se nam ji tedy
podafi prohodit s operadtorem a exponencidly se navzdjem vyrusi. K tomu spocéteme nejdiive komutator

[a—al,a] = —[af,a] = [a,al] = 1.

Operétory X=a-alaY=a tedy spliuji podminky (komutuji se svym komutétorem) véty, kterou
zname z minulého semestru a podle niz je

A~

[/(X),Y] = f(X)[X, Y],

neboli
[604(&7&*)7&] _ aea(afaf)_
S pouzitim tohoto komutatoru jiz mame
A = {ea(afaf)d}ea(aha) _ {dea(afaf) + [ea(&ffﬁ)’ d]}ea(ata)

= a+ aec@—ah galal=a) _ 5 + a.

Cimz jsme nalezli pozadovany trasformovany tvar operatoru A.

Dalsi alternativni postup vychazi z Bakerova-Campbellova-Hausdorffova (BCH) vzorce

1

6(1)2?@7002 — exp{a[X, .]}}Af =Y + 0[[)27 )A/} -+ 5

()?[X, [X, Y]] +

proX=a—-alaY =a. Pottebny komutétor j Jjsme spoceth vyse [a —al,a) = I a ostatni komutéatory
jsou tedy rovny 0, takze rovnou vidime, A=Y + oz[X Y] =a+al.



Uloha 4(10 bodt)
Systém dvou (rozlisitelnych) éastic se spinem 1 je popsan hamiltonidnem

A= B(SW + 52 + %gm 5O

kde 5@ a Sgi) je operator spinového momentu hybnosti ¢astice ¢ a jeho z-tova slozka. Systém pripra-
vime v ¢ase t = 0 ve stavu |00), kde obé ¢astice maji nulovou z-slozku spinu. Jaka je pravdépodobnost,
Ze v ¢ase t > (0 nalezneme u prvni ¢astice projekci spinu 59) =h?

Reseni:

Kli¢ovym bodem feSeni je uvédomit si, Ze hamiltonian se diagonalizuje v bazi |SM) vlastnich funkci
celkového spinového momentu hybnosti, nebo presnéji v bazi spoleénych vlastnich funkci kvadratu a z-
tové slozky celkového spinu (kaplovana baze) S = S (1) + 52, Viiméte si, ze bazovy vektor |[SM) jsme

podtrhli, abychom jej odlisili od stavii zapsanych v separované bazi |mimeg) vlastnich stavi S Q’ as 9.

Pro vypocet ¢asové zavislosti stavového vektoru budeme potfebovat vlastni hodnoty hamiltonidnu

Egy = (SM|H|SM) = BRM + ARL[S(S + 1) — 4],

- - 22 =2 =02
kde jsme vyuzili vzorce pro skalarni sou¢in dvou vektort 251 . §@ = §° — g7 _ §(2) (cosi-
nové véty). Vektory kaplované baze nalezneme snadno pomoci posunovécich operatori, nebo tabulky
Clebsch-Gordanovych koeficientti, jak jsme se u¢ili na prednasce (ukazujeme jen ¢ast baze, ktera nam

sta¢i pro feseni tlohy):

[22) = [11),
[21) = 5 (]10) +]01)), [11) = Z5(110) —|01)),
[20) = Z5(I1-1) +2/00) + [-11)), [10) = 5(]1-1) —[-11)), |00) = 5(11-1) = [00) + |-11)).

Ihned vidime, ze linedrni kombinaci vektoru [20) a |00) s vhodnymi koeficienty mizeme vyjadrit
pocatecni stav |00), neboli po podrobnéjsi vaze

00) = /2 ]20) — /3 |00).

Casovy vyvoj stacionarnich stavii |SM) je dan prosté fazovym faktorem exp(—%ES at), pricemz Eypy =
—2Ah a FEy9y = Ah (viz vzorec vyse) neboli amplituda pravdépodobnosti pro méfeni, na které se pta
uloha je

(L[ () = (1-1]e™#7100) = | /2 (11200747 — | [ (1-1j00)e 4.

Vsiméte si, ze projekce na vektory (mymsa| = (10| a (11|, které by rovnéz pfispivali k amplitudé méteni
Sgl) = h, jsou nulové (plati M = mj + mg). Z rozpisu kaplované béaze vyse vyéteme (1-1]20) = %
(1-1|00) = % Vyslednou pravdépodobnost pak najdeme jako kvadrat absolutni hodnoty amplitudy,

a

neboli 5 4
p= ‘%e_mt - éezmtf = §(1 — cos 3At) = 9 (sin %At)2

(uvadim dva ekvivalentni tvary vysledku, které se objevovaly ve vasich feSenich).



Uloha 5(10 bodt)
Uvazujte kvantovou trojtecku. Hilbertiiv prostor stavii pro jednu castici v trojtecce tedy obsahuje tti
vektory |0), |1), |2) a jejich linedrni kombinace. Necht hamiltonidn ¢astice v trojtecce je

ho ==t (In)(n+1] + [n+1)(n|),

kde suma probiha pfes vSechny stavy v trojteéce a ztotoznujeme |3) = |0). Nyni budeme do tecky
pridévat dalsi ¢astice, bosony, nerozlisitelné od prvni castice. Hamiltonidn bude dan prostou sumou
Ho => ho , kde h(z) je kopie iL() plisobici na i-tou ¢astici. Dale pfedpokladejme, ze prvni dvé ¢astice
interaguji prostrednlctvim interakéniho ¢lenu v hamiltonianu (energie vzroste o U pokud se obé ¢astice

nachézeji ve stejné tecce)
D=U) |nn){nn|,
n

kde |mn) je stav s prvni ¢astici v te¢ce m a druhou éastici v teéce n a U je konstanta. V pripadé vice
castic bude interakce V' standardné déna stejnym clenem vyséitanym pies vSechny dvojice ¢astic.

e Najdéte vyraz pro Ho + V ve formalizmu 2. kvantovéni.
e Najdéte stacionarni stavy a prislusné energie v pripadé, Ze trojtecka obsahuje jedinou ¢astici.

e Najdéte stacionarni stavy a prislusné energie v pripadé, ze trojtecka obsahuje dvé Castice.

Reseni:

Odpovéd na prvni é¢ast najdeme piipoc¢arou aplikaci teorie z pfednasky. Operétor ﬁo je jednocasticovy
operétor a jeho zapis ve druhém kvantovéni najdeme ze znalosti maticovych elementit (m|ho|n) =
—t(Smnt1 + Omn—1) Cili

I;[O = Z<m’h0‘n mmlp = _tz Apyp + an 1)A

m,n

Podobné pro dvojcasticovy operéator <mnﬂ7(l2)\m/n’> = Ubm,n0m’ mOn’ »n dostaneme

V=1 3" (mn|V®|min'yal,ala,a,, = 0 alala,a, = 1UZN

mn,m’n’ n

Posledni tpravu jsme provedli s pouzitim komutaéni relace [y, d;rl] = 1, pomoci niz se daji prohodit
vnitini dva operatory dIb, Gn = Qp, ah—1a vysledny tvar obsahujici operator N, poctu ¢astic ve stavu
|n) se nam bude hodit v posledni ¢asti tlohy.

Reseni druhé otazky kopiruje doméci kol ¢islo 5. Jde sice o bosony, ale na jednocasticové
stavy to nemd vliv. Soucasné si uvédomime, Ze nemusime uvazovat interakci V', kterd je nulova na
jednocasticovém prostoru (pfi ptisobeni na jednocésticové stavy dosazujeme za N,, = 0 nebo N,, =1
ve vyrazu pro V) Jednocasticové stacionarni stavy uvazujeme ve tvaru

_—
) =Y e*"ak o),

n

a energii najdeme pfimo pisobenim hamiltonianu

2 A A PRN ik ik
Hly) = -t (al,, +al ) a,af, e*™0) ——tZ (@l 1 +al_y)e™o)
&l +0m.n

= Z a e’*0) = ex|1y).

Pfi tpravé jsme opét pouzili kanonické komutacni relace pro bosonové operatory, dale toho ze a,|0) = 0
a nakonec jsme v sumé preznacili sumac¢ni index a to v prvnim ¢lenu na n + 1 =1 a v druhém ¢lenu



n—1 = [. Posledni zminéna uprava vyuziva cyklické okrajové podminky exp(3ik) = 1 a tato podminka
je kvanovaci podminkou pro energie

e = —t(e® + e ) = —2tcosk, kde k = 0 nebo +2.

Méame tedy jen dvé jednoéasticové hladiny g = —2t a ex = ¢ (protoze cos27/3 = —1/2). Piislusné

[r) = bEj0) = fze“mﬂo fze“mrn

Pro feSeni posledni €éasti je potieba si vzpomenout (z doméaci tlohy ¢&. 5), ze ¢ast Hy ma za

stacionarni stavy jsou

vlastni stavy funkce |k1ks) = BLISL |0) a pfislusné vlastni energie jsou €, + €x,. To je dusledkem toho,
ze Hy je souftem operatori pro jednotlivé ¢astice a vinova funkce se tedy separuje (v doméci tloze
jsme se to navic naucili formulovat jako komutaé¢ni relaci [Ho, bz] = ekbz). Celkové dvoucasticova cast
Fockova prostoru pro bosony v trojtecce sestava z Sesti stavi

Solpiloy,  BLbLjo),  gphaljo),  Biplio),  sblaljo),  Bfbljo),

kde jsme navic pridali spravnou normaliza¢ni konstantu, kterou zname z formalizmu 2. kvantovani.
Jak uz jsme psali matice Hy v této bazi je diagonélni. Zbyva spocist maticové vyjadieni operatoru V'

(kiko| VIR, kD) = IUZ Z Z i, (Nm_1)&2/161;[1/2|O>ei(k1n1+k2n2—k1m—k2n2)_

ni,n2 nl,n2

Nyni si uvédomime, ze operator Nm(Nm — 1) ptsobi doprava nenulové jen pokud je stav |m) dvakrét
obsazeny, tj. m = n}j = n} a podobné nenulové ptsobeni vlevo dostaneme jen pro m = n; = na. V
pétindsobné sumé tedy pfeziji jen totalné diagondlni cleny

(kika| VIR ko) = 45U D (Ol N (N — 1)athyafy |0) e MR —Ramha),

V poslednim vyrazu mizeme operator N, (Nm — 1) nahradit jeho vlastni hodnotou 2 a zbyly maticovy

element vypocteme ihned (0\&%1a13|0> = 2. Nakonec tedy dostavame

(kika| VK], Ky) = KU D deimbatka—hizke) — 2075, 00y

kde jsme vyuzili toho, Ze suma exponencial je nenulova jen pokud vyjde jeji argument nulovy, a v tom
pripadé da faktor 3 (kronekerovo delta ve vysledku je disledkem symetrie systému - jakasi analogie
zakona zachovani hybnosti pro nas pfipad). Soucet k v kronekerové delta navic musime interpretovat
jako rovnost modulo 27. V bazi vypsané vyse ma tedy hamiltonian Hy+ V vyjadieni (chybéjici prvky
jsou 0)
—4t+ iU MU
2y 242U
2t + iU 22U
VU 42U

20+ iU U
V2 2
U —t+3U

a prislusné energie jsou vlastni ¢isla této matice (sta¢i diagonalizovat bloky 2x2 podle vzorce, ktery

jsme napsali v FeSeni tlohy 2)

1 1.\?
E = - —2t+Ui\/<6t+3U> +SU2 ,

1 1.\* 8 .
= - [t+U+ 3t—=-U| + =U? 2x degenerované.

3 9 ’




