Cviceni 2: Variacni princip.

Motivace: Pouziti variacniho principu k urceni energie vazanych stavii.

Uloha 1 - Kvantovnani matematického kyvadla

Hamiltonian kvantového matematického kyvadla je

kde I, A jsou kladné konstanty a ¢ € (0,27) je poloha kyvadla. Pomoci varia¢niho principu
najdéte energii zakladniho stavu tohoto systému. Hledejte nejlepsi odhad feSeni na mnoziné
funkei (funkce uz je normovana)
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kde a je varia¢ni parametr. Reste nejdiive obecné a nakonec vy¢islete energii pro A = h?/ V/8lI.
Poznamky:
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e Hilberttv prostor systému tvori periodické, kvadraticky integrovatelné funkce na intervalu
(0, 27)

e Rozmyslete si, Ze mnozina funkci na niz minimalizujeme funkcionél energie odpovida
prvinim tfem ¢leniim rozvoje do Fourierovy fady, s uvazenim faktu, ze funkce zakladniho
stavu je suda.

e Jak byste modifikovali postup, pokud byste chtéli nalézt prvni excitovany stav? (parita)

e Jak dalsi stavy? (Hylleraas-Undheim theorem)

Uloha 2 - Potencial nabité mrizky
Naleznéte stacionarni stavy castice v jedné dimenzi popsané hamiltonidanem

Hi(q) = —¢"(q) + al¥(q) = ev(q).

Podrobnéjsi pokyny:

a) Zvolte vhodnou tfidu funkci a naleznéte energii zakladniho stavu pomoci varia¢niho prin-
cipu (napiiklad 1(q) = exp(—aq?)). Pokuste se z varia¢niho principu nalézt také prvni
excitovany stav.

b) Ziskané vysledky porovnejte s pfesnym feSenim.

Pozndamky: Presné FeSeni muzete vyjadfit pomoci Airyho funkce, tj. feSeni rovnice Ai"(x) =
xAi(z), které je omezené pro vSechna z. Staci si uvédomit, jak lze pomoci Ai(z) napsat zvIast
feSeni pro x > 0 a zvlast pro z < 0 a jaké jsou podminky napojovani v z = 0. Pfesné energie
pak vyjadfete pomoci kofenti funkce Ai(z) a jeji derivace.



Dodatek - Tabulka koreni1i Airyho funkce a jeji derivace

Ai(%)
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Ai(z) =0 Ai'(x) =0
x=-2.3381074105 x=-1.0187929716
x=-4.0879494441 x=-3.2481975822
x=-5.5205598281 x=-4.8200992112
x=-6.7867080901 x=-6.1633073556
x=-7.9441335871 x=-7.3721772550

Uk W N3

Uloha 3 - Castice v kruhové potencialové jamé

Najdéte energie vazanych stavi ¢astice s hmotnosti m v nekonec¢né hluboké potencialové jame ve
tvaru kruhu (ve 2D) o poloméru a. Ulohu feste v polarnich soutadnicich. Pokuste se navrhnout
vhodnou vlnovou funkei, kterd vyhovuje vasi intuici o tom jak by mél vypadat zakladni (prvni
excitovany) stav a pro kterou umite vy¢islit funkcional energie.

Nakonec miizete srovnat s presnym FeSenim tulohy, které lze vyjadtit pomoci Feseni J,,(z)

Besselovy rovnice
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Koreny Besselovych funkci jsou dany v nasledujici tabulce

Jo J1 Jo
1 24048 3.8317 5.1356
2 5.5201 7.0156 8.4172
3 8.6537 10.1735 11.6198



