Uvod

V tomto dokumentu naleznete zadani a vzorové feseni zapoc¢tové pisemky z prednéasky ”Kvan-
tova mechanika II” za LS 2018/19. Ulohy byly zamysleny tak, Ze by je mél byt schopen beze
zbytku vytesit kazdy, kdo absolvoval prednasku a cviceni pokud by mél dost casu, ale k vyte-
Seni tloh v ¢asovém limitu (90min) je potieba jesté trochu tvirdi invence a porozuméni riznym
souvislostem v latce prednasky.

Na ziskani zapoctu by vam mélo stacit ziskat par bodi, k vykompenzovani pfipadnych
bodovych ztrat z domécich dloh. Snazil jsem se tlohy volit tak, aby kazdy kdo se vénoval
hloubéji pripravé a spocital si predem par tloh, byl v ¢asovém limitu schopen ziskat alespon
dalsich tloh pti zkousce. V tomto semestru jsem umoznil studentim fesit pisemku na zapocet
doma, ale pokud se chtéli kvalifikovat na ulehc¢eni praktické ¢asti zkousky, museli pisemku Tesit
pod dohledem ve stanoveném limitu. Nakonec se o to pokusilo 13 lidi a primérny zisk bodu
byl 21,4 a zkouskové pocitani jsem odpustil tém, kteri tuto hranici prekrocili. Nejlepsi resitel
dosahl 43 bodi.

V néasledujicim textu naleznete vzorové feseni. Doporucuji si je peclivé precist pro pripravu
ke zkousce. Pokud to bylo mozné, snazil jsem ukézat, nebo alespon naznacit nékolik postupt
vedoucich k feseni a rovnéz poukazat na rtizné souvislosti.



Uloha 1(10 bodt)

Uvazujme dvé (rozlisitelné) ¢astice na krouzku popsané hamiltonidnem
A 17d* a2
H=—- [ + ] + Acos(p1 — p2).

2 [de?  d3

Pomoci varia¢niho principu najdéte nejlepsi odhad energie zakladniho stavu. Testovaci funkci berte

ve tvaru ¥ (p1, p2) = a+ Bcos(p1 — 2), kde a, § jsou variaéni parametry. Pro findlni vysledek volte

A=1/v2.

ResSeni: Nejsnazsi cesta k feseni je vzpomenout si na teorii z prednagky a uvédomit si, Ze navrzena
testovaci funkce je linedrni kombinaci dvou funkei 1)y = 1 a 91 = cos(p1 — p2), které jsou navzajem
ortogonalni, takze minimum funkcionalu energie odpovida nejnizsimu vlastnimu ¢islu matice hamilto-
nidnu vyjadrené v této bézi testovaciho podprostoru. Nejdiive spocteme normovaci konstanty téchto
funkci
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kde druhy integral jsme spocetli tak, ze jsme si uvédomili, Ze ve vnitinim integralu lze ud€lat substituci
© = @1 — 2, kde o chapeme jako konstantu a vnitini integral tudiz je prosté integral z cos(¢)? coz je
7. Meze integralu se substituci nezméni, protoze integrujeme periodickou funkci pres periodu. Vnéjsi
integral pak prispéje dalsim faktorem 27. Takze mame normovanou béazi testovaciho podprostoru
Yo =5 a iy = %\/i cos(p1 — 2). Matici hamiltonianu H;; = (;|H|1);) si rozdélime na kinetickou a
potencialni energii (¢len tmérny A). Z matice T;; kinetické energie je nenulovy jen ¢len 771, protoze
%7/’0(90) = 0. Tento ¢len snadno spocteme
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kde jsme se setkali se stejnym integralem jako pfi normalizaci, takze jej uz zname. V matici pro
kinetickou energii jsou nenulové jen ¢leny, které obsahuji sudé mocniny cosinu, takze Vpo = Vi1 =0 a

vypocteme ) )
™ s
A
Vor ="Vio = ’\/ / cos(p1 — o) = —,
n=Vio=3575= | | (1 — p2) 7

kde jsme narazili opét na nas znamy integral. TakZe matice hamiltonianu je
<H11 H12>:< 0 )\/\/§>
H21  Hao AV2 1 :
Jejim charakteristickym polynomem je

(0—E)1—-E)—-X/2=FE*-FE—)?/2

s kofeny E = (1 £ v/1+ 2)2), takze pro A = 1/v/2 ze zad4ni tlohy je mensi z nich E = (1 — v/2)/2
hledanym variacnim odhadem energie zakladniho stavu.



Dalsi varianty reSeni:

Bohuzel nikdo z TesSitelti si nevzpomnél na moznost diagonalizovat matici hamiltonidnu pro variacni
funkci ve tvaru linearni kombinace a pouzivali jste pfimocarejsi postup, ktery ale vedl na obtizné;jisi
minimalizaci. Ukazeme si tedy, jak by se dalo postupovat v tomto pripadé. Piimy vypocet vyuzivajici
stejné integrély jako vySe da pro ¥ (p1,¢2) = a+ S cos(p1 — ¢2)

n=(Ply) = 4r’a®+ 2078,
h=(|HYp) = 4n*laf+ 27232
Nyni Ize postupovat nékolika riiznymi zpusoby

1. minimalizace (H) za podminky (¢|¢)) = 1 metodou Lagrangeovych multiplikdtort vede na
rovnice

Oh/do — Edn /oo 2% (203 — E4a) = 0,
OhJOB — Eon/oB = 2n%(2ha+ 28 — E2a) =0,

pricemz Lagrangetv multiplikdtor je E. Tato soustava rovnic mé netrivialni feseni jen pokud
je determinant soustavy roven nule. To d4 podminku na E a ukazuje se, Ze toto E je rovnéz
stacionarni hodnotou podilu h/n. Podminka na determinant d4 stejny charakteristicky polynom
jako na predchozi strané.

2. jinou alternativou je splnit normalizaéni podminku poloZenim o = cosvy/27 a 3 = sinvy/v/2m.
Potom plati (s dosazenim A = 1/v/2 a uzitim goniometrickych identit)

(H) = sin® v + A\V/2sinycosy = 31 —cos2y +sin2y] = (1 + V2sin(2y — 7/4)),
pfi¢emz minimum této funkce evidentné je E = (1 — /2)/2.

3. prakticky vsSichni Fesitelé volili nejhorsi variantu, udé€lat si z linearni tlohy nelinearni tim, ze
budeme hledat pfimo minimum funkce

H 202 + 32
Bla§) = 0 20
(Ylp) 2 aB+ B
Najit toto pomoci analyzy parcialnich derivaci této funkce je v Case vymezeném pro pisemku
prakticky nemozné (zkuste si vypocist a a  nezéavisle z vlastnich vektort matice na predchozi
strané - nevyjdou moc hezky a pfitom pro skuteéné nalezeni energie je ani nepotiebujete).

Pozndmka: Porovnejte tuto tlohu s dlohou 1 ze cviceni 2. Zjistite, ze jsou prakticky totozné, takze
mne trochu zklamalo, Zze nikdo nevyuzil zkusenosti z té tilohy pro minimalizaci.



Uloha 2(10 bodt)
Vyjadiete vSechny maticové elementy slozek operatoru hybnosti (nlm|p;|nl’m’) mezi stacionarnimi
stavy |nim) atomu vodiku pro n = 2, pokud vite, ze (210|p,|200) = C.

Reseni:

Nejdfive si ujasnéme o jakych stavech mluvime. Pro hladinu n = 2 pfipadd v avahu [ = 0 - s-stav
|200) a [ = 1 - p-stavy, tj. |21m) (t¥i stavy m = —1,0,1). Dohromady jde tedy o 4 stavy, tj. tloha
zada celkem vypocet 4x4x3=48 maticovych elementt! Je jasné Ze musime nejdfive trochu premyslet.

Hodné matlcovych element® miizeme vyloucit diky parité. Na prednasce jsme si fikali, Ze maticovy
element typu <1/J\A|w> je nulovy pokud soucin parity operatoru A, a vlnovjch funkci ) a |[¢') je
zéporny. Parita funkce |nim) je (—1)! a parita slozek hybnosti je —1 (polarni vektor). TakZe maticové
elementy typu (200[p;|200) a (21m|p;|21m’) jsou nulové. Zbyvaji (21m]|p;|200) = (200|p;|2lm)*, takze
uz jen 9 nezavislych ¢isel. Wignerova-Eckartova véta tika, ze

<21m]p \200) (1MO00|1m)C = 0,mC,

kde jsme vyuzili obzvlasté jednoduchého tvaru Clebsch-Gordanovych koeficientd pro skladani mo-

mentu hybnosti 140 a C' = (21||p||20)/+/3. Navic ireducibilni komponenta operatoru hybnosti ﬁ(()l) =P,

takze konstanta C' ve Wignerové-Eckartové vété je totozna s konstantou C' v zadéni (potiebny Clebsch-
Gordantv koeficient (1000/10) = 1)

(210[5{"]200) = (210|.|200) = C
a ostatni dva maticové elementy z-slozky jsou nulové ((1000|11) = (1000|1 — 1) = 0)
(211[p,[200) = (21-1|p,|200) = 0.

Jak jsme si fikali na prednasce dalsi dvé ireducibilni komponenty operatoru hybnosti jsou

A(1 . o . . o

P ==L +iny), B = L. —ipy)

(vzpomerite si jak lze pro odvozeni téchto vztahti pouzit tabulku sférickych harmonik). Tyto vztahy
snadno invertujeme coz nam umozni spocist zbyvajici elementy

(21-1]p,[200) = %<21-1|<za92—p§”>r200>—%
(211]p,[200) = 11/ - p1Y)[200) = — &,
(210[p,[200) = %(210|(“(1)—A )200) = 0,
(21-1]p,[200) = (21-1(Y + pi)[200) = f,
(211]p,[200) = 5(211|(p <”+p1 )[200) = 12,
<210|py|200> = \}(210|( +p1 )\200)-0

kde pfi vypocétu maticovych elementii na pravé strané vychazeji vzdy jen Clebsch-Gordanovy koefici-
enty, které jsou bud 0 nebo 1. Mimochodem pozor na komplexni sdruzovéni, kdybyste chtéli napsat
maticové elementy obracené jako (200|p;|21m), protoze zadana konstanta se da snadno vypodéist a
vyjde C' = 360a , tedy ryze imaginarni. Resitelé si obéas neuvédomili, Ze hledané maticové elementy
jsou kontrolovany ¢tyfmi rtznymi redukovanymi elementy (20||p||20) = (21||p||21) = 0 (zdtvodnili
jsme vyse paritou), (21|p||20) = Cv/3 a (20||p||21) = C*/3. Jinak tato tiloha patiila k nejméné
uspésnym navzdory tomu, Ze se dala zodpovédét témeér bez pocitani.



Uloha 3(10 bodt)

Proténium je vazanym stavem protonu a antiprotonu. Kdyz nebudeme uvazovat moznost anihilace a
zapocteme jen Coulombickou interakci jde vlastné o vodiku-podobny atom. Oznac¢me celkovy moment
hybnosti J=L+SW 4 52, kde L je orbitalni moment hybnosti a S 5 §@ jsou spinové momenty
protonu a antiprotonu (&astice se spinem 1/2). Uvazujte prvni dvé energetické hladiny a najdéte mezi
stavy téchto dvou hladin stav [¢)) s nejvétsim celkovym momentem hybnosti J? a nulovou projekci
J. na osu z. Jaka je pravdépodobnost naméfit ve stavu |1y nulovou projekci orbitdlniho momentu
hybnosti L na osu z.

Reseni:

Nejdiive je potieba zjistit jaky je nejvétsi moment hybnosti. Jde o sklddani t¥i momenti, takze miizeme
zadit tieba spinem S = S +53) =1 /2+1/2. Podle pravidel skldddni momentu hybnosti dostdvame
spinovy singlet s = 0 a spinovy triplet s = 1 a k témto hodnotdm je potreba pfic¢ist orbitdlni moment
hybnosti. V pfipadé singletu bude celkovy moment hybnosti prosté roven 0 + [ orbitdlnimu momentu
hybnosti. Prvni dvé energetické hladiny n = 1 a n = 2 maji povolené orbitalni momenty hybnosti
1 =0,1 coz jsou tedy také mozné hodnoty celkového momentu hybnosti J. Pro tripletni stavy musime
secist spinovy s = 1 a orbitalni moment hybnosti. Nejvétsi hodnota odpovidajici skladdni momentu
hybnosti 1 + 1 tedy je J = 2. Stav |¢)) bychom urcili pomoci pravidel sklddani momentu hybnosti
a Clebsch-Gordanovych koeficientii, ale Ize jej také ziskat dvojnasobnym puisobenim posunovaciho
operatoru J_ = L_ + S’(,l) + S’(,z) na stav s nejvétsi moznou z-slozkou momnetu hybnosti coz je stav
|M)|s1)|s2) = |Msis2) pro M =1 a s; = so = +, takze

Jo|l+) = V200++) + [1-4) + [1+-)
(JP14+) = 2FL1++) + V2(0-4)v2(0+-)) + (V2[0-+) + |1-2)) + (V2]0+-) +[1--)),

neboli po normovani

[9) = J5ll-1+) + V2[0-+) + V2[0+-) + [1--)).

Odtud je jiz vidét hledana pravdépodobnost, ktera je souc¢tem kvadratt koeficientt u druhého a tietiho
¢lenu, tj. p = 2/3.

Dalsi varianty reSeni:

V feSeni vyse jsem zkonstruoval hledany vektor |¢) = |JM) pro j = 2 a M = 0 pfimo posunovacim
operatorem na stav t¥i spini. Ve vétsin€ z vasSich spravnych feseni jste predpokladali, ze uz mate
poskladdané spiny do spinového tripletu |su), kde s =1 a = —, 0, + a ten jste pak slozili s orbitalnim
momentem s bazi stavi |lm), kdel = 1 am = —, 0, +. Hledany vektor pak vychézi (opét dvojnadsobnym
pusobenim posunovaciho operatoru J_ tentokrat na vektor |1+)|1+))

[¥) = El1H)1-) +2[10)[10) + [1-)[14)],

kde kvadrat prostfeniho koeficientu da opét hledanou pravdépodobnost p = 4/6.

Toto ¢islo je rovnéz mozno napsat rovnou jako kvadrat prislusného Clebschova-Gordanova koefi-
cientu, ktery odpovida tomu, zZe chceme slozenim ”1+41” dostat J =2 a M = 0, ktery je rozvinuty do
faktorizované baze

|TM) = " ({Imsp|JM)|im)|sp),

mp
pricemz se ptame na ¢len s m = 0 a tudiz, abychom splnili m + ¢ = M = 0, musi byt rovnéz u = 0,
tj. zajima nas koeficient
p = [(1010/20) %,



Uloha 4(10 bodt)
Caéstice v kvantové trojtecce méa hamiltonian

H = (12| + 2)(3] + 13)(1]) + h.c.,

kde 8 > 0 jen konstanta. Uvazujte takovou trojtecku zaplnénou tfemi navzdjem neiteragujicimi ne-
rozlisitelnymi fermiony se spinem 1/2. Jaky je rozdil energii stavu s nejnizsi a nejvyssi energii?

Reseni:
Najdeme nejdfive jednocasticové stavy zadaného hamiltonianu. Ten lze napsat v bazi {|1),|2),|3)}
jako -nasobek matice

0 -1 -1

H = -1 0 -1

-1 -1 0
Charakteristickym polynomem této matice je A — 3\ + 2 jehoz kofeny jsou A = —2,1,1. Energie
jednocésticovych stavi tedy jsou Ey = —20 a Ey = [ (dvakrat degenerovand hladina). Oznacme

prislusné stacionarni jednoc¢asticové stavy |11), [12) a |1)3). Pro tfi ¢astice mame k dispozici dohromady
6 stavi |[¢g)|s), kde k = 1,2,3 a spin s = + a kazdému z nich odpovida obsazovaci ¢islo Ny, které
muze byt 0 nebo 1. Nejnizsi energii bude mit stav, kde dvé castice jsou ve stavu 11 a maji opacny spin a
tieti Gastice je v nékterém ze zbyvajicich stavii (nezapomenime, Ze jde o fermiony a v kazdém stavu smi
byt nejvyse jeden). Energie tohoto stavu je sou¢tem jednoéasticovych energii tj. —35 (mimochodem
tato hladina je 4krat degenerovand). Naopak nejvyssi energii mé stav v némz jsou vSechny tii ¢astice
v nékterém ze 4 stavi s energii § tj. celkem energie 35 (rozmyslete, Ze tato hladina je rovnéz 4krét
degenerovana). Hledany rozdil energii tedy je 60.



Uloha 5(10 bodt)

V systému z pfedchozi tlohy definujeme kreacni operator éjw, ktery kreuje ¢astici v teéce |n) se spinem
|s), kde n = 1,2,3 znadi tecku a s = £ znadi spin +h/2. Najdéte vyjadieni operatoru H ve druhém
kvantovani (5 bodit). Najdéte ve druhém kvantovéni vyjadfeni operatoru kvadratu celkového spinu
vSech ¢astic v tecce (5 bodi).

Reseni:

Odpovéd na prvni ¢ast najdeme pfimocarou aplikaci teorie z prednésky. Operator H je jednocasticovy
operator a jeho zépis ve druhém kvantovani najdeme ze znalosti maticovych element (porovnejte s
maticovym zépisem v predchozi tloze)

(m|H|n) = =B(1 = dpm.n).

Navic je potreba vzit v ivahu, Ze operator neptisobi na spinové stupné volnosti, takze ve spinovych
proménnych je to jednotkovy operator. Zapis tohoto operatoru ve Fockové prostoru tedy bude

I;[ = Z Z<m|ﬁ|n>6s,s'éinséns/ = _ﬁz Z(l - 5m7n)é;rnséns' =p !N - Z Z élnséns] ’
mn s mn s

m,n s,s’

kde v posledni rovnosti jsme vyuzili toho, Ze ¢ast vyrazu je operatorem celkového poctu ¢astic. Nékteri
jste zapsali vysledek ve tvaru

T = B [el gy + iy + iy + Sty + ey, + 8l
H = _B [015625 + Co5C3s + C35C15 + C25C1s + C35C1s + C15C3s

s

ktery je samozifejmé rovnéz spravné.
Druha éast je trochu komplikovanéjsi. Slozka celkového spinu S, je jednocasticovy operétor,

)

ktery je dan souctem spinu jednotlivych castic S, = > .§(()f . Jednotlivé spiny i-té ¢astice pak maji

maticové elementy dané Pauliho maticemi o a proto

ga = g Z Z Uss’éilséns’a

n  ss’
takze
& _ h At oA AT oA &G _ il AR At a4 & _ b A At
S = 2 Z [Cn+cn_ T Cn-Cnt | s Sy -2 Z [C"_C"JF T CntCn—| s S: = 2 Z CntCnt = Cn—Cn—
n n n

Operator kvadratu momentu hybnosti pak je
§% =82 +92+ 82

Do tohoto vyrazu by pak slo dale dosadit predchozi vyrazy v druhém kvantovani a upravit do pék-
néjsiho tvaru, ale to uz neni nezbytné.
Poznamka: Rozepsdnim definice

2
3 g@] =3 820 425§ W

i .

~

S? =

7 i>7

je vidét, ze operator kvadratu celkového spinu je souctem jednocasticového a dvoucasticového ope-
ratoru, takze by slo pouZit vzorecky pro takové operatory z prednasky, ale to by bylo na moznosti
pisemného testu dosti zdlouhavé.



