Zapoctova pisemka - LS 2013.
Posluchaci méli k dispozici tahdk vzorct (sférické harmoniky, Coulombické funkee, ...)
Na teseni tloh bylo 90minut. Nejlepsi vysledek 32 bodii.

Uloha 1: (10b)
Céastice o hmotnosti m se nachézi v potencidlové jamé V(z) = alz|, kde a > 0 je konstanta a
x je operator polohy ¢astice (v jedné dimenzi). Pomoci WKB pfibliZzeni najdéte rozdil energii
prvnich dvou hladin.

Reseni:
Energie stacionarnich stavii ve WKB aproximaci jsou dany kvantovaci podminkou

S(E,) = ]{p(x)d:z: =2 /a V2m(E -V (z))dz = 2rh(n + 3).

Kde x = +a = £ E/« jsou klasické body obratu (urc¢ené podminkou £ = V(x)) a integral akce
spoc¢teme jako

S(E) =4v 2m04/0 Va —zdz = 4v2matad®/?,

kde jsme vyuzili toho, Ze potencial je suda funkce (tj. integral lze pocitat jako dvojnasobek
integralu pres poloviéni interval) a ddle jsme ptepsali energii pomoci bodu obratu £ = aa. Kdyz
do vysledku dosadime zpét a = E/a a pouzijeme kvantovaci podminku dostaneme implicitni
vztah pro energie

4v2mal(E,/a)*?* = 2rh(n + 1)

a odtud najdeme hledany rozdil energii
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Uloha 2: (10b)

Systém dvou ¢astic (rozlisitelnych) se spinem 1/2 je popsan hamiltonidnem

H=B[sW+52] + 2505
z z h Y

kde S a 5% je operator spinového momentu hybnosti ¢astice (i) a jeho z-tova slozka. Systém
pripravime v ¢ase t = 0 ve stavu |+—), kde prvni ¢astice je ve stavu se z-tovou slozkou momentu
hybnosti +54/2 a druhé ¢astice —h/2. Jaka je pravdépodobnost, ze v ¢ase t naméfime u druhé
Castice z-slozku spinu +7/27?

Resent:
Pocatecni stav v ¢ase t = 0 lze napsat jako linedrni kombinaci vlastnich vektora |jm) kvadratu
celkového spinu S™ + S a jeho z-tové slozky prom =0a j =0, 1

1

V2

Stavy [jm) jsou vlastnimi stavy hamiltonidnu (vzpomerite jak jsme na prednésce vyjadfovali
skalarni soucin dvou vektort momentu hybnosti) odpovidajici energii

) = () 4 1) (14 = =) = —=(110) + [00)).

1

coZ pro stavy |00) a |10) d4 hodnoty —3Ah/4 a Ah/4. Casovy vyvoj zadaného stavu tedy je
1
V2

Pravdépodobnost nalezeni druhé ¢astice ve stavu h/2 pak dostaneme projekci na stav |—+)

[9(0)) = = (¢ F0/M10) + e FmIN00)) = ZEHAT (14— |—))e ™ + [ 4) — | )]
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P () = [{+ — [ = \( )

1
5 = (sin At/2)* = 5(1 — cos At)




Uloha 3: (20b)
Atom vodiku je vloZzen do potencidlového pole V(7) = a(z? — y*). V prvnim fadu poruchové
teorie spoctéte, jak se posunou/rozstépi prvni dvé hladiny.
Ndpovéda: Atom vodiku uvazujte jako bezstrukturni ¢astici v Coulombickém poli (zadné ko-
rekce jemné struktury atd.). Nejdiive diskutujte pomoci véty Wignera-Eckarta, které maticové
elementy potiebné pro vypocet jsou nenulové (10b) a potom je pfimo vypoctéte (5b) a najdéte
pozadované korekce energie (5b).

Reseni:
Stacionarni stavy atomu vodiku jsou popsany kvantovymi ¢isly n, [, m, pri¢emz energie zavisi
) b )
jen na n. Oprava energie zakladniho stavu se v prvnim fadu poruchové teorie spocte jako

AE = (100|a(z® — 3?)|100),

kde jsme vyuzili toho, Ze energie zakladniho stavu pron = 1 je nedegenerovana a jediny zakladni
stav ma kvantova ¢isla [ = m = 0. Abychom nyni mohli uplatnit Wignerovu-Eckartovu vétu,
musime vyjadfit operator 2 —y? jako linedrni kombinaci komponent ireducibilniho tenzorového
operatoru. Je to polynom druhého fadu v soufadnicich, a musi tedy jit vyjadiit jako funkce
sférickych harmonik, o nichz vime, zZe jsou komponentami ireducibilnich tenzorovych operatori.
Pohledem na tabulku sférickych harmonik vidime, Ze

o e ]
Maticovy element vysSe je tedy tmérny souctu Clebsch-Gordanovych koeficientt
(2,0,2,0]0,0) + (2,0,-2,00, 0).

Oba tyto koeficienty jsou nulové protoze nespliiuji ani trojuhelnikovou nerovnost, ani zakon
zachovani z-tové slozky momentu hybnosti pti skladani momentu hybnosti. Plati tedy AF; = 0.

Podobné budeme dikutovat rozstépeni prvni excitované hladiny. V prvnim fadu poruchové
teorie je toto rozstépeni dano vlastnimi ¢isly matice

AE1lm,l/m = <2lm\0¢(332 - y2)’2l/m/> = <2lm’(T2(2) + T£22))’21’m/>7

kde pro n = 2 mohou ¢isla [ a [’ nabyvat pouze hodnot 0, 1. Opét pouzijeme Wignerovu-
Eckartovu vétu, abychom konstatovali, Ze tyto maticové elementy jsou timérné souctu koefici-
entl (ke stejnému zavéru dospéjete pouzitim Gauntovy formule)

2,0, 2,m|l,m) + (2,I',-2,m/|l,m).

Maticovy element AEj, ;,, bude nenulovy jen pokud je splnéna podminka 2 + m’ = m nebo
—2+m’ = m. To je splnéno jen pro dva maticové elementy: AFE;11 = A a AE_11; = A",
které jsme oznacili A a A*. Rozstépeni prvniho excitovaného stavu je tedy dano diagonalizaci
matice

00 0 O
00 0 O
00 0 A |’
00 A 0

jejiz fadky a sloupce jsme usporadali v pofadi (I,m) = (0,0), (1,0), (1,1), (1,—1). Vlastni
Cisla této matice zjevné jsou 0, 0, |Al, -|A|. Energie stavi [nlm) = |200) a |210) zistanou tedy
v prvnim Faddu poruchové teorie nezménény. Stavy |21 £1) se mezi sebou budou michat na
symetrickou a antisymetrickou kombinaci |211) & |21-1) a energie se rozstépi o |A].



Zbyva nalézt konstantu A. Tu najdeme pfimou integraci
A= AE; ;1 = 211]a(z® — y?)|2141)

ve sférickych soutadnicich, ptricemz
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kde jsme si v druhém integralu dali pozor, aby substituce byla prostd funkce na integracnim
intervalu a v poslednim Fadku jsme vyuzili definice I" funkce [ 2"e™* = nl. Dohromady dosté-
vame



Uloha 4: (10b)
Hamiltonian kvantového matematického kyvadla je
h? d2

H = _ﬁd—%ﬂ —ACOSQO,

kde I, A jsou kladné konstanty a ¢ € (0,27) je poloha kyvadla. Pomoci varia¢niho principu
najdéte energii zédkladniho stavu tohoto systému. Hledejte nejlepsi odhad feSeni na mnoziné
funkei (funkce uz je normovana)

1 1
o (p) = —= cosa + —= sin acos ,

V2r VT

kde « je varia¢ni parametr. Reste nejdiive obecné a nakonec vy¢islete energii pro A = h?/ V8lI.

Reseni:
Jde o primocarou aplikaci varia¢niho principu na jednoparametrickou mnozinu funkci. Protoze
testovaci funkce je normovana piseme

EYa] = E(a) = (Y[H|¢) = t(a) + v(a),

kde jsme si energii roztrhli na kinetickou a potencialni, které spoc¢teme zvlast. Kinetickou energii
spoc¢teme nejrychleji takto

t(a) = U /27r [yl () |2dp = " sin? oz/27T cos® pdep = U sin? o
21 J, ¢ 2 0 21
Potencialni energie vypada na prvni pohled slozitéji
A [
v(a) = 2 . (cosa 4+ v/2sin av cos ¢)% cos ¢ dg,

ale kdyZ si uvédomime, Ze integraly [cos¢d¢ a [cos® ¢pd¢ pres periodu jsou nulové (daji se
rozdélit na pilku periody kde jsou kladné/zaporné a stejné velké) zbude jediny ¢len

™

A 2m
v(a) = ——ﬂsin&coscz/ cos® pd¢p = —Av/2sin a cos a.
0

Varia¢ni funkcional mtizeme tedy napsat jako

h? h? h?
E(a) = t(a)+v(a) = —(sin® a—sin acos a) = —(1—cos 2a—sin 2a) = —[1— ﬂsin@a—i—%)],
21 41 47
kde jsme dosadili za A = h?/I+/8 podle zad4ni. Minimum této funkce nastava pro ay = 7/8 (ve
vyrazu vyse jsme si trochu vyhrali s goniometrickymi funkcemi, ale stejny vysledek dostanete
pfimocarym hledanim minima derivaci funkce E(«)) a hodnota minimalni energie zjevné je

h? 1
By = 7(1-v2) = A(ﬁ - 1),

coz je hledany variac¢ni nejlepsi horni odhad energie zakladniho stavu.



Uloha 5: (10b)
Dva nerozlisitelné, navzajem neinteragujici, nabité bosony se spinem 1 jsou v nekonec¢né hlu-
boké potencidlové jamé (1D) délky L. Najdéte vlnové funkce odpovidajici dvéma nejnizsim
hladinam. V prvnim fadu poruchové teorie najdéte korekce k témto energiim po vlozeni sys-
tému do konstantniho elektrického pole velikosti E. Potencial volte nulovy uprostied jamy.

Resend:
Nejdfive si pfipomeneme stacionarni stavy pro jedinou c¢astici. Souradnici x si zvolime tak, Ze
jdma je poloZena v intervalu = € (0, L). VIlnova funkce n-tého stacionarniho stavu |¢,) je stejna
jako pro volnou ¢astici, tj. v soufadnicové reprezentaci je

2 2
dn(x) = \/2/Lsinkyz,  E, = (ZZ’;) - (27:‘”7;72)2 ,

kde okrajova podminka ¢,(0) = 0, vybird jen funkci sinus a podminka ¢, (L) = 0 vybird jen

vlnova ¢isla k, = mn/L, kde n = 1,2, ....

VInové funkce dvou ¢astic jsou dany soucinem jednocasticovych funkci, nebo jejich linear-
nimi kombinacemi tak, aby vysledné funkce (véetné spinové ¢asti) byla symetricka pii zdméné
obou ¢astic (bosony). Spinovou ¢ast vinové funkce miizeme s vyhodou volit jako vlastni stavy
kvadratu celkového spinu a jeho z-tové komponenty |jm). Z teorie skldddni momentu hybnosti
vime, ze kvantové cislo j pro soucet dvou spinii 1 mtze nabyvat hodnot 5 = 2,1,0, pficemz
vlnové funkce pro j = 2,0 jsou symetrické viici zaméné ¢astic a vlnova funkce pro j = 1 je anti-
symetricka. Nejnizsi energii dostaneme, pokud budou obé c¢astice v zakladnim jednocasticovém
stavu ¢;(z), tj. zékladni stav je

, (h)?

[Y11) = ¢r(x1)d1(z2)[jm),  En =2E1 = T
Prostorova c¢ast vinové funkce je symetricka, takze spinova ¢ast musi byt také symetricka, tj.
J = 2 nebo 5 = 0 a zakladni stav je tedy 5+1=6 krat degenerovany. V prvnim excitovaném
stavu je jedna Castice v zdkladnim jednocasticovém stavu |¢;) a druhd Castice ve stavu |¢ps).
Vlnova funkce bude tedy dané jejich symetrizovnym, nebo antisymetrizovanym soucinem

|Y13) = %[@(:1:1)@(:1:2) + ¢1(z1)d2(w2)] [jm), B _ 5(hm)?
|¢142> = %[%(%)%(fz) — O1(@1)Pa(w2)] M), } Er=Ei+ k= 2mL? "

Spinova ¢ast musi byt volena tak, aby celd vlnova funkce byla symetrickd vici zaméné cCastic.
Pro [12,) je tedy j = 2 nebo j = 0 a pro |¢%}) je j = 1. Prvni excitovany stav je tak 5+1+3=9
krat degenerovany.

Nyni se podivame jak se zméni stavy systému po vlozeni do konstantniho elektrického pole
velikosti F. Prislusny c¢len hamiltonianu je

H[ = —Eq(l'l — L/2) — Eq(l'g — L/2) = h[(f[’l) + h[(l‘g),

kde ¢ je naboj castic a libovolna aditivni konstanta je volena tak, aby potencial byl nulovy
ve stfedu jamy (viz zadéni). Hamiltonidn véetné poruchy je dan souctem hamiltonidnt pro
¢astici 1 a pro ¢astici 2. Zapocteni poruchy miizeme tedy udélat na jednocasticové urovni, ¢imz
dostaneme modifikované vinové funkce |¢,) a energie E,, ale dvojlasticové stavy se z nich
budou skladat podle stejnych vzorct (zapocteni poruchy s plnou vlnovou funkei dé samoziejmé
stejny vysledek - pokud to nevidite, ovéfte pfimym vypoctem). Oprava energie v prvnim fadu
poruchové teorie na jednocasticové trovni je dana vzorcem

L
AED = ($ulhilén) = —Eq / (x — L2)|éu(2)]? = .

Posledni uvedeny integral je nula, protoze funkce (x — L/2) je lich4 podle stfedu intervalu,
zatimco funkce |¢,(z)|? je suda pro viechna n. Hledand korekce energie v prvnim fadu je tedy
nulova pro vsechny stavy.



