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Teil 1
Kleine Schwingungen in der

klassischen Mechanik



Literatur: z.B. H. Goldstein, Klassische Mechanik, Akad. Verlagsges., Frankfurt, 1963

Wir betrachten ein System mit N Freiheitsgraden X;, X5 ... Xy (z.B. N/3 Massenpunk-
te)
Die potentielle Energie ist

V(X1 Xo... Xy)

Die Gleichgewichtslage ist definiert durch

oV . )
(GXZ):O fir- 72=1...N

v

Sei X 1(0), Xéo) .. .X](\(,]) die Gleichgewichtslage.

Wir entwickeln IV um das Gleichgewicht (Taylor-Reihe):

N ooV
VX1, Xs... Xy) = V(X{OX..XJ@)HZ(aX) (X, — x)
=1 /0

0
1 O’V (0) (0)
2 (aXiaX)o(Xi—Xi )X —xO) 4.

Der lineare Term verschwindet wegen Gleichgewicht.

Der Term 0-ter Ordnung ist eine Konstante und bedeutet nur eine Verschiebung der
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Energieskala.

Sei a4, =X;— X"

Auslenkung aus dem Gleichgewicht. Dann ist

1 X Entwicklung bis zur 2. Ordnung; sinn-
Vo= 52 Vigmr ° i
=1 voll fiir kleine Auslenkungen z;/ Xi(o) <1
v ( 0*V )
i = \avav. “h ische Niah &
J 0X,0X; ) , armonische Néherung

Die V;; sind symmetrisch, d.h. V}; = Vj;.

Die kinetische Energie lautet:

1 X .
T = §ZmiX-2 ,

1 N

dX;
dt

Geschwindigkeit

XZ'E

Die klassische Hamiltonfunktion ist gleich der Gesamtenergie

1 1
H=T+V =23 mid} + 5 Vijrir
i i

Damit wird sich spiter der Ubergang zur Quantenmechanik ergeben.

Fiir den Augenblick geniigen uns die Newton’schen Bewegungsgleichungen

K; ist die Kraft und gegeben durch
oV
Ki - —
8x,-
Man erhélt:
oV 0 |1
I A Vi,
&rk axk {2 i,jz_l Ity

|

1 1
j i
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= Z Vijr;  wegen Symmetrie der V;;

Kz' = —Z‘/;jl‘j und
J

mixl + Zj V;jZEj =0

Gekoppelte Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten (linear, 2. Ordnung)

Gesucht: x;(t), i=1,...N

Es ist nun zweckmiéssig, massenbehaftete Koordinaten einzufiihren

. g
= \/M;Z;, X; =

E

Damit
. 1

i ZF”F

G + >;0iq; =0

Vij

m;m;

mit Vi =

Das ist die einfachste Form der Differentialgleichungen.

Losungsansatz:

Periodische Funktion in der Zeit

o —iwt
q; = a;€

mit zunédchst beliebigen a; (Amplitude) und w (Schwingungsfrequenz). Nur der Realteil

—iwt

von a;e ist physikalisch relevant. Komplexe Schreibweise ist bequemer.

G = —iwa;e” ™"

v 2 —iwt
G = —w ae
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Eingesetzt:

—wlae ™+ waeT =0
J

Also

Zvijaj—wzai = 0
J

¥ (v —w?ij)a; = 0

Algebraische Gleichung

Matrix- und Vektorschreibweise:

{vg} =V
{a;} = a
{6 = 1

(V-w?la = 0 oder

Va = la mit )=’

Exkurs:

Eigenwertproblem: Man finde die A und die Vektoren a, fiir die diese Gleichung gilt;

A sind die Eigenwerte,

a sind die Eigenvektoren.

V ist eine reelle symmetrische Matrix der Dimension N — es gibt genau N reelle Eigen-

werte Ay, ... Ay und genau N linear unabhéngige Eigenvektoren ay,...ay. Die Eigenvek-

toren sind orthogonal, d.h. a;a; = 0 fiir ¢ # j.
Sei A = (ay,...ay)
A ist die sogenannte Eigenvektormatrix (quadratische Matrix). A ist orthogonal:

AAT=ATA =1.

11



Schliefflich definieren wir noch die Diagonalmatrix der Eigenwerte

At

0

A2

AN

Dann ist VA = A A und damit ATV A = A denn

AA=

Also: ATV A = A ist identisch mit Va; = \;a;,

Fazit:

Nach diesem Exkurs iiber Eigenwertprobleme kehren wir zuriick zur Losung unserer Dif-

oY
o)

o

(2)

(3)

ai”’ A

aéQ) a§3) 0

a§2) a:(f’) 0
VA= V(al, ag, ..

AA= ()\13_1, )\232, ..

1=1...

"Hauptachsentransformation”

Ma,
= )\1(1%1),

Aal,

)
.) = (Vay, Vay)

N

Die Eigenvektormatrix A diagonalisiert die Potentialmatrix V,

ferentialgleichungen. Die Losungen lauten (N Eigenfrequenzen wy)

¢i(t) = ape”

twit
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wobei w? die Eigenwerte und a;;, die Elemente der Eigenvektormatrix sind. Jede Uberla-
gerung von Losungen mit verschiedenem Eigenwert wy ist ebenfalls Losung (homogenes

Gleichungssystem). Wir kénnen daher schreiben

N
¢(t) =Y Cy ay e ™*'|  (Cy komplex)

k=1

Dies stellt die allgemeine Losung dar. Die Cj sind durch die Anfangsbedingungen festge-

legt.

Definition neuer Koordinaten:

@i(t) = au Qk(t) , q=AQ
%

Vergleich:

Qrt) = Cpe ™

Cr = Qi(0)

Qr(t) = QO)ke .

Die Q) heiflen die Normalkoordinaten.

Jede der Normalkoordinaten @ (t) ist eine einfach periodische Funktion, die nur eine Fre-
quenz enthilt, eine sogenannte Normalschwingung. Bei jeder Normalschwingung schwin-
gen alle Teilchen mit derselben Frequenz. Der Beitrag jeder einzelnen Auslenkung ¢; zur
Normalschwingung wird durch die a;; festgelegt. Umgekehrt kann jede beliebige Bewe-
gung durch Uberlagerung von Normalschwingungen dargestellt werden, mit Koeffizienten,
die durch die vorgegebenen Anfangsbedingungen (Orte und Geschwindigkeiten) festgelegt
sind.

Beispiel: nur ein Qx(0) # 0: nur ein Oszillator schwingt ! alle Atome schwingen !
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In den Normalkoordinaten hat die potentielle Energie eine besonders einfache Gestalt:

Wir hatten:
1
Vo= 3 Z Vijaix;
ij
1
= B Z Vij4iq;
ij
V = %qTV q im Matrixschreibweise
q=AQ, q =Q'A’T

Nun ist aber
ATVA=A

also

Fazit:

1
V:§QTATVAQ.

(A diagonalisiert die

potentielle Energie)

1
vV = 5QTAQ
1 N
vV = 52&-@3, i = w?
=1
1 N
Vo= 2> Wl
2z‘:l

In den Normalkoordinaten ist die potentielle Energie eine Summe von quadra-

tischen Termen. Es gibt keine gemischten Glieder Q;Q;. Die Vorfaktoren von

Q? geben unmittelbar die Schwingungsfrequenzen. Es geniigt also, die Poten-

tialmatrix zu diagonalisieren, um die Eigenfrequenzen zu bestimmen.

Die kinetische Energie ist einfach gegeben durch

1
T o= g2
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I.r,
T = -4'q

2

T = ;QTATAQ (ATA =1)
_ E.T.
r=3QQ
- iy

Auch die kinetische Energie nimmt eine besonders einfache Form an.

Ensemble von unanhéngigen Oszillatoren;

Nur moglich in harmonischer Niaherung !
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Teil 11
Die Born-Oppenheimer-Niherung
(Separation von Elektronen- und

Kernbewegung)
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Literatur

e jedes Lehrbuch der Molekiilphysik, z.B. Davydow, Quantenmechanik

Wir wollen nun etwas systematischer in die quantenmechanische Beschreibung eines Mo-

lekiils einsteigen.

Das Molekiil wird beschrieben durch eine Wellenfunktion, die von den Koordinaten aller

Teilchen abhéngt
U(F), 7, ... 70, Ry, Ra,...Ry)

Die 7; sind die Koordinaten der Elektronen, die ﬁ, die Koordinaten der Atomkerne.

Die Energiezustinde E und die zugehorigen Wellenfunktion W folgen aus
(H—E)¥ =0 (1)
(zeitunabhéngige Schrodingergleichung). Der Hamiltonoperator lautet

H=Tg+Tx+V

h2 3n 82
Ty = ———> —

2m = Or;

h2 3N 1 62
T =

>3 37 o
V = V(f,...7, Ri,...R,) =V(r, R).

Die potentielle Energie enthilt alle Coulomb-Wechselwirkungen zwischen Elektronen und

Atomkernen.

Die Schrodingergleichung (1) ist nicht exakt 16sbar. Wir sind auf N&herungsverfahren

angewiesen. Wir suchen eine Separation der Bewegungen, insbesondere eine Separation
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der Elektronen- und der Kernbewegung. Dazu gehen wir folgendermafien vor:

Wir 16sen zunéchst die elektronische Schrodingergleichung bei fixierten Kernen

{Tz +V(r, R) — Wp(R)} @, (r, R) = 0. (2)

Differentialgleichung in 3n Dimensionen. Die Kernkoordinaten R sind hier Parameter, d.h.
wir miissen (2) fiir jeden Satz {R} neu l6sen. m numeriert die verschiedenen elektronischen
Zustande des Molekiils. W, ist also die rein elektronische Energie des Zustandes (bei
Atomen wéren wir hiermit fertig).

Fiir jedes R stellen die ®,,(r, R) ein vollstdndiges System dar, d.h. wir kénnen die Losung

U der vollen Schrodingergleichung

(H—E)Y¥ =0
entwickeln
= 1! . ..
U(r,R) = Z X, (R)®,,(r, R) mitgefiihrte
m=0 Basisfunktionen”

Damit wird
{Tp+V(r,R)— E} > X,(R)®n(r, R) =
m=0
Multiplikation von links mit ®; und Integration iiber r:

3 / dr (v, R) {Tp + T + V(r, R) — E} ®,,(r, R)Xn(R) = 0
(Tg + V)0, = W, ®,,, aus (2)
Z/dr O {Ti + Win(R) — E} &, X = 0
/ dr®; ®,, = 6,,, Orthogonaliat

2 [ / dr ®;,(r, R)Tic®p(r, R) + (Win(R) = E)dpm | Xn(R) = 0.

18



Der Differentialoperator T wirkt nun sowohl auf @,,(r, R) wie auf &,,(R). Es ist

0 0P, 0x,,
2P X, = —"x 4+ "
oR, "™ T R, T ¥R,
H? 02®,, 0, 0X,, 02X,
OR? OR? OR; OR, OR?
/ drd* Ty ®,, X,
L 0D, 0X,, L2 02X,
— drd* X, —2 —_—oms
ZQM / n 8R2 ZQM "aR IR; ZzMj OR?
TKXménm
Damit:
h? 02
N "(R)— EYX,(R) =
h’ 0P, O,
N gpgr Com Om / drd* X,
;;Mj/ "*n 3R, OR, o aR2

Formal konnen wir schreiben:

(T + Wo(R) — E} X, (R) =3 Ay (R

0

—®,,(r, R)] R,

7

Apm = th/dr@*(r R) |2
M " | OR;
h? 0?
— [ dr®) (r,R) | == P..(r,R)| .
S gy [ e R | R
Gekoppeltes System von Differentialgleichungen. Die A, sind Differentialoperatoren. Sie

sind # 0, weil die elektronischen Basisfunktionen ®,, von den Kernkoordinaten abhéngen.

Wenn wir dies vernachléssigen, haben wir

{Tk + W,(R) — Ep,} Xw(R) = 0

U,(r,R) = ®,(r, R)X,,(R)

Diese Gleichungen definieren die adiabatische oder Born-Oppenheimer-Néherung.

Gesamtwellenfunktion ist Produkt.
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X (R) ist die Wellenfunktion fiir die Kernbewegung (Schwingung) im elektronischen Zu-
stand n.

Die Eigenwerte der elektronischen Schrodingergleichung fiir fixierte Kerne definieren das
Potential fiir die Kernbewegung: Potentialkurven-Konzept

Adiabatisch heifit hier, daB sich die Bewegung der Elektronen auf jede Anderung der
Kernkonfiguration sofort einstellt: die Elektronen folgen triagheitslos. Ursache: der grofie
Massenunterschied zwischen Elektronen und Kernen. Mathematisch werden Korrekturen
zur adiabatischen Ndherung durch die A,,, beschrieben.

Ein Kriterium fiir die Giiltigkeit der adiabatischen Néherung ist gegeben durch (Stérungs-
theorie):

|<Xn5|Anm|Xm8’>|
|Ens — Ems”

<1 fiir alle s # s, n #m

wobei die E,s die Energieeigenwerte von (3) sind.

Die Matrixelemente der Kopplungsoperatoren A, zwischen beliebigen Schwingungs-Ro-
tationszustinden s, s’ miissen klein sein gegen die Energiedifferenz der Zusténde. Da die
Schwingungs-Rotationsenergie klein ist gegen die elektronische Energie, kénnen wir schrei-

ben

(Apm)
‘Wn - Wm|

<1

Wenn der Energieabstand zwischen elektronischen Zusténden in die Grofenordnung der
Schwingungsfrequenzen kommt, wird die adiabatische Ndherung in der Regel zusammen-
brechen (aufler wenn (A,,,) = 0 aus Symmetriegriinden).

Die Born-Oppenheimer-Néherung ist fast immer sehr gut fiir kleine Schwingungen in elek-

tronischen Grundzusténden von Molekiilen mit abgeschlossener Elektronenschale, dagegen

i.a. nicht fiir angeregte Zustdnde und Reaktionen, insbesondere in vielatomigen Molekiilen.

Im ersten Teil der Vorlesung werden wir uns ausschlieBlich mit der Bewegung auf ei-
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ner Fliache beschéftigen, d.h. der Losung von (3). Dabei werden wir vorwiegend kleine
Schwingungen um die Gleichgewichtslage betrachten und die Rotation des Gesamtmo-

lekiils nicht explizit beriicksichtigen.

Im zweiten Teil werden wir uns speziell mit den Effekten der Nicht-Born-Oppenheimer-

Kopplung A,,,,, beschéftigen.
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Teil 111

Normalkoordinaten-Analyse von

Molekiilen
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1 Die FG-Matrix-Methode

(Elimination von Translation und Rotation, interne Valenz-Koordinaten, Diagonalisierung

von F- und G-Matrix)

1.1 Interne Koordinaten

Das Molekiil habe N Atome. Die Lage aller Atome wird charakterisiert durch 3N karte-
sische Koordinaten

X\, Y, 20 Xn, Y, Zn

Wir setzen im folgenden die Born-Oppenheimer-Néaherung voraus, d.h. es gibt eine elek-
tronische Potentialfliche V (X, ... Zy), z.B. die Grundzustandsfliche des Molekiils. Es

gebe ein wohldefiniertes Energie-Minimum
oV/0X1=...=0V/0Zy =0

Wir beschréanken uns auf kleine Auslenkungen aus diesem Minimum.

Die kartesischen Auslenkungskoordinaten nennen wir

T1,Y1,21 00 ns TN, YN, ZN

mit Ir = Xl — Xl(o), etc.
Im folgenden bezeichnen wir den Satz der 3N Auslenkungskoordinaten mit

X = {xlvylazl"'$N7vazN}

Die potentielle Energie V' héngt nicht von der Lage des Schwerpunkts des Molekiils im
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Raum sowie von der Orientierung des Molekiils ab. Es gibt 3 Freiheitsgrade der Schwer-
punktsbewegung. Fiir nichtlineare Molekiile mit 3 Tragheitsachsen gibt es 3 Freiheitsgrade

der Rotation. Fiir lineare Molekiile gibt es nur 2 Freiheitsgrade der Rotation.

Wenn wir das Schwingungsproblem in den kartesischen Auslenkungskoordinaten x be-
handeln (wie in Teil I), haben wir 6 (bzw. 5) redundante Freiheitsgrade, die Translation
und Rotation entsprechen. Dies bedeutet, dafl 6(5) Eigenfrequenzen verschwinden miissen,

da es fiir Translation und Rotation keine Riickstellkréifte gibt.

Die 6(5) redunanten Freiheitsgrade konnen wir eliminieren, indem wir fordern, daf sie
Translationsgeschwindigkeit des Schwerpunkts und der Gesamtdrehimpuls verschwinden

sollen.

Bedingung fiir verschwindende Schwerpunktsbewegung:

N N N
i=1 i=1 i=1

Diese 3 Gleichungen kénnen wie dadurch garantieren, dafl wir die Schwerpunktskoordinate

auf null fixieren:

Bedingungen fiir verschwindenden Bahndrehimpuls:

Seien X;(0),Y;(0), Z;(0) die Gleichgewichtskoordinaten vom Atom 7 in einem molekiilfe-
sten kartesischen Koordinationssystem, das langs der 3 Haupttrigheitsachsen des (nicht-
linearen) Molekiils orientiert ist. x;, y;, z; seien die Auslenkungskoordinaten in diesem Sy-

stem. Im Grenzfall kleiner Auslenkungen wird das Verschwinden des Gesamtdrehimpulses

24



durch folgende 3 Gleichungen beschrieben (Eckart-Bedingungen)

K3 K3

s

Ti
A

mi ("% - 27%) = 0

E
E
—~
N

=
&
|
st
=
R
N
I
o
©

@
Il
—

my (Xi(O)yi - Y;(O)i’i) =0

s

s
Il
_

(Fir lineare Molekiile gibt es nur 2 solcher Bedingungen).

Analog zu oben koénnen wir die Gleichungen (2) erfiillen, indem wir die schérfere For-

derung stellen:

22 m; (Y‘(O)Zi - Zz‘(O)yi) =0

7

Simy (Z-(O)ZL‘Z- - Xi(o)zi) =0 (2)

7

> M (X-(O)Z/z’ - Y-(O)Sﬁi) =0

(2 7

Die einfachste Methode zur Elimination der redundanten Freiheitsgrade ist die Einfithrung
von 3N-6(3N-5) internen Koordinaten (Bindungsabsténde und Bindungswinkel). Wir be-

zeichen diese mit

Ry...Ry, M =3N—-6(3N-5)
Kleine Auslenkungen aus dem Gleichgewicht werden durch interne Auslenkungskoordina-

ten beschrieben:

mit
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Beispiel HyO:
(Bindungsléngen,

Bindungswinkel)

interne Koordinaten:
Ri, Ry, Ro¢  (Ry = R = RY)

interne Auslenkungskoordinaten: T, Ta, Ry
ri = R —R"
p = ¢—9O

Die potentielle Energie hdngt nach Konstruktion nur von den internen Koordinaten ab.
Im Prinzip gibt es viele alternative Moglichkeiten, interne Koordinaten zu definieren. Am

gebrauchlichsten sind sogenannte

interne Valenz-Koordinaten

(Bindungslédngen und Bindungswinkel)

Diese Koordinaten sind am besten geeignet fiir die Darstellung der Potentialfunktion

V(R ...Ru).

Beachte: Die internen Valenzkoordinaten sind krummlinig und nichtorthogonal, im Gegen-
satz zu den kartesischen Koordinaten. Daher hat die kinetische Energie eine kompliziertere

Form als gewohnt.

1.2 Kinetische Energie in internen Koordinaten

In kartesischen Koordinaten hatten wir

1 1
T = 5xTMx =3 Z mi?

26



Der zu x; konjugierte Impuls ist definiert als

or
Di =~ = Ml p = Mx
8@»
X = _1p
und damit
| -1 R
T = §pM MM p=§pM p
1 1
T = =N —p2

Im allgemeinen sind die internen Koordinaten nichtlineare Funktionen der kartesischen
Atomkoordinaten (z.B. Pythagoras, Trigonometrie). Fiir kleine Auslenkungen aus dem

Gleichgewicht haben wir aber immer einen linearen Zusammenhang:
3N
re=Y Byr;, r=BX ()
i=1
B ist eine rechteckige Matrix (M x 3N). Beim HyO-Molekiil, z.B. eine 3 x 9-Matrix

r r r r r r r T X

HQOZ B = T .. M:3

xZ

3N=9

Die Koeffizienten By; sind durch die Gleichgewichtsgeometrie des Molekiils bestimmt.

Wir wollen die kinetische Energie T" in den internen Geschwindigkeiten r bzw. internen

Impulsen P ausdriicken. Es ist

or T oy
Oi; 5 0y O
or
P = ——
’ or;

ist nach Definition der zu r; konjugierte Impuls.
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Mit (%)

87;]' Grj
Also:
oT T T
pi:@ri = >, PiBj, p =P B
p=B'P
Damit
1 1
T = §pTM—1p = 5PTBM—lBTP
Definition
G =BM 'B"

1 1
T = 5PTGP = §ZGijPZPj :

ij

G ist nach Definition eine symmetrische M x M-Matrix. G heiffit kinematische Matrix.
Gibt die kinetische Energie ausgedriickt in den zu den internen Auslenkungskoordinaten

r; konjugierten Impulsen P;.

T, ausgedriickt in den internen Geschwindigkeiten 7;: Sei

1. 1 ..
T = irTXr = 5 %:XijTﬂ"j

Gesucht ist X.

Es ist, nach den Hamilton’schen Bewegungsgleichungen

. ar
T, = P
oT 0 1

= (=GP Py)
OP; P 257

= > GyP
J
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Also

P =G4 P =¢+G!

(G ist symmetrisch)
Damit
Lot~ —1;
T = oF G GG r
— 1'TG71- _ 1 Gfl -
T = 51‘ r — 5 Z( )ijrirj
ij
Fazit: Die kinematische Matrix G bestimmt die kinetische Energie in den internen

Geschwindigkeiten 7; bzw. zu den r; konjugierten Impulsen P;

1.3 Harmonische Niherung und Diagonalisierung von F und G

Wir betrachten V' als Funktion der M internen Koordinaten R und entwickeln um die

Gleichgewichtslage

V(Ry...Ry) = M+Z<8R> 12(322§R> riri 4

irrelevant

Definition der Kraftkonstanten (engl. "force’)

%
Fiy = <8RZ»8RJ->

Z BT = 1 TFr

Klassische H-Funktion

1 1
H=T+V = §fTG‘1i~ + §rTFr

Quadratische Form in Koordinaten und Geschwindigkeiten.
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Von dem in Teil T diskutierten Problem unterscheidet es sich dadurch, da G=! im all-
gemeinen nicht diagonal ist. In Teil I hatten wir die Matrix der Kraftkonstanten diago-
nalisiert um die Normalkoordinaten zu finden. Nun haben wir G=! und V simultan zu

diagonalisieren.

Wir fithren Normalkoordinaten ein durch

r =LQ

Dabei ist L eine quadratische Matrix, die wir noch festlegen miissen.

Mit I'T:QTLT
wird
T = ;QTLTGlLQ
v o= ;QTLTFLQ
Wir fordern: L'FL = A (a)
(vergl. Teil 1) L'G'L =1 (b)

Dabei ist A eine Diagonalmatrix und 1 die Einheitsmatrix.

Aus (b) folgt:

Gfl — LflTLfl

G = LL' (1)

In (a) eingesetzt:

L !GFL = A

GFL = LA (2)
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Hat die Struktur eines Eigenwertproblems
AX =XA

wie wir es kennen. Normalerweise ist A symmetrisch AT = A und dann ist X orthogonal,
dh. XTX=XXT= 1 und es ist
XTAX = A

Der wichtige Unterschied hier ist, dafl GF nicht symmetrisch ist, denn sei

Y = GF

Y' = F'GT
Nun ist F' = F,.G'=G
also Y' = FG

Da aber FG # GF
im allgemeinen (Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ) ist also
Y' £ Y.

(2) ist also das Eigenwertproblem einer nichtsymmetrischen Matrix. Entsprechend ist L

nicht orthogonal, d.h.

L'L = LL'=1

aber LL"T # 1.

In der Praxis wird die Losung des Eigenwertproblems (2) der unsymmetrischen Matrix
GF mit der Nebenbedingung (1) ersetzt durch die Losung zweier Eigenwertprobleme. Fiir
eine detaillierte Diskussion sei auf Wilson et al. verwiesen. Zusammenfassend ergibt sich

folgender Algorithmus:

GZ = 7T (I
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L, = ZI'Y?
L/FL,)C = CA
(Lg FLy) ()
L = L,C

r = LQ

Also:
1. Bestimme Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix G
2. Bilde damit Ly = ZI''/?
3. Berechne L] FLg
4. Lose das Eigenwertproblem der symmetrischen Matrix L] FLg
5. Bilde die gesuchte L-Matrix gemafl L = LC.

Damit ist die Bestimmung der Normalkoordinaten auf zweimalige Losung eines Eigen-

wertproblems einer reellen symmetrischen Matrix zuriickgefiihrt.

1.4 Aufstellung der G-Matrix

T
r = Bx X = (Jfl,yl,Zl,[EQ,yQ,Zg...)

G=BM 'BT

Die Berechnung von G nach diesen Formeln ist im Prinzip einfach, aber miihsam.

Wir wollen am Beispiel des Wassermolekiils die Rechnung explizit durchfiihren.
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Als interne Koordinaten wiahlen wir

R17 RQ; R3 = Rogbv

also zwei Abstande und einen Winkel.

Zur Vereinfachung des Problems bemerken wir, daf§ 3 Punkte eine Ebene aufspannen.
Die interne Schwingungsbewegung des dreiatomigen Molekiils ist also stets planar. Jede
Bewegung aus der Ebene kann kann nur zur Translation und Rotation beitragen. Wenn
wir das Molekiil in die x,y-Ebene legen, konnen wir die z-Koordinaten weglassen. Die

B-Matrix wird damit zu einer (3 x 6)-Matrix statt einer (3 x 9)-Matrix.

Wir driicken nun Ry, Rs, ¢ durch die kartesischen Koordinaten der Massenpunkte aus:

Ry = \/($2 —21)* + (g2 — 1)

Ry = /(w5 —@2)2 + (3o — y3)?

Fiir den Winkel ¢ gilt:

To — 1

tan(¢/2) Y2 — Y1

(linkes Halbdreieck)
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T3 — T2
Y2 — Y3

tan(¢/2) = (rechtes Halbdreieck)

Wir erhalten ¢ in Abhéngigkeit aller 3 Koordinaten, wenn wir schreiben

To — T T3 — &
2 1+arctan 3 2
Y2 — U1 Y2 — Y3

¢ = arctan

Wir berechnen nun die Anderungen 6 Ry, Ry, 0¢ bei infinitesimalen Anderungen der kar-
tesischen Koordinaten dxq, x5 ... geméaf
F F
5F = (25N oyt (25 Gayt ..
6:1:1 0 8x2 0

1

OR, =
2¢/(w2 — 21)2 + (32 — 1)’

2(zg — 1)(0z2 — 621 + 2(y2 — ¥1)(0y2 — du1)]

Es ist

\/(SBQ —1)? + (Y2 — 11)* = Ro

Tog — X1 = RoSin(¢0/2)

Yo — 11 = Rocos(¢o/2)

SR, = 2]1%0 2R sin(¢g/2)(0wa — d31) + 2R cos(¢o/2) (5y2 — oy )]

dRy = —sin(¢o/2)0x1 — cos(¢o/2)dy1 + sin(po/2)dxs + cos(pg/2)dys.

Bei positiver Auslenkung nach z; und y; nimmt R; ab, bei Auslenkung nach x5 und ¥,
nimmt R; zu.
Analog:

ORy 2(z3 — 22) (023 — 072) + 2(y2 — y3)(dy2 — dy3)]

:27}{0

T3 — Ty = R()Sill(gbo/Q)

y2—ys = Rocos(¢o/2)
5R2 = Slﬂ(¢0/2)(5l’3 - 5[)’22) + COS(¢0/2) (5y2 — (5y3>
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0Ry = —sin(po/2)6wy + cos(do/2)dya + sin(¢o/2)0xs — cos(po/2)dys

R> nimmt ab bei Auslenkung nach x5 und ys3; es nimmt zu bei Auslenkung nach z3 und

Y2.
_ 1 (Y2 — y1) (072 — 0x1) — (22 — 1)(0Y2 — O11)
= s (42 = )?
+ (yg—y1)2 2 1
1 (Y2 — y3)(0x3 — 0x3) — (23 — 2)(0y2 — Iy3)
Ty meer (y2 — y3)?
+ (y2—y3)? 2 3
(xo —21)* + (2 —1)° = R}
(3 —22)* + (yo —y3)° = R}
— To — T _
(yQROyl) _ COS(¢0/2) : ( QRO 1) _ Sln(¢0/2)
— T3 — T ,
W) costnf2) ) singn2)
Rodpy = cos(po/2)(0xy — d1) — sin(¢o/2)(0y2 — 0y1)
+ cos(¢o/2)(6x3 — dx) — sin(¢o/2)(0ys — dys3)
Rodpo = cos(po/2)(—dx1 + bx3) + sin(¢po/2)(0y1 — 20y2 + dy3)
Rodpy = —cos(¢o/2)dxq + cos(po/2)dx3 + sin(pg/2)0y;
— Slﬂ<¢0/2)5y2 — Slﬂ<¢0/2)(sy3
Also:
5561
oY1
0R; —a =b a b 0 O
(5332
0R,y = 0 0 —a b a =0
0y2
OR3 b a 0 —2a b a
51‘3
B
0ys3
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mit

a = sin(¢g/2)
b = cos(po/2)

a>+ 0> =1; b>—a®=cos¢y; 2ab=sindg,

Berechnung der G-Matrix:

G=BM 'BT
2 | 22 2 | 22 1 1
Gn = —(@+b)+—(a"+b") = —+ —
mi Mo mi mo
1 1
Gp = —+—
mo ms
1 .y 1
Gzz = — +4—sin*(¢o/2) + —
mq mo 3
1
G12 = 7( a2+b2):7COS¢0
ma 2
1 1
Gi3 = —(ab—ab) — —2ab=——sin¢q
mi mo 2
1 1 1 .
Gos = —(—2ab) + —(ab— ab) = ———sin ¢y
™o ms mo
Mit pi = 1/m;
pa+ pa 2 cos g — g Sin ¢g
G = | jpgcosdo ot ps — 2 sin @y

—loSin g —posingy g + s + 4ps sin2(¢0/2)

Fazit: G-Matrix héngt nur von den Atommassen my, ms, m3 und dem Gleichgewichts-

winkel ¢q ab.

Die Berechnung von G ist einfach im Prinzip, aber mithsam im Detail. Die am haufigsten
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vorkommenden Elemente (Strech-Streck, Winkel-Streck und Winkel-Winkel) sind tabel-
liert (Wilson, Appendix VI). Mit etwas Erfahrung kann man damit die G-Matrix sehr
schnell hinschreiben.

Es gibt auch Computerprogramme dafiir.

1.5 Anwendung der Gruppentheorie auf das Normalkoordina-

tenproblem

Literatur

e (lotton

(i) Interne Auslenkungs-Koordinaten als Basis einer M-dimensionalen Dar-

stellung

Beispiel H,O:

r1, T, RO‘P Z lCQ? Oy
> X
T1 Rop T2
Oy
™ T2 01 0 ™
Og T == (8] - 1 0 0 T9
RoQO R()(p 0 0 1 R()QD
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1 1 00

o - = 010 etc.
Rop 00 1
—_——

Darstellungs—Matrix I'(oy)

Charakter:

Die Darstellung I' der internen Auslenkungskoordinaten ist praktisch immer reduzibel,

wenn das Molekiil im Gleichgewicht Symmetrieelemente besitzt.

Reduktion in irreduzible Darstellungen am Beispiel des HyO-Molekiils:
Charaktertafel C,:

A 1 1 1 1
A, 1 1 -1 -1
B 1 —1 1 -1
B, 1 -1 -1 1
X(y) 1 1 1 1

Bei jeder der 4 Operationen geht ¢ in sich {iber, also ist der Beitrag zum Charakter jeweils
1. Bei E und o, gehen r; und ry in sich iiber, also ist der Beitrag zum Character jeweils

2. Bei C5 und o,/ geht r; — ro und r9 — rq, also kein Beitrag zum Charakter.
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X gibt die Charaktere der 3-dimensionalen Darstellung der internen Koordinaten. Man

sieht sofort, dal die Reduktion gegeben ist durch
[ =24, + B,

Es gibt also 2 "totalsymmetrische” Normalkoordinaten und eine Normalkoordinate der
Symmetrie B;. Wir bemerken auch, dal X' () alleine die Darstellung A; représentiert. Es

geniigt also, I'(r) zu reduzieren.

(7i) Die Normalkoordinaten als irreduzible Darstellungen der Symmetrie-

gruppe

Satz:

Die durch die Symmetrieoperationen der Gruppe induzierten Transformationen mi-

schen nicht Normalkoordinaten untereinander, die zu verschiedenen Frequenzen

gehoren.

D.h., Normalkoordinaten mit nichtentarteten Frequenzen bilden eindimensionale und da-
mit irreduzible Darstellungen. Normalkoordinaten, die zu einer n-fach entarteten Frequenz

gehoren, bilden eine n-dimensionale irreduzible Darstellung.

Zum Beweis geniigt es, 2 Normalkoordinaten verschiedener Frequenzen zu betrachten.

Sei also

2T = QI+ Q3 , 2V =MQ? + Q3

Wir nehmen an, die Symmetrieoperation R transformiere die Normalkoordinaten folgen-

dermafien:

Q5 Q) = aQi +bQ:
QQi)QIQ = @ +dQs



Nun sind @}, @5 ebenfalls Normalkoordinaten, d.h. es muf} sein
2T = QP + Q5 , 2V = MQY + MQy
Einsetzen der Transformationsgleichungen:
2T = CLQQf + bQQg + 2abQ1 Qs

C2Q% + dQQg + 2CdQ1Q2

2V = Ma*Q? + \b*Q3 4 20,abQ1 Q)

M QT + Xad? Q5 + 2X0cdQ1Q,
Wir betrachten nun die spezielle Auslenkung Q1 = Qi=1, Q=05 =0:
2T = a®>+ ¢
2V = Ma®+ AP
Andererseits ist fir Q| =Q, =1, @, =Q, =0
2T =1

2V:)\1

Die numerischen Werte von 7" und V' miissen aber gleich sein, da es sich um &quivalente

Konfigurationen des Molekiils handelt (R ist ja Symmetrieoperation). Also
a?+cf =1 (1)
)\1&2 + )\262 = /\1 (2)

Aus (1): A =1-a?

In (2) )\1@2 -+ )\2 — )\2&2 = )\1

()\1 — )\2)&2 = )\1 — )\2
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Losungen:

A — A =0, d.h. A\; = )Xy, a beliebig
oder
A £ Ao a? =1, dh. =0
Fazit: Wenn \; # A, folgt ¢ = 0, d.h. keine Mischung der Normalkoordinaten bei der
Symmetrietransformation. Nur Normalkoordinaten mit entarteten Frequenzen

konnen untereinander gemischt werden. Q.E.D.

(iii) Faktorisierung der Sdkular-Gleichung

Definition von Symmetrie-Koordinaten:

Interne Koordinaten, die sich nach den irreduziblen Darstellungen der Symmetrie-

Gruppe transformieren, nennen wir Symmetrie-Koordinaten.

U ist orthogonal:
Uu'=U'U=1

Potentielle und kinetische Energie in Symmetrie-Koordinaten:

Sei: 1

V = _r'f
21‘ r
1

T = 5ng1‘~

wobei wir F-Matrix und G-Matrix klein schreiben, um sie von den spéter einzufithrenden

Groflen zu unterscheiden.
Mit r = UTS, r'=S'u
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wird:

1
vV = 5STUfUTs

1. .
T = 5STUg*UTs

Wir definieren
G! = vUg'u’ G =UgU"

Damit

= 1STFS
T = 1STG™'S

Wir haben damit potentielle und kinetische Energie in den Symmetriekoordinaten ausge-
driickt.
Konstruktion von U: siche Wilson oder Cotton

(Stichwort: Projektions-Operator-Technik) (wie bei Molekiil-Orbitalen)
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Beispiel NHj: I/
Interne Koordinaten: (a; gegeniiber 1 etc.)

r,7T2,73,01,Qg, O3

Es gibt 3(4) — 6 = 6 Normalkoordinaten

Also bilden diese 6 internen Koordinaten einen vollstdndigen Satz.

Die Symmetriegruppe ist Cl,. Offensichtlich transformieren sich bei allen Symmetrie-
operationen r’s in r’s und o's in o/s. Wir konnen also beide Sétze getrennt betrachten.

Beide bilden die Basis einer reduziblen Darstellung. Es wird:

C3v FE 203 30'v
A 1 1 1
A, 1 1 -1
E 2 -1 0
X(r) 3 0 1
X(a) 3 0 1
X 6 0 2
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Die r’s und o's bilden jeweils eine 3-dimensionale Darstellung, daher ist X'(E) = 3. Bei C;
werden s und s untereinander permutiert, also hat die Transformationsmatrix keine
Diagonalelemente: X (Cy) = 0. Bei jeder der 3 Spiegelungen o, geht ein r(«) in sich iiber,

die beiden anderen werden vertauscht, d.h. X(o,) = 1.

Die Reduktion von X (r) und X («) ist sofort ersichtlich:

fr == A1+E

=
Q
|

A1+ E
Also gilt fiir die Normalschwingungen von NHjy
['=24,+2F

Es gibt 2 nichtentartete Schwingungen und 2 entartete Schwingungen.

(4 Frequenzen, davon sind 2 entartet)

Symmetrie-Koordinaten:

S = %(7‘14-7“2%-7"3) Sy = %(0414-0424-043)
Sga = %(27“1 — To — 7'3) S4a = %(20&1 — Qg — 063)
Sz = %(7‘2 —r3) Swp = %(042 —a3)

44



H,

a3

(%)

(651

rs

T2

(&

N
—
S
=
) o |
—
<
(@]

60
g o S
—

e}

1

S

o
T o € o
™

i

|

o

- o
£ o

RIS
-< o

)

—

S

> @)
)
27f e}
)
i
7f

Si
So
S3a
Sta
Sab
S

45



71 T2 T3 aq 25 Qs
o fr frr frr £ 2 2
ry fr frr 12 i 2
r3 fr 2 £2 £
a Ja Jfaa Jfoa
% Ja foa
a3 Ja
g 1 T2 T3 Qaq D) a3
o ogr grr grr a I I
ry gr grr 9% 9% 9%
rs gr 9 9% 9%
a1 Ja Jao Joa
Q2 Ja Joao
Qs Ja
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9r
gT‘T‘

Yo
g(l)

rTX

(2)

ro

Jaa

HUN + P

[LH COS Oy

2(pm + 2puw sin®(ag/2))
— o sin(2ap) tan(ag /2)
— Ju Sin oy

puar cos Y + pn (2sin(ag/2) cos ¥ + sin? ag sin? 1))

pg = 1/myg
pun = 1/my
cosy = cosqgtan(ag/2)
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Ay E E

F Sh Sy S34 Sia S3p Sap
Sy | fr+2frr fO 4 2f@ 0 0 0 0
So | f&) +2f2 fa+2faa 0 0 0 0
S3a 0 0 fr—frr fl)—2f2) 0 0
Sia 0 0 £ =212 fa—2faa 0 0
Sy 0 0 0 0 fr—frr fO—2f2
Sib 0 0 0 0 i =2f8) fa—2faa
G St Sy S3q Sia S3p Sap
Sy | gr—+2grr g,%) + 297%) 0 0 0 0
Sy | gD +2¢@ g+ 2g0a 0 0 0 0
Saa 0 0 gr—grr gty —2¢@ 0 0
Sia 0 0 9t —292) go — 290a 0 0
S3p, 0 0 0 0 gr — grr gﬁz) - 29,%)
Sap 0 0 0 0 gt —29@ g, —2gaa
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Das bisher dargestellte Verfahren ist die sogenannte FG-Methode. Das Grundprinzip ist
die Konstruktion der Normalkoordinaten im Raum der internen Koordinaten. Die Frei-
heitsgrade der Translation und der Rotation, von denen die potentielle Energie nicht

abhédngen kann, werden von vornherein eliminiert.

In der Praxis kéonnen wir die kinematische Matrix G immer aufstellen. Dafiir gibt es
allgemeine Verfahren und Computerprogramme. F miissen wir dagegen von irgendwoher
kennen. Die Symmetrie reduziert die Zahl der unabhéngigen Elemente. Im Prinzip kann
man die fij mit ab initio-Methoden berechnen, siehe unten. Der konventionelle Weg ist
umgekehrt: Durch Anpassung der berechneten Normalfrequenzen an die experimentell
beobachteten Frequenzen versucht man die fij festzulegen. Es gibt jedoch weniger w; als
fi7. Im Falle von NHj gibt es vier Frequenzen und 6 fij. Das Problem wird bestimmt oder
iiberbestimmt, wenn wir isotopisch substituierte Molekiile betrachten, z.B. ND3, NHD,
usw., denn dies liefert neue experimentelle w; bei unverdnderten fij. Wenn wir minde-
stens 6 experimentelle Frequenzen kennen, kénnen wir die fij fiir NHs bestimmen. Auf
diese Weise gewinnt man das sogenannte "Kraftfeld” des Molekiils. Damit kénnen wir fiir
alle isotopisch substituierten Molekiile die Normalkoordinaten konstruieren. Kraftfelder

fiir die géingigen (kleineren) Molekiile sind in der Literatur vorhanden.

2 Numerische (quantenchemische) Normalkoordinaten-
Analyse

In neuerer Zeit, seit der Verfiigharkeit groflerer und schnellerer Computer und verbesser-
ter quantenchemischer Methoden, verfolgt man vielfach einen alternativen Weg, namlich
die Normalkoordinatenanalyse im Raum der kartesischen Auslenkungskoordinaten. Man

nimmt also 6 zusétzliche (redundante) Freiheitsgrade in Kauf (mehr rechnen, aber “black-
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box”-Verfahren).

Zunidchst wird mit einer gegebenen Methode (z.B. ab initio SCF) die Geometrie (i.a.
des elektronischen Grundzustands) optimiert, d.h. das Minimum der Potentialfliche be-
stimmt. Dann wird jedes einzelne Atom infinitesimal nach z, y, z ausgelenkt und alle
zweiten Ableitungen (Kraftkonstanten) berechnet. Da die kinetische Energie diagonal ist
in kartesischen Koordinaten, geniigt es, die Matrix F;; zu diagonalisieren (Teil I). Die
Symmetrie des Moleiils wird dabei nicht ausgenutzt. Die Eigenwerte liefern die Normal-
schwingungsfrequenzen, die Eigenvektoren die Normalkoordinaten (als Linearkombination
von kartesischen Auslenkungskoordinaten). Sechs Eigenwerte ergeben sich (innerhalb der

numerischen Genauigkeit) zu null, stellen also keine Eigenfrequenzen dar (redundante Ko-

ordinaten).

Vorteile: Verfahren voll automatisierbar fiir beliebige Molekiile (mit wohldefinier-
ten Potentialminimum), Definition von inneren Koordinaten, Symmetrie-
Koordinaten und G-Matrix nicht nétig. Im Prinzip ist keine experimen-
telle Information notwendig.

Nachteile: Genauigkeit der Ergebnisse oft schwer kontrollierbar und anhéngig
von technischen Details, insbesondere Basis-Satz und quantenchemische
Néherungsmethode.

Beispiel: Pyrazin Geometrie-Optimierung

Eigenfrequenzen

mit DZP/MP2 (CADPAC)
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N 115° H
Lo ~— 1115A
1.40A
N 122°
N 1.34A H
Experiment
N 116.8° H
Ho3 . 1.085A
1.402A
12230
N 1.346A H

Theorie (DZP/MP2)
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Fig.1. The normal modes of pyrazine. We also show coordinate axes for the Mulliken

convention and the irreduzible representations of point group Dy, to which the vibrational

motions belong.

M=3N-6=24
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DZP / RHF + MP2

Pyrazine: vibronic frequencies

sym mode type exper [cm™!] calc [em™!] calc-exper [cm™1]
ag 6a CNC 596 297 1
1 CcC 1015 1027 12
9a HCN 1230 1264 34
8a CcC 1582 1633 o1
2 CH 3055 3280 225
big 10a  CH-out- 919 914 5
bag 4 CH-out+ 756 761 5
CH-out- 983 913 -70
bsg 6b HCN 704 711 7
3 CNC 1346 1384 38
8b cC 1525 1592 67
7b CH 3040 3254 214
Ay 16a  CH-out+ 341 343 2
17a CH-out- 960 900 -60
b1y 12 HCN 1021 1032 11
18a CNC 1136 1166 30
19a cC 1484 1521 37
13 CH 3012 3253 214
by,  18b HCN 1063 1093 29
14 CNC 1146 1369 220
19b CcC 1416 1456 40
20b CH 3063 6277 214
bs,  16b  CH-out+ 420 426 6
11 CH-out- 785 781 -4
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Teil IV
Symmetrie von

Schwingungszustinden
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1 Quantenmechanische Beschreibung der Normal -
schwingungen
Die klassische Hamiltonfunktion in Normalkoordinaten ist nach Teil I, ITI
13 ., 11X
H=5> Q7 +5> Qi
24 24
M = Zahl der Schwingungsfreiheitsgrade;

2
)\i—wi.

Quantenmechanische Ubersetzungsregel
Q — h/i 0/0Q Masse = 1, d.h. Geschwindigkeit = Impuls

liefert den Hamiltonoperator

hQM

M
M= =05 0007+ 3N
i=1 =1

(Zeitunabhéngige) Schrodingergleichung

(H=E)¥(Q1...Qum) =0

liefert Eigenwerte £ und Eigenfunktionen W.
Die Wellenfunktion ist eine Funktion aller M Koordinaten. Die Bedeutung der Normal-
koordinaten in der Quantenmechanik liegt darin, dal die Schrodingergleichung separiert

in N unabhéngige Gleichungen.

Wir zeigen dies explizit:

Ansatz:
V(Qr.. . Qu) = ¥i(Q1),¥2(Q2) ... Yu(Qwm)
E = E\+Ey+FEs5+...
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R p
_?[¢1¢2¢3-~ +thgths ...+
+;>\1Q%¢1¢2¢3 +%)\2Q%¢1”¢2¢3 +...

—Eypipatps ... —Eothiatps ... — .. =0

Betrachte jeweils das erste Glied; wir dividieren durch den gemeinsamen Faktor o135 . .. ¢p;:

1,
—?1/11 + 5)\1Q1¢1 — Ep =0

Entsprechend:
o1,
—?% + §>\2Q2¢2 — Eypp =0

usw. Wenn wir also diese M unabhéangigen Schrodingergleichungen erfiillen, ist auch die
gesamte Schrodingergleichung erfiillt. Die Gesamtwellenfunktion ist also ein Produkt und
der Eigenwert F eine Summe der einzelnen Glieder. Dies gilt natiirlich nur fiir die Nor-

malkoordinaten, nicht wenn 7" oder V' nichtdiagonale Glieder QZQ] bzw. Q;Q); besitzen.

2 Schwingungszustinde und ihre Symmetrie-Eigen-
schaften

Durch die Faktorisierung haben wir W(Q) ... Q) auf eindimensionale Oszillator-Wellen-
funktionen zuriickgefiihrt. Wir rekapitulieren kurz den elementaren harmonischen Oszil-

lator:

h2 2 2 1 22
{_Qd /dQ +§W Q _En}an(Q>:O

n =0,1,2... numeriert die Eigenwerte.
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Wie wir aus der elementaren Quantenmechanik wissen, sind die Eigenwerte

E, =hw(n+1/2)

d.h. dquidistante Eigenniveaus. Ey = hw/2 ist die bekannte Nullpunktsenergie.

Die Wellenfunktionen lauten

U, = Ny H, (&)e /%

mit fz\/mQ

Q ist die sogenannte "massenbehaftete Normalkoordinate”,
¢ ist die dimensionslose Normalkoordinate.

N, ist ein Norminierungsfaktor, so daf3

| dgwar =1

1st.
Die H,,(&) sind die Hermiteschen Polynome.

Die ersten 3 Wellenfunktionen lauten explizit:

a1/2 _ 2
\110(5) = W1/4€ 1/2¢
051/2 1 2
_ —1/2¢
\111(5) - 21/271'1/4256
1/2

8 _ 2
Uy(&) = W(452—2)€ %

mit « = \/w/h.
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Allgemeine Wellenfunktion in harmonischer Ndherung:

M
\I’vl...vM = H sz‘Hvi (&')675@
=1

it b= /20,

H, (&) ist ein Hermite’sches Polymnom und N, ein Normierungsfaktor.

(A) Symmetrie der Grundzustandswellenfunktion

1M
Vo0 = Néw €xp {—2 fo}

=1

Die &; sind dimensionslose Normalkoordinaten und transformieren sich wie die (); unter

Symmetrieoperationen. Fiir nichtentartete Darstellungen ist
R = X(R)& = £&
£} ist also invariant. Ein entartetes Paar (&, ;) transformiert sich so, daf £+ &7 invariant
ist
RE+&)=€+¢  firalle R.
Andernfalls wére die potentielle Energie V = % > Ai&Z nicht invariant unter der Operation

R (denn \; = Aj). Also folgt, daB8 sich S, €2 nach der totalsymmetrischen Darstellung

transformiert.

Die Grundzustandswellenfunktion ¥ transformiert sich nach der totalsymmetrischen

Darstellung.

(B) Symmetrie von Grundschwingungszustinden

Sei genau eine Normalschwingung einfach angeregt

Yo.1..0 = N’Hl(fk)e—%ziﬁf

k — te Mode
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Wenn die k-te Schwingung einfach angeregt ist, und alle anderen Schwingungen im Grund-

zustand sind, nennen wir das den Grundschwingungszustand der k-ten Mode.

Da Hal6) = &

und exp (—% > f?) totalsymmetrisch, folgt

Die Wellenfunktion des Grundschwingungszustands der k-ten Mode transformiert sich

nach derselben Darstellung wie die Normalkoordinate @ selbst.

(C) Symmetrie von Kombinationszustinden

Unter Kombinationszustinden oder Kombinationsniveaus verstehen wir Schwingungs-
zusténde, bei denen zwei oder mehr Normalschwingungen verschiedener Frequenz angeregt

sind.

Der einfachste Fall ist v, = v; = 1, v = 0 sonst:

Vo110 = NELe 228

T
k

Die Wellenfunktion des Kombinationsniveaus transformiert sich wie das Produkt der

Normalkoordinaten.

Definition:

Wenn sich & und & nach den irreduziblen Darstellungen I'y und I'y transformieren, so
nennen wir die durch das Produkt &£ definierte Darstellung das direkte Produkt der

Darstellungen I'; und I's und schreiben
=Ty xIy

Fiir die eindimensionalen Darstellungen I'y,['s haben wir

& L X(R)G

& -5 X%(R)&
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und damit

686 5 X(R)X(R)GE

Man kann zeigen, dafl dies auch fiir mehrdimensionale Darstellungen gilt. Wir haben also

den Satz:

Die Charaktere des direkten Produkts ergeben sich als Produkte der Charaktere der

einzelnen Darstellungen.

Das direkte Produkt I'y x I's ist in der Regel eine reduzible Darstellung. Da wir die
Charaktere kennen, kénnen wir die Reduktion leicht durchfiihren.

Beispiel:

Wir betrachten Methan, CH4, mit der Symmetriegruppe 7T,. Die 9 Normalkoordinaten
transformieren sich geméafl

F:A1+E+2TQ

Wir betrachten ein Kombiniveau, bei dem 1 Quantum der E-Schwingungen und ein Quan-
tum einer der 75-Schwingungen angeregt sei. Wir suchen die Transformationseigenschaften

dieses Zustands. Mit der Charaktertafel ergibt sich

T, E 8C; 30,y 65, 604
A, 1 1 1 1 1
A, 1 1 1 -1 1
E 2 1 2 0 0
T, 3 0 1 1 1
Ty 3 0 -1 1 1
Ex T, 6 0 -2 0 0

Offensichtlich ist £ x Ty eine reduzible Darstellung. Man sieht sofort:
E x T2 = T1 + TQ
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Interpretation: Das Energieniveau, bei dem die F- und die T>-Mode einfach angeregt
sind, ist 6-fach entartet. Wenn wir die Komponenten der Normalkoordinaten mit a, b und

a’,b', ¢ numerieren, erhalten wir die 6 Wellenfunktionen

\Ilaa’a \Ijab’a \Ilac’a \Ijba’u \Ijbb’v \I[bc’

Diese 6 Funktionen transformieren sich nach einer Darstellung, die reduzibel sein muf,
da es in Ty keine 6-dimensionalen irreduziblen Darstellungen gibt. D.h. man kann Li-
nearkombinationen finden, sodaf§ sich 3 der neuen Funktionen nach 7; und 3 nach T,

transformieren.

Das heifit aber auch, daf} die 6-fache Entartung von E x T, nicht symmetriebedingt ist,
sondern eine Eigenschaft der harmonischen Ndherung. Wenn wir anharmonische Korrek-
turen berticksichtigen (kubische, quadratische Terme usw.), werden 77 und 75 nicht mehr
entartet sein, d.h. das 6-fach entartete Niveau spaltet auf in 2 3-fach entartete Niveaus.

Es kann aber keinesfalls noch weiter aufspalten.

Es ist klar, daB man diese Ergebnisse sofort auf die Anregung von 3 und mehr Nor-

malschwingungen verallgemeinern kann:

F:F1XF2XF3X...
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The Cubic Groups (Continued)

Td E 803 302 654 60’d
A1 11 1 1 22 +y? + 22
As 1 1 1 -1 -1
E 2 -1 2 0 0 (222 — 2% — % 2% — y?)
Ty 3 -1 1 —1|(Rs, Ry, R,)
15 3 -1 -1 1 (xvyu Z) (fL’y,l’Z,yZ)
The Group D, for Linear Molecules
Doy | B 2C'fo 000, 1 2Sfo 00y
>l 1 1 1 1 1 2?42, 22
>y |1 1 -1 1 1 -1 | R,
I1, 2 2cos¢ 2 —2cos¢ (R, Ry) | (x2,y2)
A, 2 2cos2¢ 2 2cos2¢ 0 (2% — 9%, xy)
SEo 1 1 -1 -1 -1 |z
o |1 1 -1 -1 -1
I, 2 2cos¢ 0 —2 2cos¢ 0 |(x,y)
A, 2 2cos2¢ 0 —2 —2cos2¢
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(D) Symmetrie von Oberschwingungszustinden

Wir haben bisher nur Kombinationsniveaus betrachtet, bei denen jede Mode hochstens
einfach angeregt war. Wenn eine Mode 2-fach oder hoher angeregt ist, und alle anderen

Moden im Grundzustand sind, spricht man von einem Oberschwingungszustand.
(a) Symmetrie von Oberschwingungszustinden

Die Symmetrieeigenschaften sind trivial fiir nichtentartete Moden. Die Wellenfunktion ist

\IIO...’U...O ~ Hv (ék)\I]OO

Nun ist H, (&) gerade Funktion von ¢ fiir v gerade und ungerade Funktion von & fiir v

ungerade. AuBerdem ist

¢ 5 X(R)E =+

£2 &, £ fiir alle]%

Also

) B, U fiir v gerade, alle R

v (R)T = +¥ fiir v ungerade

Die Wellenfunktion fiir gerade Oberschwingungszustinde transformiert sich nach der to-
talsymmetrischen Darstellung.
Die Wellenfunktion fiir ungerade Oberschwingungszustéinde transformiert sich nach der

Darstellung der betreffenden Normalkoordinaten ).
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(b) Entartete Normalschwingungen

Die Verhiltnisse sind etwas komplizierter fiir entartete Normalschwingungen. Wir betrach-
ten hier eine 2-fach entartete Schwingung (F-Darstellung). Fiir 3-fach entartete Schwin-

gungen (T-Darstellung) geht alles analog.

Betrachten wir zundchst den Entartungsgrad der Oberschwingungszustdnde. Wenn wir v
Quanten zur Verfiigung haben, konnen wir sie folgendermaflen auf die beiden entarteten

Koordinaten verteilen:

Entartungsgrad d

v=1: (1,0)(0,1) 2
v =2 (2,0)(1,1)(0,2) 3
v=3  (3,00(21)(1,2)(0,3) 4

Also:

Der v—te Oberschwingungszustand einer 2-fach entarteten Mode ist (v + 1)-fach entartet

Bemerkung: Man muf} hier klar unterscheiden zwischen Oberschwingungszustinden ei-

ner Mode und Kombinationszustanden zweier verschiedener Moden.

Wenn wir z.B. je ein Quantum zweier F-Moden E; und FE, anregen, so ergibt sich

Via V1b V2q Vap

1 0 1 0
1 0 0 1
0 1 1 0

0 1 0 1

Der Entartungsgrad des Kombinationsniveaus ist also 4.
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Wenn die Moden 1 und 2 identisch sind, miissen wir die Quantenzahlen addieren und

es ergibt sich

Va Uy
2 0
1 1
identisch d=3
1 1
0 2

Der Entartungsgrad des Oberschwingungsniveau ist also 3.

Wir betrachten nun den ersten Oberschwingungszustand der E-Mode, v = 2, mit den

3 entarteten Zustanden Wy, Wqy, Uoo.

Es ist
Woy ~ WooH2(&,)
Uy~ WooH (&) Ha (&)
Voo ~ UooHa(&)
Mit

Hi(€) = & Ha(§) = 467 — 2

Wy ~ Wgo(4€2 - 2)
Wi~ Yl

\1102 ~ \IIOO(4€I?_2>

Unter der Symmetrieoperation R transformieren sich die Normalkoordinaten €ay & geméf

é-a i> Faa€a+rab£b

& L, I'vaéa + Donép
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wobei I'y; = I'y;(R) die Darstellungsmatrix der Operation R ist.

Wir kennen normalerweise nicht die T'qy(R), sondern nur die Charaktere X' (R).

Wie wenden daher hier einen Beweis-Trick an. Fiir ein gegebenes R kénnen wir F(R)
immer durch eine nuitédre Transformation diagonalisieren, das entspricht einer Linear-
kombination der &,, &,. Der Charakter X (]A%) ist davon unabhéngig. In einer so gewéhlten

Darstellung ist

éa L ? I‘aafa . . r
(fiir ein bestimmtes R)
& 5 Tué

Zweimalige Anwendung von R liefert:
& 15
& T3
Nach Definition ist:
Log +Tw = X(R)
Loa+Th = X(12)

Damit konnen wir nun das Transformationsverhalten der Wellenfunktionen Wy, Wqq, Wy
diskutieren. Es geniigt, die jeweils grofite Potenz in £ zu betrachten, da sich alle Terme

einer Linearkombination gleich transformieren miissen.

Es ist
52 _R> 1‘\2 é—2
&b 5 Taalnéals
& -5 The
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und damit

R 2
Uy — I7,Va

Wi R, Loal'np Wiy

R 2
\1102 > be\IIOQ

Die 3 Wellenfunktionen, die zum 1. Oberschwingungszustand v = 2 gehoren, bilden eine

Darstellung. Bezeichnen wir die Charaktere dieser Darstellung mit XQ(R), so ergibt sich
Xy(R) = T2, 4+ Toly, + T2,

Um ein allgemeines Ergebnis zu erhalten, wollen wir nun die Charaktere X5(R) durch die

Charaktere X'(R)? und Xy(R?) ausdriicken. Wir bilden

X(R) + X(R?) = (Taa+Tw)* + o + T4

= 202 + 217 + 20,y

Durch Vergleich folgt das wichtige Ergebnis

X(R) = LR + X(F2)). )

Wenn wir allgemeiner den Oberschwingungszustand mit v Quanten einer 2-dimensionalen

Mode betrachten, ergibt sich

X(R) = STX(RXes () + X(R)) (1

A ~

Damit konnen wir die Charaktertafel X,(R) aus den Charakteren X'(R) der Darstellung
der Normalkoordinate selbst berechnen. Im allgemeinen wird die Darstellung der Ober-
schwingung reduzibel sein.

Beispiel:

v = 2,3,4-Obertone der E-Mode in CHy:
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Wir bilden zunéchst die Potenzen der Operationen von Ty bis R*

%
SHECIN

Cy Sy

E Cy

04

04

Mit Formeln (1) und (2)

Cs Oy Sy

04

Mit der Charaktertafel von T} ergibt sich die Reduktion:

I
I3

L'y

= A1+E
- A1—|—A2+E

= A +2F
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Dabei bezeichnet I', die Darstellung, nach der sich der entsprechende Oberschwingungs-

zustand transformiert.

Interpretation:

Der erste Oberschwingungszustand, v = 2, transformiert sich nach der dreidimensionalen
Darstellung I's, die reduzibel ist. Die irreduziblen Darstellungen sind A; und E. Die drei-
dimensionale Entartung ist eine Konsequenz des harmonischen Oszillator-Modells. Bei
Beriicksichtigung beliebiger Anharmonizitidten spaltet der 3-fach entartete Zustand auf in
einen einfach und eine 2-fach entarteten Zustand. Er kann aber keinesfalls weiter aufspal-

ten, da E eine irreduzible Darstellung ist. Entsprechendes gilt fiir I's und I'y.

Bemerkung;:
Fiir die Darstellung der Oberschwingungszustédnde schreibt man auch (symmetrisiertes

Produkt bzw. Potenz)

[y =(E)? TIs3=(E)? TI,=(E)" usw.

In der T;-Gruppe ist

ExFE = Al -+ A2 + FE
() = A+ FE
Das direkte Produkt £ x E' ist die Darstellung des Kombinationsniveaus zweier verschiede-
ner E-Schwingungen. Es ist eine 4-dimensionale Darstellung. (E)? ist die Darstellung des

Oberschwingungszustands einer F-Mode und ist eine 3-dimensionale Darstellung (siehe

die eingangs diskutierten Entartungsgrade der Zusténde).
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(E) Symmetrie eines allgemeinen Schwingungszustands

Es ist klar, da} wir mir den Ergebnissen der vorangegangenen Abschnitte die Symmetrie

eines beliebigen Schwingungszustands bestimmen konnen.

Beispiel: Methan:

Wir betrachten folgenden Zustand A s v=2
E : v=2

T 2(1) v=1

T2(2) v=10

Da v = 2 der E-Mode 3-fach entartet ist und v = 1 der T5-Mode ebenfalls 3-fach, ist

dieser Zustand 9-fach entartet.

Die Darstellung, nach der sich dieser Zustand transformiert, ist
I =(A4)*%x(E)?*xT
Es ist:
(4)° = A
(E)> = A, +E siche oben
also
I' = (A) x (AL +E)xTy
= (AL +E)xTy
= To+ ExTy
Die Charaktertafel liefert sofort
ExT=T1+T,
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Damit

I'="1T, + 275

Unter dem Einflufl anharmonischer Wechselwirkungen kann der 9-fach entartete Zustand
in 3 3-fach entartete Zustande aufspalten. Er kann aber nicht weiter aufspalten, da T}

und T3 irreduzible Darstellungen sind.

3 Auswahlregeln in IR- und Raman-Spektroskopie
(A) Infrarotspektroskopie

Die Infrarotspektroskopie beruht auf der Absorption von Licht durch Ubergéinge zwischen
Schwingungsenergieniveaus des Molekiils. Ubergénge zwischen Rotationsniveaus finden im
Mikrowellenbereich statt. Uberginge zwischen elektronischen Zustianden im optischen und

UV-Bereich.

Sei Hy der Hamiltonoperator des freien Molekiils. Wir legen von auflen ein elektroma-
gnetisches Feld an. Die Wechselwirkungen des Molekiils mit dem Feld werden durch den
Operator H; beschrieben. Zeitabhéngige Storungstheorie liefert fiir die Intensitdt (d.h.

Wahrscheinlichkeit) eines Uberganges zwischen stationiren Zustinden von H,

) I = initial
Ipr~ | < Up|H ¥ > | F = final

wobei

H0|\I/] >= E]|‘1/[ >, H0|\PF >= EF|\I/F >

Die Wechselwirkungsenergie des Systems mit dem &dufieren Feld ist gegeben durch (in

Dipolnéherung)

Hi ~ ZQZ(AFZ)
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Dabei lduft die Summe iiber alle Teilchen (Elektronen und Kerne), ¢; sind die Ladungen
und 7; die Orte der Teilchen. A ist der Polarisationsvektor, d.h. ein Einheitsvektor in

Richtung des Vektorpotentials A.

Da wir nicht an der Elektronenbewegung und an elektronischen Ubergéngen interessiert

sind, kénnen wir in Born-Oppenheimer-Néherung schreiben
N 2 5
Hi~ > 4i(A-R))
j=1
Dabei sind §; "effektive Ladungen” der Atome. Andererseits ist
Y GR; =i
J
gleich dem Dipolmoment zi des Molekiils.
Damit ist schlieBlich
Hy~A-ji

und

Ly ~ | < \Ijv’Vi ) ﬁ|‘1’v > |2 (1)

Dabei sind ¥,, und ¥, die Schwingungswellenfunktionen der Zusténde, zwischen denen

der Ubergang stattfindet.

Bemerkung;:
‘H1 braucht sich nicht nach der totalsymmetrischen Darstellung der Symmetriegruppe des
Molekiils zu transformieren, da er die Wechselwirkungen mit einem externen Feld be-

schreibt.

Das Dipolmoment /i ist eine Funktion der Normalkoordinaten des Molekiils. Wir kénnen

f(Q) entwickeln

1@ =0+ 3 (55 ) @t 2)

=1
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Wenn wir den ersten Term in (1) einsetzen, so ist

< Uy |A - G0)|[T, >~ Gy

wegen der Orthogonalitdat der Oszillatorfunktionen. Die Wechselwirkungen des permanen-

ten Dipolmoments i(0) mit dem #uBeren Feld fiihrt also nicht zu Ubergéingen zwischen

Schwingungsniveaus.

Der zweite Term der Entwicklung (2) liefert

op

M
]v’vN|ZA< ) <\IIVI|QZ‘|\I/V> |2
i=1 9Q; 0

Dabei stehen v’ und v kollektiv fiir die M Quantenzahlen des End- und Anfangszustands

/ / /
V=01...0y; V =0;...0y

Sei U, = ¥y = V¥, o der Schwingungsgrundzustand. Es ist

Qi\IIO...O ~ \IJO...I...O

1 — te Mode

da ja H(Q;) = Q; ist. Also ist

< Uy |Qi|Vo >~ 6y 1

Ubergiinge kénnen also nur in die Grundschwingungszustinde geschehen, oder, anders

ausgedriickt, die Schwingungsquantenzahl jeder Mode kann sich nur um 1 &ndern. Man

kann leicht zeigen, daf} dies auch fiir beliebigen Anfangszustand ¥, # Vg gilt.

Wir haben damit die "Auswahlregel” fiir Infrarotiibergénge

vi=1v; =1

fiir jede Mode 1 =1... M.

(3)

(v = v+1 bedeutet Absorption des Photons, v = v—1 bedeutet Emission eines Photons.)
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(Nur Ubergénge zwischen

benachbarten Niveaus)

Bermerkung;:

Bei der Herleitung der ”Auswalregel” haben wir die Entwicklung (2) nach dem linearen
Glied abgebrochen und Eigenschaften der harmonischen Oszillatorfunktionen benutzt. Die
" Auswahlregel” beruht auf diesen Ndherungen. Durch hohere Ableitungen von /i und durch
anharmonische Terme im Potential konnen auch Ubergéinge mit Av > 1 Intensitét be-
kommen. Man spricht hier manchmal von “mechanischer” (Schwingung) und "elektrischer”
(fi(Q)) Anharmonizitit. In der Regel sind Ubergéinge mit Av > 1 sehr schwach im Ver-
gleich zu Av = 1- Ubergéingen. Dennoch ist (3) eine niherungsweise Regel und sollte nicht

verwechselt werden mit exakten Auswahlregeln, die aus Symmetrieeigenschaften folgen.

Symmetrie- Auswahlregeln fiir Infrarot-Spektren
Sei U der Schwingungsgrundzustand und W¥,, ein beliebiger angeregter Schwingungszu-
stand, der sich nach der [-ten irreduziblen Darstellung transformiert. Dann ist fiir das

Integral

[ Wopa®odQ <5 SRR TR (R) [ WinnaedQ

a’'bt/

Dabei sind a, b die Indizes der Komponenten von ¥, und ji. k ist die Darstellung, nach
der sich eine oder mehrere Komponenten von /i transformieren. Diese Gleichung gilt fiir

jede Operation R der Gruppe. Wenn wir iiber alle R summieren und durch die Ordnung
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h dividieren, haben wir

/ W 1, UodQ = Z Z T (R)*T")(R) / Uy 110 odQ

a’ b

Nun ist nach dem Orthogonalitdtstheorem
- Z T (R) TU)(R) ~ Sradapdare

D.h., die Summe iiber R auf der rechten Seite ergibt null, wenn k # {. Also haben wir

Ein Infrarot-Ubergang vom Grundzustand in den Zustand¥,, ist nur méglich, wenn eine

oder mehrere Komponenten von ji und ¥, sich nach derselben irreduziblen Darstellung

transformieren.

Eine dquivalente Aussage ist die folgende:

Ein Infrarot-Ubergang Uy — W,/ ist nur moglich, wenn

'y x FM DIy,

d.h. wenn das direkte Produkt der Darstellungen von W,, und ji die totalsymmetrische
Darstellung I' 4 enthélt.
Wenn der Anfangszustand nicht Wy ist, sondern ein beliebiger Schwingungszustand W,

so ist die offensichtliche Verallgemeinerung der Auswahlregel:

Ein Infrarot-Ubergang ¥, — W,/ ist nur moglich, wenn

FUXFUIXFNCFA

Transformationsverhalten des Dipolmoments:

N
=1
My = Z qu;
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Die Komponenten des Dipolmoment-Vektors transformieren sich wie die Koordinaten
T, Y, 2.

Beispiel:  CHy(7})

1) Ubergang vom Grundzustand zu v = 3 der E-Schwingung:
Wir hatten

M3=(EP=4,+A4+F

Aus der Charaktertafel von Ty:

r,=1

Also ist der Ubergang verboten, da 75 nicht in (E)? enthalten ist. Wir kénnen auch
bilden

FgXF‘u = (A1+A2+E)XT2

= T2+A2 XT2+EXT2
—_— =
T T +T>
= 277 + 275

Das direkte Produkt enthélt nicht die totalsymmetrische Darstellung, also ist der

Ubergang verboten.

2) Ubergang von v = 1 der Ty-Schwingung zu v = 2 der E-Schwingung:

I,=(E)?=A4+E
Wir bilden:

FU/XFUXFM = (A1+E)XT2XT2
= TQXT2+EXT2XTQ

TQXTQ = A1+E+T1+T2
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EXTQXTQ = EX(A1+E+T1+T2)

= F+ EXE +ExT|+Ex1Ts
A1+As+E T +Ts Th+T>
= A+ Ay +2E + 2T + 275

FUIXFWXFH = 2A1+A2+3E+3T1+3T2

Das direkte Produkt enthilt die totalsymmetrische Darstellung, der Ubergang ist also

erlaubt.

Wir hatten eingangs diskutiert, dal Ubergénge mit Av > 1 in der Regel viel weniger inten-
siv sein werden als Ubergiinge mit Av = 1. Eine besonders einfache Form der Auswahlregel
ergibt sich, wenn wir nur Uberginge vom Grundzustand zu Grundschwingungszusténden
v; = 1 betrachten. Diejenigen Schwingungen, fiir die dieser Ubergang symmetricerlaubt
ist, heiflen infrarotaktiv. Da ¥, mit v = 1 sich wie die entsprechende Normalkoordinate

transformiert, folgt sofort

Eine Schwingung ist infrarotaktiv, wenn die Normalkoordinate sich nach derselben irre-

duziblen Darstellung transformiert wie eine oder mehrere der kartesischen Koordinaten

T, Yy,z.

Damit konnen wir mit Hilfe der Charaktertafel sofort die infrarotaktiven Moden bestim-

men. In CHy, z.B., ist I', = T5, d.h. nur die beiden T5-Moden sind infrarotaktiv.

(B) Ramanspektroskopie

Waéhrend die Infrarot-Spektroskopie auf der Absorption bzw. Emission von Lichtquellen
beruht, handelt es sich beim Raman-Effekt um einen Streuprozess, namlich die inelasti-
sche (bzw. superelastische) Streuung von Licht. Die elastische Streuung heifit Rayleigh-

Streuung.
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Eine vollstdndige Theorie des Raman-Effekts ist ziemlich kompliziert und kann hier nicht
gegeben werden. Wir hatten gesehen, dafi die Wechselwirkungen des Dipolmoments mit
dem elektromagnetischen Feld zur Infrarotabsorption bzw. Emission fiihrt. Dabei ist nicht
das permanente Dipolmoment entscheidend, sondern die Ableitung von ji nach den Nor-

malkoordinaten.

Dem Raman-Effekt liegt ein anderer Mechanismus und damit andere Auswahlregeln zu-
grunde. Der Mechanismus ist folgender: das Feld der elektromagnetischen Welle polarisiert
das Molekiil und erzeugt so ein induziertes Dipolmoment. Die Wechselwirkung des Feldes
mit diesem induzierten Dipol ist die Ursache des Raman-Effektes. Die entscheidene Grofie
fiir die Berechnung von Raman-Intensitéaten ist daher die Polarisierbarkeit des Molekiils.

Der Polarisierbarkeitstensor « ist definiert durch

ﬁ(i) - oF
oder explizit
g Cpr Qzy Qs E,
/Lz(f) - Qyy  Qyy Oy y
@) oy Qy Qs E.

« ist ein Tensor, da das induzierte Dipolmoment i.a. nicht parallel ist zu der Richtung des

dulleren Feldes.

Die Theorie des Raman-Effektes liefert, dafi die Intensitidt des inelastisch oder superela-

stisch gestreuten Lichts proportional ist zu

[v’v ~ |/dQ\Di’aij\Ijv|2 (1)

mit ¢, 7 = x,y, z. Dabei sind ¥, und ¥, die Wellenfunktionen der Schwingungs-Anfangs

und Endzusténde. Es ist wiederum der Q-abhéngige Teil von «, der zu Ubergingen zwi-
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schen Schwingungsniveaus fiihrt.

Ausgehend von (1) wollen wir wiederum die Symmetrieauswahlregeln fiir den Raman-

Effekt herleiten. Es folgt sofort:

Ein Raman-Ubergang ¥, — WU,/ ist nur maglich, wenn

I'n xI'vy xI'y C T4

Die Auswahlregel wird wiederum besonders einfach, wenn wir nur Ubergénge vom Grund-
zustand zu Grundschwingungszustinden betrachten. Wenn dieser Ubergang fiir eine be-

stimmte Mode symmetrieerlaubt ist, nennen wir diese Mode Raman-aktiv. Es folgt sofort:

Eine Schwingung ist Raman-aktiv, wenn die Normalkoordinate sich nach derselben
irreduziblen Darstellung transformiert wie mindestens eine Komponente des Polari-

sierbarkeitstensors.

Transformationseigenschaften von a:
Wir wollen zeigen, dafl sich a wie die Produkte von kartesischen Koordinaten transfor-

miert.

Sei R eine beliebige Symmetrieoperation. Dann ist

— R — S\ —
fi — i@ =T(R)ji

=,

2, B =T(R)E

I'(R) ist die Transformationsmatrix, ;i und E transformieren sich gleich. Der transfor-

mierte Tensor o' ist definiert durch

also



Da T orthogonale Matrix

Also

i=T(R)" «T(R)E

a=TTaT

o =Tal'"

Betrachten wir andererseits, das dyadische Produkt

Es folgt

D.h., der Polarisierbarkeitstensor « transformiert sich wie das dyadische Produkt des kar-

X rr Iy Iz
= Y (ZE, Y, Z) = yr yy y=<
z Zr zZY =z
—— R
A

L R o
Pl = TR T

tesischen Koordinatenvektors.

Die Transformationseigenschaften des Produkte x2,4?, 2%, 2y, vz, yz sind in der Charak-

tertafel aufgefithrt. Damit kénnen wir mit Hilfe der Charaktertafel sofort die Raman-

Auswahlregeln angeben.

Beispiel CHy:

Raman-aktiv sind Ay, E und die beiden T5-Moden. Letztere sind also sowohl infrarot- wie

Raman-aktiv.

Aus dem bisher Gesagten folgt sofort die bekannte Ausschliessungs-Regel:



In einem Molekiil mit Inversionssymmetrie kann keine Schwingung gleichzeitig

infrarot- und Raman-aktiv sein.

Diese Regel folgt sofort daraus, dafl z,y,z unter Inversion das Vorzeichen wechseln,
wihrend alle Produkte 22, zy,... in sich iibergehen. Also miissen sie zu verschiedenen

Darstellungen gehoren.
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Teil V

Der Fermi-Resonanz-Effekt
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Wir haben uns bisher durchwegs auf die harmonische Naherung beschriankt. Diese Néhe-
rung ist in der Regel eine gute Néaherung fiir die niedrigsten Schwingungszustéinde, denn
diese entsprechen klassisch Schwingungen mit kleiner Amplitude. Je stérker die Schwin-
gungsanregung wird (d.h. je grofler die Amplitude bzw. je hoher die Schwingungsquan-
tenzahl) umso schlechter wird die harmonische Ndherung. Wihrend eindimensional (d.h.
fiir zweiatomige Molekiile) die Berechnung von Energieniveaus und Schwingungswellen-
funktionen fiir beliebige anharmonische Potentiale kein prinzipielles Problem ist, wird die
Situation fiir vielatomige Molekiile sehr schnell hoffnungslos kompliziert. Die Schwierigkeit
liegt weniger in der Anharmonizitdt der einzelnen Moden, als vielmehr in der Kopplung
der Moden durch anharmonische Terme im Potential, z. B. )\”QZQ§ usw. Nur in harmo-

nischer Naherung gibt es unabhéngige Normalschwingungen.

Da man vieldimensionale Schrodingergleichungen nur mit groflem Rechenaufwand losen
kann, ist man bei vielatomigen Molekiilen weitgehend auf die harmonische Ndherung an-
gewiesen. Es ist jedoch wichtig, ein qualitatives Verstdndnis der anharmonischen Efekte

zu bekommen.

Wir hatten bereits in Teil IV gesehen, dal Obertone und Kombinationsniveaus entar-
teter Moden in harmonischer Naherung oft hochgradig entartet sind. Diese Entartung
wird teilweise aufgehoben, wenn Anharmonizitéit beriicksichtigt wird. Die Gruppentheo-
rie ist ein auflerordentlich wichtiges Hilfsmittel, um diese Aufspaltungen vorherzusagen.
Wir brauchen dabei die genaue Form der Anharmonizitit gar nicht zu kennen. Durch Zer-
legung der reduziblen Darstellung eines Obertonzustands nach irreduziblen Darstellungen
wissen wir, welche Zusténde prinzipiell nicht aufspalten konnen. Wenn die Aufspaltung
symmetrieerlaubt ist, wird es immer irgendwelche Terme im Potential geben die eine —

wenn auch kleine — Aufspaltung bewirken.
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Wir wollen uns hier einem eng verwandten Effekt zuwenden, ndmlich der Wechselwirkung
beinahe entarteter harmonischer Zustande durch anharmonische Terme im Potential. Die-

ser Effekt heif3t Fermi-Resonanz.

Wir betrachten 3 harmonische Schwingungen mit den Frequenzen wy, ws, ws. Zufélliger-
weise gelte

wy + we = ws .

D.h., der Kombinationszustand W;( ist beinahe entartet mit dem Grundschwingungszu-

stand \1]001.

W10 und Wy, sind Eigenzustinde des harmonischen Hamiltonoperators Hy. Den vollstéandi-

gen Schwingungs-Hamiltonoperator H konnen wir schreiben
H=Ho+W

wobei W nach Definition die anharmonischen Korrekturen beschreibt, also Terme dritter

und hoherer Ordnung in den Normalkoordinaten enthélt.

Wir suchen die Eigenfunktionen des vollsténdigen Hamiltonoperators
HVU = BV

Um V¥ zu bestimmen, entwickeln wir W nach den harmonischen Eigenfunktionen. Da wir
nur an den nahe benachbarten Zustanden (110) und (001) interessiert sind, konnen wir
ndherungsweise schreiben

U =aVy+ ¥

Einsetzen liefert

aHV 10+ BHY g1 = aEWq19 + BEYon
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Wir multiplizieren von links mit W7, bzw. U, und integrieren iiber )1, )2, Q3. Es ist
/\I/TIOH\IJUOCPQ = w1 +w2 +/\I/T10W\I/110d3Q
[ WMo d'Q = wy+ [ W 0idQ

/‘IjﬁoH‘I’omdBQ = /\PEOW\POOICZZ”Q =A

Wir wollen annehmen, dafl W eine kleine Korrektur darstellt. Dann kénnnen wir in den

Diagonalelementen von ‘H die Korrektur durch W vernachldfligen und wir erhalten

(wy +wo)a+ AL = aF

wegen der Orthogonalitéit der Oszillatorfunktionen. Dies ist gerade ein Eigenwertproblem

Ax = Ex
wy +wy A o
A w3 5}

Der Eigenwert E ergibt sich aus

wy +wy — F A
A wy — B
Dies liefert eine quadratische Gleichung fiir den Eigenwert. Wir wollen der Einfachheit
halber annehmen, dafl

wy + wy = wg = Fy

d.h. die harmonischen Energieniveaus seien zufillig entartet (genauer: |w;+ws—ws| < A).

Dann ist

Ey—FE A
A Ey—-FE
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(Eoy— E)>—A?=0
Ey— E=+A

ELQ = EQ + A (].)

Aus dem urspriinglichen entarteten Energieniveau Ej ergeben sich zwei nichtentartete

Energieniveaus mit

E;, — Ey =2A

Das nichtdiagonale Matrixelement von W bestimmt also die Grofle der Aufspaltung.

Wir bestimmen noch die Koeffizienten o und (:

Eigenwert E; =

Bigenwert Ey =

Interpretation:

EO—AI

(Eo — Ev)a+Af = 0

— Aa+Af =0 — a=-f0=
Ey+ A

(Eo — E2)a+Af = 0

1
—Aa+AB = 0 — a=p= 7
] Ly, — LU
1 = 5z Y10 /3 Yoo )
~2 = %‘Ifno + \2\11001

Das zufilling entartete harmonische Energieniveau Fy = wy + wy = w3

spaltet auf in 2 Energieniveaus F; = Fy—A und Ey = Ey+A. Die neuen Wellenfunktionen

¥, und ¥, sind Linearkombinationen der urspriinglichen harmonischen Wellenfunktion;

in unserem Spezialfall tritt maximale Mischung ein, d.h. |a| = |5].
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Die Aufspaltung 2A bedeutet eine Stérung der harmonischen Energieniveaus. Die tatséchlich
beobachteten Energieniveaus stimmen im Fall der Fermi-Resonanz nicht mit den harmo-
nisch berechneten Energieniveaus iiberein. Man kann sich leicht iiberlegen, daf die Stérung
umso geringer wird (bei gegebener Anharmonizitit W) je grofler die Differenz zwischen
w1 + wo und ws. Wenn W geniigend schwach ist, erfahren nur sehr dicht liegende harmo-

nische Zustéande eine Stérung.

Ein zweiter wichtiger Effekt betrifft die Intensitdten. Angenommen )1, ()2, Q3 seien alle
infrarot-aktiv. Der Ubergang Voo — WPyi19 wird demnach viel weniger intensiv sein als
der Ubergang Wopo — W01 wegen der niherungsweisen Auswahlregel Av = 1. Im Falle
der Fermi-Resonanz bestehen die tatsiachlichen Wellenfunktion \Tfl und \Tlg aber aus einer
Mischung von Wyj9 und Wyg;; wenn die Mischung maximal ist wie in (2), werden beide

Linien etwa gleiche Intensitdt bekommen.

(P +v;}) ¥

\ {a)

\ 1 (b)

Fig. 10.11. (a)The spectrum expected for the combination, (v; +v;), and the fundamental
Vk, in the absence of Fermi resonance. (b) The actual spectrum where the two bands have

diverged and shared intensity as a result of Fermi resonance
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Das Auftreten der Fermi-Resonanz ist beschrénkt durch Symmetrieauswahlregeln. Da 'H
sich immer totalsymmetrisch transformiert, kann A nur ungleich null sein, wenn sich ¥y
und Wy, nach derselben irreduziblen Darstellung transformieren. Dies illustriert einmal

mehr die Bedeutung der Symmetrieeigenschaften der Schwingungszusténde.
Beispiel: COa:
Am CO, Molekiil wurde der Effekt 1931 von Enrico Fermi “entdeckt”. CO4 hat folgende

Grundschwingungsfrequenzen:

wy = 667cm ™! (Winkelschwingung, I1,,)
wy = 1300cm ™1 (symmetrische Streckschwingung, 1)
wsy = 2350cm ™! (antisymmetrische Streckschwingung, >7)

Der Zustand (2,0,0) hat die Energie 1334 cm™! und ist also beinahe entartet mit (0,1,0).
Wo10 hat die Symmetrie Z;. Wir miissen zunéchst die Symmetrie von Wsyy bestimmen,

um zu entscheiden, ob eine Fermi-Resonanz méglich ist.

Charaktertafel von Dp:

Dooh FE 20& xR0y, 1 25?0 OOCQ
Z; 1 1 1 1 1 1
) 1 1 —1 1 1 —1
11, 2 2cos ¢ 0 2 —2cos ¢ 0
A, 2 2 cos(29) 2 2 cos(29)

S 1 1 1 -1 —1 —1
dou 1 1 -1 -1 —1 1
IT, 2 2cos ¢ 0 -2 2cos ¢ 0
A, 2 2 cos(2¢) 0 —2 —2cos(2¢)
R? E 2 E E 20 E
I,: X(R) 2 2cos ¢ 0 -2 2cos ¢
X(RY| 2 2 cos(20) 2 2 2 cos(20) 2
Xy(R) 3 2cos? ¢ + cos(2¢) 1 3 2cos? ¢+ cos(29) 1
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Es ist nach Kap. IV:

(R) = 3 (X (R + X(R)}

Um I'y auszureduzieren, beachten wir

cos(2¢) = cos? ¢ — sin® ¢

1 = cos?¢ +sin? ¢
2cos’¢ = 1+ cos(2¢)
Damit :
Xo(R) 3 142cos(2¢) 1 3 1+2cos(2¢) 1
Man sieht sofort: Ty =37 +4A,

D.h., von dem dreifach entarteten Zustand Wyqq transformiert sich eine Komponente nach

5 » die anderen beiden nach A,.

Da sich Wy nach Z; transformiert, ist eine Fermi-Resonanz moglich. Die Z;—Komponente
von Waogo kann mit Wy g wechselwirken und eine ”Aufspaltung” bewirken. Experimentell

beobachtet man im Raman-Spektrum von CO4 2 Linien

bei
1285 cm™!

und
1388 ecm™!

-1
1334 cm™! — 1388 cm

_—
- 00O

—_——_

1300 cm~! o o—__ .
1285 cm
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Sie entstehen durch Wechselwirkung der 1300 cm ™! und 1334 cm ™! ungestorten Zustéinde,
also klare Abstoflung. Der Wypo-Zustand wire normalerweise im Raman-Spektrum nicht zu
sehen, da 2-Quanteniibergéinge viel weniger intensiv sind. Durch die Mischung der Wel-
lenfunktion bei der Fermi-Resonanz "borgt” sich eine Komponente von Wy, Intensitit
von Wo9. Dementsprechend ist die zweite (A,) Komponente von Wyyy nicht im Raman-

Spektrum beobachtbar.
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Teil VI
Schwingungsstruktur in
elektronischen Ubergingen:

Franck-Condon-Prinzip
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1 Allgemeines

Wir haben bisher Ubergiinge zwischen Schwingungsenergieniveaus innerhalb des elek-
tronischen Grundzustands betrachtet. Wir wollen nun Ubergéinge zwischen elektroni-
schen Zustinden betrachten, insbesondere Uberginge vom elektronischen Grundzustand

in einen angeregten elektronischen Zustand (optische Absorption).

Zeitabhéngige Storungstheorie fiir die Wechselwirkungen zwischen Molekiil und elektro-
magnetischer Strahlung liefert fiir die Intensitéit der Absorption bzw. Emission:

"Fermi’s Goldene Regel”:

I(w)~Y| / WLH, W drd€|?6(Er — Er — hw)|  (h=1)
F

U, und ¥y sind Eigenzustinde von Hy (molekularer Hamiltonian) vor bzw. nach dem

Ubergang.

n

Hy~ S (—ei) =i

i=1

beschreibt die Wechselwirkung der Elektronen mit dem elektromagnetischen Feld (Di-
polndherung). Die d-Funktion beschreibt die Energieerhaltung. w ist die Frequenz des

absorbierten oder emittierten Lichts.

VU, und ¥p beschreiben wir in Born-Oppenheimer-Naherung, d.h. als Produkte

v, = 9,0,

UVp = &0
wobei

Tk +Vi—Ey)¥y = 0
(T +Vy — Ey)¥y = 0
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¥, und ¥y sind Schwingungswellenfunktionen in verschiedenen elektronischen Zusténden.

Schematisch eindimensional:

Ela \Ijl

Ey, ¥q - \\ 2 =0

Da die Potentiale verschieden sind, sind die Schwingungsniveaus und Wellenfunktionen

verschieden in beiden Potentialtopfen.

Mit Born-Oppenheimer-Naherung wird

[ virbdrds ~ [0 | [ @5(0.€)(@ p)i(r. €)dr] wdg

Definition: fri(§) = /@}(r,f)ﬁ@i(r,f)dr

heiBt das elektronische Ubergangsdipolmoment. Es hiingt nur iiber die Born-Oppenheimer

elektronischen Wellenfunktionen von den Kernkoordinaten £ ab. Damit
[ @ Wrdrdg ~ [ 5E i) U

Die Condon-Né&herung;:

fipi(§) ~ fizi(0)
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Diese Néherung setzt voraus, dafl die Born-Oppenheimer elektronischen Wellenfunktionen
geniigend schwach von ¢ abhéngen. £ = 0 bedeutet hier die Gleichgewichtsgeometrie des

Anfangszustands.

In Condon-Néherug:
/ UELH, U rdrde ~ € f17:(0)Syny

mit Syry — / U2, (6) W, (€)de

Syrv heift das Franck-Condon-Uberlappungsintegral. Das Spektrum wird schlieBlich

I(w) ~ le- figi(0)] Y [Sure?8 (Bv — By — )

|Syrv|? heiit Franck-Condon-Faktor.

|Syrv|* beschreibt die Intensitit eines bestimmten Ubergangs vom Zustand v = v ... vy
im elektronischen Anfangszustand zu einem Zustand v/ = v} ...v}, im elektronischen
Endzustand. Das elektronische Ubergangsmoment erscheint als konstanter Vorfaktor in

Condon-Néherung.

Schematisch eindimensional: v fest, z.B. v = 0:

I(w)

94



In vielen Féllen ist der Anfangszustand der Schwingungsgrundzustand v = 0. Oder es

liegt eine Boltzmann-Verteilung iiber die Anfangszusténde vor.

Ny ~ o Ev/RT

Das Absorptions- oder Emissionsspektrum liefert uns Informationen {iber die Schwin-
gungsenergieniveaus (Position der Peaks) und iiber die Schwingungswellenfunktionen durch
den Franck-Condon-Faktor (Intensitét des Peaks). Aus den experimentell beobachteten
Intensitéiten konnen wir wichtige Aufschliisse iiber die beteiligten elektronischen Potenti-

alflachen erhalten.

2 Berechnung des FC-Integrals

Wir wollen die Potentialflachen in harmonischer Naherung beschreiben. Das Potential V;

des Anfangszustands lautet in dimensionslosen Normalkoordinaten (h = 1)
I 1o
— Y w2 =260
3wt = 56T

Wir schreiben fiir das Potential des Endzustands

Vf:‘/;'f‘A

und entwickeln A() um & = 0:

A) = A0+ ) ( 85) Ly ( ai@i) G& +

z]l

In harmonischer Ndherung vernachléssigen wir Terme von dritter und héherer Ordnung.

m_(m) ”_<am>
=\og ), 7T \ogog ),

A(§) = A(0) + Z Ki&i + ; Z%’j&fy‘

Mit

95



Damit wird das Potential V; =V, + A

1
Vi(€) = Vi(0) + ) k& + 3 > (i + widig)&&;
i i

Wir geben wieder zu Matrix-Schreibweise iiber:

R1

Ry

Damit

w1+ 711 Y12

Y21 Wa + Y22

Wy + YmMMm

Vi(€) = Vi(0) + 7€ + 5€TTE

(1)

Wir haben damit das Potential V; in den Normalkoordinaten ¢ des Anfangszustands i

ausgedriickt. Die ¢ sind natiirlich nicht Normalkoordinaten fiir Vy, da sich V; von V;

unterscheidet. Wir sehen, da§ V; lineare Terme (&;) und gemischte quadratische Terme

(&, &;) enthilt.

Die Normalkoordinaten von V; sond bestimmt durch die Forderung

. 1M
Vi(€) = 3 > " @;&7 + const.
-1

n 1 e~ -
Vi(€) = 5{95 + const.

Die w; sind die Normalfrequenzen im elektronischen Endzustand f.

Aus der Form (1) ist klar, dal wir eine Drehung und Verschiebung der Normalkoordinaten

benotigen. Wir setzen an

£=JE+k

J konstante Matrix

k konstanter Vektor
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Die Matrix J beschreibt im allgemeinen eine Rotation und Stauchung der Normalko-
ordinaten von V; gegeniiber den Normalkoordinaten von Vj; dies wird als Duschinsky-
Rotation bezeichnet. Falls die Matrix J diagonal ist, haben wir nur Frequenzénderungen,
aber keine Rotation der Normalkoordinaten. Der Vektor k beschreibt eine Verschiebung

des Ursprungs der Normalkoordinaten gegeniiber V;.

Die Transformation von (1) auf (2) laBt sich exakt durchfithren. Wir wollen dies der
Kiirze halber hier jedoch nicht explizit durchfithren. In der Praxis ist es oft eine gute
Néherung, die zweiten Ableitungen +;; zu vernachléssigen. Wir betrachten im folgenden

den einfachen und wichtigen Spezialfall
1
Vi(€) = Vi(0) + TE + 260 )

und machen den Ansatz

~

E=t+k  £=(-k
d.h. nur Shift der Normalkoordinaten, keine Duschinsky-Rotation. Wir ersetzen & durch
&

ViE) = V0 +rTE 1+ 5 (E-RTRE )

. Loar oo 1 1x 1 >
= Vi0)+r"¢E—k'k+ igmg + 5kmk — 55T9k — ikTﬂf
k wird so bestimmt, daf3 die Terme linear in é verschwinden:
KE—K ' QE=0
(beachte, daB £TQk = 3, wi&ik; = kT QE)
also o= k'Q
k = Qk
k = Qs (ki = Kifw;)
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Damit

. 1o - 1
V(&) =V3(0) — k' Q2 k + §§TQ§ + 5,59—199—1,.@

V(€)= Vy(0) + ;€706 LaTQ Mk

Hy =

1(o\ [0\ 1. - 1+

(3)

Damit haben wir H; wieder auf die Form eines harmonischen Oszillators gebracht, bis

auf eine Konstante. Die Frequenzen bleiben ungeédndert.

Interpretation (schematisch eindimensional):

Vs
~ Ii\“‘\\\ V 1 /
Ay
ov; { N~
— - v
%kﬂ“\
//
/
//
- &€

Es gibt einen Shift der Gleichgewichtsgeometrie, aber keine Anderung der Offnung der

Parabel. Die Verschiebung des Minimums bedeutet immer eine Absenkung 6V} des Mini-

mums.
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Die Eigenfunktionen von (3) kénnen wir nun sofort hinschreiben:

A

F M 2 1M g
Wy (5) = Ny H Hv; (fl-)efﬁ Zi:l &
i=1
Damit konnen wir das Franck-Condon-Integral Sy, berechnen:

M M
Sy = NNy [ g [ Hug(§ + ke B 260" s T, (g)e 2060

i=1 i=1

Offensichtlich faktorisiert S,/ in ein Produkt

SV/V = Hlj\il SUZ,.’Ui
Sure = Not Ny [ dEH (€ + k)Ho (€)em 38 e 3 (4R

Im folgenden wollen wir uns auf den wichtigen Spezialfall v = 0 beschranken (Absorption

aus dem Schwingungszustand)
So = NurNo | dHup (€)™ 376307

mit & =&+ k; e V% = ¢ 1/2AER)? = om1/27 ke o1 /2K
Zur Auswertung des Integrals machen wir Gebrauch von der Methode der erzeugenden

Funktion. Im Fall der Hermite’schen Polynome ist

2 = 1
it = 3 L (©a” (%

Eine Funktion der zwei Variablen £ und « wird so entwickelt in eine Potenzreihe nach o

mit Koeffizienten H,,(§). Um (*) anwenden zu konnen, machen wir die Substitution
a=1/2k
Damit
K = S €2
L L SR A

n=0 """
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Eingesetzt in das Integral:
Sy = N, NO/ de' Z—e 2 (e /2) " Ho (Y H (€)e8"

Es ist
NN, / Moo (€Yo (€)e €7 de" = 6

(Orthogonalitdt der harmonischen Oszillatorfunktionen.)

Von der Summe iiber n tragt also nur der Term n = v’ bei

]_ 112 ’ 2
S0 = NoNowe 8 (k/2)" [ [ () e F'de

NQ/df e € = 1
/ dE [Ho ()] e = N2

also

Ny 1

SU’O N (k/ )

Es ist

1

\/ /T 12Y

xo = V2V

Sv’O = \/—(k/\/_> k/f)Q

Der Franck-Condon Faktor und die Intensitat wird damit

|Sv’0|2 (k/\/_) —(k/v2)?

N, =

Mit
a=(k/V2)?
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wird

a - _
|S’U/0|2 = me a

Die Verteilung der Intensitét iiber die Schwingungszusténde ist durch eine Poisson-Verteilung

gegeben.

Es ist

e} v

oo ) a
> Suwlf =€) =
v=0

=e %" =1 (Summenregel)
= !

Wenn a = 0, ist [Syol* = o, d.h. nur der v = 0 — v = 0 Ubergang erhilt Inten-
sitdt. Wenn a # 0, verteilt sich die Intensitét iiber mehrere Endzustinde. Die mittlere

Quantenzahl der Schwingung nach dem Ubergang ist

00 v’
7 = 2o - 3 o oa
ZI'U/O B 'U/‘
V=
, 00 av’—l
_ 00 a’ —a _ —a
S A S
-1 = (W =1)!
= ay v,,e ¢ = a

D.h., je groer a, umso stéarker die Schwingungsanregung. a ist durch das Quadrat der

dimensionslosen Verschiebung der Gleichgewichtslage gegeben.

Fiir das mehrdimensionale Problem ist der Franck-Condon-Faktor in unserer Néherung

gegeben durch

/

M Y

ool = e Zve T %

4l
zlv

| 1 va

Die Faktorisierung beruht auf unserer Néherung ~,; = 0 fiir 7 # j.
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Anwendungsbeispiele:

Beispiel 1 (Abb. VI.2):
A, — X1 Z;—Ubergang in N,

(J. Chem. Phys. 64, 612 (1976)).

Beispiel 2 (Abb. VI.3):
QA(NH;) — 1A1(NH3> in NH3
(erste Bande des Photoelektronenspektrums von NHj)

(Mol. Phys. 34, 1759 (1977)).

Praktische Bedeutung der Franck-Condon-Analysen: Bestimmung des Verschiebungspa-
rameters k aus der Intensitédtsverteilung der Schwingungsprogression. Liefert Information

iiber die Gleichgewichtgeometrie im angeregten Zustand.
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FIG. 1. The vibrational intensity distribution calculated for 30, — 1m, excitationof Na(a)
compared with the vibrational structure of the a'Il, — X1 Z; (b) and A1, — X! E;r (c)
transitions observed in the electron impact spectrum.!” The vibrational lines in the calculated

spectrum (a) are drawn as Gaussians to simulate the limited resolution in the experimental

spectra (b, c).

Abb. VI.2
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The first band in the photoelectron spectrum of NH3 as recorded by Rabalais et al. [20]

(upper part) and the calculated spectrum (lower part). The calculation is an absolute one,
including the calculation of the position of the band on the energy scale. The assignment of
the lines to the bending and the stretching vibration is indicated on top of the calculated

spectrum.

Abb. VI3
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konventionelle harmonische Néherung vs. ”Gradienten-Methode”

Abb. VI4
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"Gradienten-Methode” vs. konventionelle Naherung:
Abb. VI.4

Gradientenmethode:

Entwicklung von V;(Q)) um den Punkt A (Zentrum der Franck-Condon-Zone).

konventionelle harmonische Naherung:

Entwicklung um den Punkt B (Minimum von V;(Q)).

Entwicklung um A gibt korrekte Breite ¢ der Franck-Condon-Verteilung, wiahrend Ent-

wicklung um B eine schlechte Ndherung fiir ¢ liefert.

Dagegen liefert Entwicklung um B genaueres Eigenwertspektrum (Linienpositionen).

Entwicklung um A ist vorteilhaft fiir breite und diffuse Spektren.

Abb. VL5: Vergleich der Gradientenmethode und der konventionellen Methode fiir den

APy F — X'y F-Ubergang in Nj.
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Fig. 5.2. FC envelopes for the A3Y° " — X! Z; transition of No. (1) Calculated from Morse
potentials. (2) Calculated in the traditional harmonic approach. (3) Calculated with the present
formalism using linear and quadratic coupling constants. (4) Obtained as curve 3, considering

linear coupling only.

Abb. VL5
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3 Symmetrie-Auswahlregeln fiir FC-Faktoren

Wir gehen zuriick zu

A(¢) :A(O)f% <8A>05i+;§j ( oA )0§i£j+...

i=1 8& ij=1 afzagj
——— ~————
Ri Yij

fir A = Vy —V,. Dasich H; =T+ V; und H; = T+ V} totalsymmetrisch transformieren,

muB sich auch A(&) totalsymmetrisch transformieren. Daraus folgt:

k; # 0 nur fiir totalsymmetrische Koordinaten &;.

Da sich & (oder Y-, &2 fiir entartete Moden) totalsymmetrisch transformiert, kann +;

immer von null verschieden sein.

Die Bedingung fiir v;; # 0 ist:

FiXFjDAl

Wenn A(§) = A(0) + %Z%jfl{j, ergibt sich stets nur schwache Schwingungsanregung,
d.h.

So0]?

Q

’SvO|2

Q
o

fir v#0

d.h. Frequenzénderung ist viel weniger effektiv fiir die Schwingungsanregung als eine Ver-
schiebung der Gleichgewichtsgeometrie. Es folgt, dafl nur totalsymmetrische Moden stark

angeregt werden kénnen. Dies bedeutet fiir hochsymmetrische Molekiile eine sehr wichtige

Auswahlregel:

Beispiele:

CHy: Nur einer von 9 Schwingungsfreiheitsgraden wird angeregt !
Cg¢Hg: Nur 2 von 30 Schwingungsfreiheitsgraden werden angeregt !
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Diese Auswahlregel gilt nur fiir nichtentartete elektronische Zusténde in Born-Oppenheimer-
Néherung. Beim Ubergang in entartete elektronische Zustéinde (z.B. A — E) kénnen auch
nichttotalsymmetrische Schwingungen stark angeregt werden (sog. Jahn-Teller-Effekt).

Dann bricht auch die Born-Oppenheimer-Ndherung zusammen.

Gilt auch nur, wenn die Symmetriegruppe erhalten bleibt (Reduktion der Symmetrie

resultiert aus vibronischer Kopplung).

4 Vibronisch induzierte elektronische Ubergiinge
(Nicht-Condon-Effekte)

Wir hatten:

Opyi
fipi(§) + iy (0 +Z<8IZ> Skt
0

Das Franck-Condon-Prinzip setzt voraus, dafl

d.h. der elektronische Ubergang ist dipol-erlaubt.

Wenn [i;;(0) = 0 ist, werden hohere Terme in der Entwicklung von fif;(§) wichtig:

q Ofiyi
ufi(é)—2<8§£> &+ ... (1)
0
Es ist
Ofii 0P’ 0P,
06, _/dré?fk <I>+/dr<I>f,ua€ (2)
Sei fiz(0) =0, d.h.
IixDyxTp=T14+...2T4 (3)
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I['; sei irgendeine der nichttotalsymmetrischen Darstellungen, die bei der Reduktion von

I'; x I'y x 'y auftreten.

Die Auswahlregel fiir 0jiy;/0& # 0 ist

IixT,xTpxIy D4 (4)

D.h. Normalkoordinaten der Symmetrien I'; auf der rechten Seite von (3) haben die Ei-

genschaft, da8 Ofis;/0¢ # 0 ist. Sei & eine solche Mode. Dann ist

/ \IIFH1\IIIdrd§~6<8MZ> [ b (v (©)

Speziell v =0 und v = 0 (lineare Kopplung)

/ U H U drds ~ é (6’” ) o1 [ [ Swro
9¢ o A

I(w) ~ [¢ (auﬁ) 3 TS0l (Bv = Eo =)

v'#v j#

mit By = V;(0) + (w1 +1/2) + Y (vjw; + 1/2)
i

2; heifit die induzierende Mode; sie wird mit genau einem Schwingungsquant angeregt.
Darauf aufbauend gibt es eine Progression von totalsymmetrischen Moden mit den Franck-

Condon-Faktoren |S,|?.

"Herzberg-Teller-Mechanismus”

Beispiel: X — B in CgHgt
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Fig. 3. Resonance-enhanced muitiphoton dissociation spectrum
of CsHg starting from the vibrationiess ionic X state. The struc-
ture is due 10 the transition B—X(0,).
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Fig. 4. Resonance-enhanced multiphoton dissociation spectrum
of CsHZ starting from the ionic X state with one quantum of the
vy excited. The structure is due to the transition B~ (16,).
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Vi B2E2g Egg X Egu D Agu
VvV =
Elg X A2u - Elu
verboten erlaubt (z,y) = By
As, ist dipolerlaubt
von X2Ey,, v = 0.
v=_0 X 2Elg

Abb. VI.6

111



Teil VII

Vibronische Kopplung

112



1 Adiabatische und diabatische Darstellung

Wir wollen nun den Bereich der Born-Oppenheimer-Ndherung verlassen und Kernbewe-
gung betrachten, die nicht auf eine Fldche beschriankt ist. Elektronische und Schwin-
gungsbewegung sind nicht mehr getrennt: man spricht von vibronischer Kopplung und

vibronischen Zustanden.

Ausgangspunkt ist die exakte Grundgleichung von Teil II (A = 1):

{TK + Wn(Q) - E} Xn(Q) = ZAnme(Q) (1)

A :;wj/drq);(r,Q) lagjcpm(r,cg] 50 +Z /drcb* (r,Q) [aQQ (, Q)}

(ab jetzt Q statt &)

wobei wir dimensionslose Normalkoordinaten (); des elektronischen Grundzustands ver-

wenden, sodafl
1
=52 w;0° 1003
J

Die exakte Wellenfunktion ist

oo

= 2_:0 CI)m(I', Q)Xm(Q> (2)

wobei die ¥,,, die adiabatischen elektronischen Wellenfunktionen sind

{Te+V(r, Q) = Wn(Q)} Pm(r, Q) =0 (3)

und die A&}, durch (1) bestimmt sind.

Wenn wir die nichtadiabatischen Kopplungen A,,,,, vernachléssigen, erhalten wir die Born-

Oppenheimer-Naherung.
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Im allgemeinen ist

|Wn - Wm| > |Anm|

und die Nicht-Born-Oppenheimer-Kopplung ist klein.

Dies gilt nicht mehr, wenn fiir bestimmte Q W, (Q) =~ W,,(Q), d.h. elektronische
Zusténde entartet oder fast entartet sind. Im allgemeinen sind dies immer nur 2 (evtl.
3) Zusténde, fiir die dies auftritt. Nur in diesem Unterraum und fiir bestimmte Q ist die

Born-Oppenheimer-Néherung verletzt.

Wir wollen uns daher auf den Unterraum von 2 elektronischen Zustdnden beschranken.

Erweiterung auf mehr als 2 Zustédnde ist offensichtlich. Die exakten Gleichungen lauten:

U(r, Q) = &1(r, QQX1(Q) + Po(r, Q)A(Q) (4)

(Tk +W1(Q) — E)X(Q) = AnXi(Q) + ApXa(Q)
(T +W2(Q) — E)X(Q) = AunXy(Q) + A Xs(Q)

Gekoppelte Gleichungen fiir X;(Q), A>(Q).

(5)

Man nennt die im Prinzip exakte Entwicklung (4) der Wellenfunktion die adiabatische
Darstellung, d.h. Entwicklung nach adiabatischen elektronischen Wellenfunktionen und

zugehorigen Koeffizienten X (Q), die den gekoppelten Gleichungen (5) geniigen.

Wir kénnen (5) formal schreiben als

(H— E1X =0 (6)
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mit X <X1> .1 = (1 0) und
Xo 0 1

Wl - A11 _A12
H = Tgl+ (7)
_A21 W2 - A22

Matrix-Hamiltonian fiir die gekoppelten elektronischen Zusténde.
Die Kopplung wird induziert durch die Anderung der adiabatischen Elektronen-Wellenfunktion

mit den Kernkoordinaten, siehe (1).

Alternativ zur adiabatischen Darstellung haben wir die diabatische Darstellung. Statt

(2) kénnen wir schreiben

U(r, Q) :i@m (r, Qo) %n(Q) (8)

d.h. wir entwickeln nach einem Satz von elektronischen Wellenfunktionen, die nicht von

Q abhéngen

(He(Qo) — Win(Qo)) P (r, Qo) =

Da die @’ nicht von Q abhéngen, haben wir
< (I)n|TK|CI)m >= /drq);(r, QO)TKCI)m<r7 QO) = TK(Snm (9)

also keine nichtdiagonalen Elemente von Tk. Dagegen ist H(Q) fiir Q # Qg nicht mehr

diagonal, d.h.

< (I)n|Hel(Q)|q>m >= Unm(Q) (10)

Wenn wir uns auf 2 diabatische Zusténde beschrinken, haben wir

(H—E1)X =0
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. _ X, 1 0
mit X = ~ 1 =

H = Teld Un(Q) Ui(Q) (11)

Un(Q) Ux(Q)

Fazit:

adiabatische Darstellung: H,; diagonal, Ty nichtdiagonal

diabatische Darstellung:  ‘H; nichtdiagonal, T diagonal

Wir werden spéter sehen, warum die diabatische Darstellung fiir die Behandlung bestimm-

ter Probleme besonders geeignet ist und daher eine wichtige Rolle spielt.

Beide Darstellungen sind exakt, sofern man unendlich viele Zusténde beriicksichtigt.

Transformation von der diabatischen auf die adiabatische Basis im 2-Zustandsproblem:

Wenn wir von (11) ausgehen, erhalten wir die adiabatische Darstellung, indem wir die

Potentialmatrix U diagonalisieren. Sei

N Un U W, 0
ST(Q) S(Q) = (12)
U Uso 0 Wy

wobei S(Q) eine orthogonale 2x2-Matrix ist.

Damit wird
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Es ist

[Tx,S] = TxS - STk
TxS = STx+|[Tx.S]

Damit : STTxS = Tk +S*[Tk,S], da STS=1

W 0
H = Til+ Q) + SH[Tk, S] (13)

0 W2 (Q)

Dies ist der Hamiltonian in der adiabatischen Darstellung. Es ist

A = —S*[Tx,S] (14)

Diagonalisierung von U erzeugt also die Nicht-Born-Oppenheimer-Kopplung A.

Wir kénnen das noch anschaulicher machen, wenn wir S schreiben als

cosa(Q) sina(Q)
5(Q) = (15)
—sina(Q) cosa(Q)
Jede orthogonale 2x2 Matrix 148t sich so schreiben. S ist also vollstdndig durch die Funk-
tion a(Q) bestimmt.

a ist der "Mischungswinkel”, beschreibt die Mischung der diabatischen Zustédnde in den

adiabatischen Wellenfunktionen.

Es ist
B ot cosand
—cosa = do'sina+ cosa—
oQ oQ
a—2<:osoc = o/’sinoz—0/2(:0804—20/sinozi—i—cosoza—2
0Q* oQ 0Q?
—sina = a'cosa+ sina—
oQ 0Q
8—QSinoz = o"cosa —a”? Sinc)z+20/(josozi +Sinaa—2
0Q? oQ Q2
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Damit, wenn wir zur Vereinfachung nur eine Koordinate ) betrachten:

Tk,S],, = % {o/’ sina + o% cos a} + wa' sin a@
0
Tk,S],, = —% [o/' cos a — a'*sin a} — wa' cos a@
[TK7 8]21 - = [TK7 S]12
[TKv 8]22 = {TKv S]ll
Multiplikation mit gt — < cosa  —sina )
sina cosa

(ST [Tk, )11 = cosa[Tk,S],, —sina[Tk,S],,
- v {o/’ sina + o* cos a] cosa — = {o/’ cosa — o sin oz} sin a
2 2
+ wa’sinacos vd/0Q — wa' cos asin ad/IQ
g 2

(ST [Tk, S = 50 [coszoz—i—sinza]

w
Ay = —5a”?
2

(ST [Tk,S))12 = cosa[Tk,S|,, —sina[Tk,S],,
= —% [O/’ cos o — a'%sin a} cos o — wa!’ cos® ad/0Q

w , . :
-3 {o/’ sina 4+ o’ cos oz] sin o — wa’ sin? d/0Q

(S* [Tk, S)e = %a"—wa'f)/f)@

Ay = —%o/’ +wad'd/0Q

(St [Tk, S))a1 = sina[Tk,S],, +cosa [Tk, Sy,
= —% [o/'sinoz—i—o/2 cosoz} sin a + wa’ sin? €d/0Q
+ % [o/’ cos a — a'? sin? oz} cos o + wa’ cos® ad/0Q

_ go/’ +wa'8/0Q
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sin o

(S* [Tk, 57)a22

w

Ay = —%O/l —wd'9/0Q

[Tk, S, — cosa [Tk, Sy

{o/’ cos a — a'*sin a} sin @ — wa’ cos asin ad/dQ

w . .
+ = |’ sina 4+ o cos a| cos a + wa' sin «v cos ad /O
2

w

2

= —«
2
w
Agy = —=a”
2
_ﬂ&,2 ga” _‘_wa/i
A = 2 ? o (16)
_wall 1 9 _w, /2
5 war 55 5

Man sieht, dafi die Ableitungen o', o die nichtadiabatischen Kopplungen bestimmen. Je

schneller o mit @) variiert, umso gréfler die Kopplungen.

Die Terme —w/2a’? heifien die Nicht-Born-Oppenheimer-Diagonalkorrektur: kénnen zum

adiabatischen Potential addiert

werden.

Nachdem wir A bestimmt haben, bestimmen wir schliefllich noch die adiabatischen Po-

tentiale Wy, Ws. Aus (12) haben wir

Un —
det

U2 1

W U

Usg — W

Uy = W) (Up — W) — U,

W2 — (UH + U22)W + U11U22 - U122

Quadratische Gleichung fiir W.

Losungen:

(Sékular-

gleichung)

1 1
WLQ = §(U11 + Uzg) + 5\/((]11 — U22)2 + 4U122

(17)
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1

Wy = Z(Upg + Us) — 5 Vo untere adiabatische Fliche

1
2
W, — §(U11 + Uss) +§ S obere adiabatische Fléche

Eigenvektoren liefern a(Q).

Es ist
a(Q) = }arctan 2U1(Q)

2 Ull(Q) - U22(Q)

Wir haben damit den urspriinglichen Hamiltonoperator (7) in der adiabatischen Darstel-
lung aus der diabatischen Darstellung erzeugt. Die adiabatischen Potentiale erhalten wir
durch Diagonalisierung der diabatischen Potentialmatrix. Den nichtadiabatischen Kopp-

lungsoperator A erhalten wir aus ST [Tk, S].

Im Zwei-Zustands-Modell sind adiabatische und diabatische Darstellung also vollig dqui-

valent. Es ist eine Frage der Zweckméfigkeit, welche Darstellung wir benutzen.

In der diabatischen Darstellung ist H in der Regel einfacher. Die adiabatische Darstellung
wird zweckméBig, wenn die Zusténde energetisch gut getrennt sind und der Effekt von A

klein ist (Storungstheorie).

2 Ein einfaches Modell vibronischer Kopplung

Wir wollen die allgemeinen Formeln an einem besonders einfachen, aber dennoch prak-
tisch wichtigen Beispiel veranschaulichen. Ausgangspunkt ist der Hamiltonian (11) fiir
das 2-Zustandsproblem in der diabatischen Darstellung. Wir betrachten 2 nichtentartete
(sonst wiren es mehr als 2 Zusténde) elektronische Zustédnde mit verschiedener Symmetrie
(wir nehmen als Beispiel “¢g” und "u") mit diabatischen Potentialkurven Uy, (Q), U,(Q).

Wir schreiben:
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(1)
U Q) =Un = 15,0,Q2+ B, + 5,670, + ...

UdQ)=Usp = 55,0,Q2+E,+ Y60, + ... (2)

Es ist zweckméBig, die Potentiale als Grundzustandspotential plus Anregungsenergie zu
schreiben. Fiir das Grundzustandspotential wihlen wir die harmonische Ndherung. Die

Anregungsenergien haben wir bis zu 1. Ordnung in Q entwickelt.

Entsprechend:

Ugu(Q) =Up = Ugu(O) + Zj )\ij + ... (3)

Symmetrie-Uberlegungen zu den Koeffizienten:

Es ist Ugu(0) =< @,(0)|H(0)|@,(0) >=0

da H,; totalsymmetrisch ist und ®4, ®, verschiedene Symmetrie haben. Fiir elektronische
Zusténde verschiedener Symmetrie ist der fithrende Term der diabatischen Kopplung also

linear in Q.

Es ist:

OHe
0Q);
(folgt aus Taylor-Entwicklung von H.(Q) um Q = 0)

A, =< ,(0)

|®.(0) > (4)

Da sich 0H/0Q); wie ); transformiert, folgt:
Aj ist # 0 nur fiir Normalkoordinaten (); mit

['(@g) x ['(®y) x ['(Q;) D T'a (5)
Insbesondere mufl ); ungerade sein, also eine nichttotalsymmetrische Koordinate.
Dagegen ist

a’}_fel
0Q);
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Aus
['(®,) xI'(®,) xI'(Q;) D4

und I'(®,) x I'(®,) = I'4 folgt, daBl @; totalsymmetrisch sein mufl. Die «'s sind also nur

fiir totalsymmetrische Koordinaten # 0 (vergl. Franck-Condon-Kapitel).

Wir haben damit folgenden, noch ziemlich allgemeinen, Hamiltonoperator

B+ 67Q SN0

w (7)
>0 NiQj E,+32,K; Q;

H = _lz 872_%12 AQ2 14+
- 2]-0%8@? 2jwﬂ J

wobei in der Auflerdiagonalen nur Moden stehen, die (5) erfiillen, wéhrend in der Diago-
nalen der zweiten Matrix nur totalsymmetrische Moden stehen. Auch hier spielen also die

Symmetrieeigenschaften der Schwingungsmoden eine wichtige Rolle.

Wir vereinfachen das Problem weiter, indem wir nur eine Kopplungsmode "@Q)” betrach-
ten und alle anderen Moden weglassen. Wir haben damit das eindimensionale vibronische

Problem

S w & w Ey+AQ
H_<_2cl622+2@>1+ VR ®

(Index u von @, weggelassen)

Wir wollen dieses einfache Modell als Beispiel nehmen, um die Konsequenzen vibronischer
Kopplung besser zu verstehen. Abgesehen von der Vernachlissigung zusétzlicher Schwin-
gungsfreiheitsgrade und der Vernachléssigung héherer Potenzen in @), ist die Form von
(8) durch Symmetrie festgelegt und damit ziemlich allgemein giiltig. (8) ist das einfachste
Modell vibronischer Kopplung und ist vielfach anwendbar auf die Spektroskopie vielato-

miger Molekiile.

In der diabatischen Darstellung ist ‘H wenig anschaulich. Wir betrachten daher die adia-

batischen Potentialkurven, die aus (8) folgen.
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i 1 1 1
Mit (U, +U,) = —w@Q2+=(E,+E,)
2 2 2
Ug_Uu — Eg_Eu7 U12 :)\Q

folgt aus (17) von oben

1

1,01
WLQ = 5&)“@ + i(Eg -+ Eu) + 5

VB, — E,)? +432Q? (9)

Fiir @ = 0 haben wir Wy = U,, W, = U,, d.h. die diabatischen und adiabatischen Poten-
tiale sind identisch (diabatische Kopplung = 0). Fiir @ # 0 bewirkt der Nichtdiagonalterm

AQ eine Abstoffung der Potentialkurven. Es ergibt sich folgendes qualitalive Bild:

Abb. VII.1
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Fiir geniigend grofles A\ entwickelt das untere adiabatische Potential ein Doppelminimum,
d.h. das Minimum befindet sich bei @) # 0: "Symmetriebrechung”. Wird héufig beob-
achtet, dafl angeregte Zustinde das Energieminimum bei reduzierter Symmetrie besitzen
(z.B. nichtlinear, nichtplanar). Ist ein wichtiges Indiz fiir vibronische Wechselwirkung mit

anderen elektronischen Zustanden.

Bestimmung der kritischen Kopplungsstérke:

Bedingung fiir Doppelminimum ist, da§ die 2. Ableitung W{'(0) negativ wird:

1 _, E,+E, 1
Wi = e+ = - 5\/(Eg, — E,)? +422Q2
/\2

W= wQ - it
4,/(E, — E,)? +432Q?
2 2
VB, — B2 +43Q?
v~ Q,8\Q

W) = w—2)\°
1 w (B, — Bu)? + 4202

Q=
2)\2
w/0) = - <0
1( ) w ‘Eg _Eu’ <
22 S
= w
|Eg _Eu|
N> |E,— E,Jw/2 (10)

Wir sehen, daf diese Bedingung immer erfiillt ist, wenn E, — £, = 0 ist, d.h. fiir exakt
entartete Zusténde. Dann geniigt eine beliebig kleine Wechselwirkung A, um die Symme-

trie zu brechen: Vorstufe zum Jahn-Teller-Theorem (s.u.).

Bevor wir die tatsdchliche Losung des vibronischen Problems (8)anpacken, wollen wir zwei
Spezialfille diskutieren, némlich (A) E, = E, (exakte Entartung) und (B) |E, — E,| > A

(energetisch weit getrennte elektronische Zusténde).
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2.1 Spezialfall £, = E,

E \Q
M= (—%d?/d@2 + %QQ)l + (11)
AQ FE
Die adiabatische Potentiale folgen aus (9):
Lo
U, =U,=U
Wy

Wi

Abb. VIIL.2

Man beachte, dafli Wi, W5 stark anharmonisch sind, obwohl die diabatischen Potentiale

harmonisch sind.

Wie bereits diskutiert, ist das Minimum von W; immer bei reduzierter Symmetrie: wir

haben stets Symmetriebrechung. Wegen der Entartung F, = £, ist das System instabil
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gegeniiber vibronischer Kopplung.

Es ist instruktiv, fiir diesen Spezialfall S(Q) und a(Q) explizit zu bestimmen:
20Q

alQ) = §arctanE —5 5 oben
g u
1
= §arctan(ioo)
m/4, Q>0
a(Q) =
—r/4, Q<0

Q) = 36(Q)
a"(Q) = 30(Q)

a(Q) ist also unstetig bei Q = 0.

Fiir das nichtdiagonale Kopplungselement A5 in der adiabatischen Darstellung folgt mit

o = (@/2)5(Q) , o = (7/2)5(Q)

YT

_ YT

(Q)d/dqQ

Kopplungselement divergiert bei () = 0. Wir erwarten daher sehr starke nichtadiabatische

Effekte.
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Der vorliegende Spezialfall erlaubt eine triviale exakte Losung. Dazu betrachten wir die

Transformation
1 1
T L
V2 11
und bilden
H =T "HT
- E 2Q _ 1 1 -1 E—-XQ E+)\Q
Q) E 201 1 _E+)\Q E+AQ
E—-)\Q 0
0 E+Q

Da T unabhingig von @ im Gegensatz zu S, ist [Tk, T] = 0, und

E—)\Q 0
W= (-2d2/dQ* + 2Q?) 1 + (13)
( 2 2 ) 0 B4

H ist Aquivalent zu ‘H, denn das Spektrum ist invariant gegen eine unitére Transformation:

es gilt allgemein

HY = EV
STHSST™U = ESTU

HY = EV  mit ¥V =S5"¢

d.h. ‘H' hat dieselben Eigenwerte wie H.

Wir haben also neben der diabatischen und adiabatischen Darstellung noch eine dritte
Darstellung gefunden. Wir wir sehen werden, handelt es sich um eine nicht-symmetrie-

adaptierte diabatische Darstellung.
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Anschaulich:

Abb. VIL.3

Da H' diagonal ist, ist die Berechnung des Spektums trivial: entkoppelte Zustande. Wir
haben jeweils einen geshifteten harmonischen Oszillator. Dieses Problem haben wir bereits

gelost: Poisson-Verteilung fiir die Franck-Condon-Faktoren. Das Absorptionsspektrum ist

I(w) = 6L(w)+ Lh(w)
L(w)=Lw) = Y,|89*(w—FE+ aw — ww) (14)

1S0,|> = a’/vle™® | a:%()\/cu)2
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Beachte: Das adiabatische Spektrum wiirde ganz anders aussehen. Anschaulich:

2 i W1

Volliger Zusammenbruch der Born-Oppenheimer-Niherung wegen singulidrer Kopplung A

bei @) = 0.
Die exakte Losung entspricht einer Umdefinition der adiabatischen Potentialkurven

U1:W1 U1:W2
Q<0 Q>0
U2:W2 U2:W1

Kreuzende statt nichtkreuzende Potentialkurven. Die Symmetrie ist gebrochen; Uy, U,

sind unsymmetrisch zu ) = 0, wihrend W1, W5 symmetrisch sind.

Ein Anwendungsbeispiel: 01s-Core-Ionisierung von CO,

einfachstes symmetrisches viel- O, C O,

atomiges Molekiil mit symmetrie- O O O

dquivalenten Core-Orbitalen:

Wir betrachten Photoelektronenspektroskopie der 01s-Core-Orbitale 1oy, 1oy,

Vo, = (o1 + ¥2)

Vi, (o1 — ©2)

Sl Sl

p1: 1s-Atomorbital von O,

p9:  1s-Atomorbital von Oy
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Fiir die Ionisierungsenergien gilt in sehr guter Ndherung
Ela'g = Elcru =F

Wir haben also 2 entartete elektronische Zusténde von -, und >°,, Symmetrie, und wir ha-
ben die antisymmetrische Streckmode @, von >-,-Symmetrie. Wegen 35, X 37, X 37, = 32,
koppelt diese die beiden Zustdnde. Wenn wir symmetrische Streckmode und Biegeschwin-

gung weglassen, haben wir genau das Modell (11).

Die Transformation 7' entspricht der Transformation v4,, auf ¢, s, d.h. lokalisierte,
nichtsymmetrische Core-Orbitale. Die Potentiale Uy, Uy entsprechen den Zustidnden “Loch

links” und "Loch rechts”

0:.C OF Of COy

CO,, X1¥F

- Qu

Abb. VII4

130



COq wird unsymmetrisch bei 0ls-Ionisierung !

Poisson-Verteilung fiir die Anregung der antisymmetrischen Streckschwingung wird expe-
rimentell beobachtet. Dies ist ein vibronisches Problem, gewissermafien ein eindimensio-
naler Jahn-Teller-Effekt. Einfachstes Beispiel fiir Symmetriebrechung durch vibronische

Kopplung.
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Fig. 2. The C 1s photoelectron spectrumm of COs measured at a
photon energy of 313 eV (points). Dashed lines show the individual
fitted vibrational lines before convolution with the instrumental
function. The solid line represents the final fit
14x10 * —
10 hv=313 eV E R\
o2 84
asymi.
3 o Y
Streck
4-
2.
14.0 14.5 15.0 158.5

Kinetic energy (eV)

Fig. 1. The vibrationally resolved O 1s photoelectron spectrumm
of COy measured at a photon energy of 554 eV (points). Dashed
lines show the individual fitted vibrational lines before convolution
with the instrumental function. The solid line represents the final
fit
Abb. VIL5
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2.2 Grenzfall |[E, — E,| > \ (vibronische Stérungstheorie)

In diesem Grenzfall ist die Born-Oppenheimer-Naherung gut, d.h. A stellt eine kleine
Storung dar. Wir kénnen also A in der adiabatischen Darstellung in Stérungstheorie
behandeln. Rechnerisch ist es jedoch einfacher, Storungstheorie in der diabatischen Dar-
stellung zu betrachten, d.h. Entwicklung nach Potenzen von \/|E, — E,|. Dies ist die
sogenannte "vibronische Storungstheorie”, die sehr oft Anwendung findet. Wir wollen sie

an dem vorliegenden Beispiel diskutieren.

Wir schreiben

H = Ho + M
E, 0
Hy = (—‘;dZ/dQM“Z’Q?)H !
0 E,
0 AQ
Hi =
AQ 0

und betrachten H; als kleine Storung.

Die elektronischen Zustédnde bezeichnen wir mit g, u, die Schwingungszustdnde mit v.

Mit der Notation S = (i,v) , i=g¢g,u, v=0,1,2,3... ist

< OO, 1wl
S/;AS ES ES/
(15)
\Hll‘lf > |?

< v
E? — B9 Z!

Allgemeine Formeln der Rayleigh-Schrédinger-Storungstheorie. |\I/(Sl) >: Wellenfunktion

in erster Ordnung; EgQ): Energie in zweiter Ordnung. Die Energiekorrektur in 1. Ordnung

EY) =< v |H, |0y >
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verschwindet, da H; keine Diagonalelemente besitzt. Es ist

]\ng(])> = |&;>v> i=g,u

EY = Ei+w+1/2w

Beachte, dafl der Index S = (i,v) von |\If(;) > nur die Zuordnung zu |\I/g)) > kennzeichnet.
“Ijél) > ist eine Mischung von |®, > und |®, > sowie von Schwingungswellenfunktion

|v >: vibronische Wellenfunktion.

Die nichtverschwindenden Matrixelemente sind

< VOB, >=< QM |00 >= X < 0|Q >

Also
<V |Qlv >
VD S = 1, >lv>HAY — 07 19, > [0 >
| gv (g > v >+ ;A+(v—v’)w| v
<V Qv >
U S = @, > o>+ o, > v >
’ uv ‘ |U + ;—A+(v—v’)w| g |U
wobel A=E,—E,

Fiir den harmonischen Oszillator gilt

< U/|Q|U >= \/U/25v’,v—1 —+ 4/ (U + 1)/257}/’1}_1_1 (16)
A/v/2 M/ (v+1)/2
/ |®, > |v—1>+(—)/|<1>u> lv+1>

A+ w A—w

Mv/2 /(0 +1)/2

) > = |<I>u>]v>+_A+w|<I>g>]v—1>+ A, Py > v+1>

W) > = By > |v >+

Struktur der vibronischen Wellenfunktion: Mischung von |®, > und |®, > und verschie-

denen v's.
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Die Rechnung fiir die Energieniveaus geht ganz analog:

N < |Qlv >?

E® = E,+w+12w+)Y.

v A+ (v—vw
N < |Qlv >?
E® = E, 1/2
s RCRRTEERD Dhay e
ANv/2  N(v+1)/2
E® = E 1/2
o .+ (v + /)w+A+w+ AL

Av/2 N N(v+1)/2

E® = FE, 1/2
+ (v+ /)w+_A+w AL

uv

(A+w=A)

Verdnderung der Energieniveaus durch vibronische Kopplung: Die Niveaus im oberen
Zustand werden nach oben geschoben, die Niveaus im unteren Zustand nach unten. Kon-
sistent mit dem Bild der Abstoflung der Potentialkurven. Im oberen Zustand vergrofiert
sich die Schwingungsfrequenz, im unteren verkleinert sie sich gegeniiber dem elektroni-
schen Grundzustand. Wird tatséchlich haufig beobachtet und ist ein wichtiges Indiz fiir

vibronische Kopplung.

Intensititen:

Die praktische Bedeutung dieser Formeln liegt vor allem in folgender Situation: wir be-
trachten optische Absorption aus dem Grundzustand von Ag-Symmetrie in die vibronisch
gekoppelten angeregten Zustinde. Die optischen Ubergangsmomente sind Lgs [, flir die

elektronischen Zustdnden &4, ®,
fig = < Qolfi[®y >
flu = < Polfi|Py >

|®o > : elektronischer Grundzustand

—

Molekiil-Strahlungs-Wechselwirkung Hint ~ € [1
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Natiirlich ist y, = 0 (keine g — g-Ubergiinge).

Das Matrixelement fiir Absorption in Schwingungszustinde von ®, ist in 1. Ordnung

in Hi:
< 0] < Do Hint| W) >~< 0] jiylv > +2X2L2 < 0le- ji,Jo— 1>
+% < 0|€" fiy|v+1>

Mit fi; = 0 und /i,,(Q) = const. (Condon-Ndherung in der diabatischen Basis) wird

1A
< 0] < ®o|Hint| W) >~ —
V2A+w

(g ﬁu)év,l (17)

Das Quadrat von (19) gibt die Intensitdt der Linie im Spektrum. Die zugehorige Energie

ist
3 1\ A2
o - E, Z
g1 +2w+2A+w+A—w
3
~ E—|—2w+ )\Q/A fir [A] > w

3
EY ~E,+ S+ X/A) (18)

Dies ist die Fundamentalschwingung der vibronischen aktiven Mode Q).

Ohne vibronische Kopplung wire der optische Ubergang nach ®, verboten. Die vibro-
nische Wechselwirkung mischt Komponenten von ®,, bei (siehe oben) und liefert damit
das nichtverschwindende Ubergangsmoment (19): "vibronisches oder Herzberg-Teller in-
tensity borrowing”. Es wird das v = 1-Niveau (und darauf aufbauend Progressionen in
totalsymmetrischen Schwingungen) bevolkert. Die Fundamentalfrequenz von @ ist ent-
weder vergrofiert (A > 0) oder verkleinert (A < 0), siehe (20). Sehr héufiger Effekt in
hochsymmetrischen Molekiilen, insbesondere mit Inversionssymmetrie. Beispiel: Sy — S;

in Benzol, d.h. '4;, —' Bs,. Dipolverboten; wird erlaubt durch Wechselwirkungen mit
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héheren elektronischen Zustédnden.
Vibronische Kopplung fithrt zu Nicht-Condon-Effekt !

Nicht-Condon-Ansatz erklart aber nicht Frequenzénderungen !

2.3 Numerische L6sung des vibronischen Problems

Wir haben bisher 2 Grenzfélle diskutiert, ndmlich A = E;, — E,, = 0 und |A[ > A. Im 1.
Fall war das Problem exakt 16sbar. Fiir kleine A/w wére auch Storungstheorie in dieser

Grofle moglich. Fiir grofie A ist Storungstheorie in A/A eine gute Ndherung.

Im Zwischenbereich A\ ~# A und A & w gibt es keine analytische Losung des Problems.
Es gibt jedoch einfache und effiziente numerische Verfahren zur Loésung des Problems.
Wir wollen dies fiir unser Modellproblem als Vorbereitung fiir den Jahn-Teller-Effekt, der

ghnlich behandelt wird, studieren.

Wir stellen H in einer vollstindigen Basis von Elektronen- und Schwingungszusténden

dar

Basis: lg,v> = [®,> |v>

lu,v > = |§, > |v >

o0
S liv><i =1

i=g,u v=0
fiir das 2-Zustands-Problem
Die Matrixelemente von H sind
< g,v|H|g,v' > = (v+ ;)wévv/ + B0y
<u,v|Hlu,v' > = (v+ ;)wdw + B, 0y
< g, v[Hlu,v' > = <wu,v/H|g,v" >= X <v|Qv >

= )\\/0/251]/71)_1 + )\\/ (’U + 1)/261]/77)4_1
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g Uu u g q U
g,2 U, 2 q,3 u, 3 g,4 u, 4
9,0 0 0 0 0 0 0
u, 0 0 0 0 0 0 0
g,1 0 A 0 0 0 0
u, 1 E,+3w| X 0 0 0 0 0
9,2 E,+3w 0 0 /2 0 0
u, 2 0 E,+3w 3X 0 0 0
9,3 Ey+1iw 0 0 V2A
u,3 0 E,+Zwl v2x 0
g,4 E,4+5%w 0
u, 4 0 FE,+ %w
"Band-Matrix”
Abb. VIL6
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Wir kénnen das Sédkularproblem weiter vereinfachen, wenn wir die Symmetrie der vibro-

nischen Zustdnde beriicksichtigen

Es ist |cI)g > v >
|D, > |v >
|y, > |v >

| Dy > | >

gerade

ungerade

ungerade

gerade

wenn

wenn

wenn

wenn

gerade
ungerade
gerade

ungerade

Zusténde verschiedener Symmetrie konnen nicht wechselwirken, d.h. < V|H|V' >=

wenn |¥ > und |U’ > von verschiedener Symmetrie. An unserer Matrix H sofort zu veri-

fizieren.

H zerféllt damit in 2 Matrizen ‘H, und H,,

H, enthélt alle vibronischen Zustdnde mit gerader Symmetrie

'H,, enthélt alle vibronischen Zusténde mit ungerader Symmetrie

Wir erhalten:
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H, | 9,0 9,2 u,3 | g4
9,0 | Eg+ 5 0 0 0
u, 1 2 0 0
g,2 E, + %u) %)\ 0
u,3 Ey+ Iw| /3
H. u, 0 U, 2 g,3 u, 4
u,0 | By + 5 0 0 0
g,1 %)\ 0 0
u, 2 B, + gw %)\ 0
g,3 E, + %w %)\

Abb. VIL.7



H,, unterscheidet sich von ‘H, durch die Substitution £, < E,,.

Die Losung der vibronischen Schrodingergleichung fiihrt auf das Eigenwertproblem der

Matrix ‘H. Wir zeigen dies nochmals explizit

Die Schrédingergleichung
(H—E)|V >=0

wird mit
v ><ivf=1, i=g,u
> <iw|(H = E)i' v >< iV >=0
< i,U|H|i/,U/ > = Hiv,i’v’
< ’i,U|\IJ > = (
Mit H = {Hpiw} (Matrix)
C = {Cu} (Vektor)
(H—FE1)C=0

Mit N Schwingungszustinden v =0,1,2,... N — 1:

H = 2N x 2N — Matrix

= 2N — Vektor

H, = N x N —Matrix, C,= N — Vektor

H, = N x N — Matrix, C, = N — Vektor
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Die Eigenwerte (vibronische Energieniveaus) folgen aus

det(Hy, — E1) = 0 reell-symmetrische

det(H, — E1) = 0 Matrizen

Die Eigenfunktionen sind durch die Eigenvektoren gegeben

|\IIQ > = Ziv Cz(g)|cbz > |U >

“Iju> = chz(:)‘q)l>|v>

Die Matrizen ‘H,, H,, sind tridiagonal.
Bekanntes Problem der numerischen Analysis. Sehr effiziente Algorithmen fiir die Diago-

nalisierung von Trigonal-Matrizen vorhanden.

Schlieflich betrachten wir noch die Ubergangsamplitude fiir Absorption in die vibroni-
schen Zusténde:

< 0| < @0|Hmt|\lf > Z < O|€ /IZ|U >

v

In Condon-Naherung, ji(Q) = const.:

< 0] < @g|Hint|¥ >~ (€ fiy)Cho + (€ fiu)Cuo

{Cyo}: erste Zeile der Eigenvektormatrix von H,

{Cuo}: erste Zeile der Eigenvektormatrix von H,,
Wir benétigen also nur die 1. Zeile der Eigenvektormatrix fiir die Berechnung der In-

tensitdten (fiir Absorption aus dem Schwingungsgrundzustand).

Einziges Problem in der Praxis: Konvergenz der Ergebnisse mit N (Trunkierungsfehler).
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Abschlielend wollen wir die Ergebnisse an einem numerischen Beispiel illustrieren, ins-
besondere die Abhéngigkeit der vibronischen Effekte vom Energieabstand A = |E, — E,,|
der Zusténde. Aus einem konkreten Beispiel (C4H} ) mit w = 736 cm™! & 0.09 eV greifen

wir die 3 Félle A =0, A = 0.4eV und A = 0.8 eV heraus. A hat jeweils den Wert 0.225 eV.

Abb. VIIL.9:
A = 0 ist der bereits diskutierte exakt 16sbare Fall. Wir sehen nochmals den vollsténdigen

Zusammenbruch der Born-Oppenheimer-Néherung !

Abb. VII.10:
A = 0.4 eV: Dies ist ein Beispiel, wo es keine kleine GroBe gibt, d.h. A\/A ~ 1 und
A/w =~ 1. Wir erkennen moderate Nicht-Born-Oppenheimer-Effekte, insbesondere fiir den

oberen elektronischen Zustand.

Abb. VIL.11:
A = 0.08 eV: Dies entspricht bereits dem adiabatischen Limes A\/A < 1. Die adiabatische

Néherung ist exzellent, Nicht-Born-Oppenheime-Effekte sind praktisch vernachlassigbar.
Jeweils von oben nach unten: Franck-Condon-Ndherung, adiabatische Néherung, exak-

te vibronische Rechnung. Die adiabatische Ndherung schlieft Herzberg-Teller-intensity-

borrowing mit ein und ist fiir \/A < 1 besser als die Franck-Condon-N#herung.
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Teil VIII

Der Jahn-Teller-Effekt

Unter dem Jahn-Teller(JT)-Effekt versteht man die vibronische Wechselwirkung der Kom-
ponenten entarteter elektronischer Zustdnde in nichtlinearen Molekiilen. In entarteten
Zusténden linearer Molekiile (II, A, etc.) tritt der Renner-Teller-Effekt auf. Mit wenigen
Ausnahmen (FE-Zustidnde in tetragonalen Gruppen, z.B. Cjy,, Dyy) sind die Jahn-Teller-

aktiven Schwingungsmoden ebenfalls entartet.

Der haufigste Fall ist die vibronische Wechselwirkung der Komponenten eines F-Zustands
iiber eine E-Schwingungsmode, der sogenannten E'x E-Jahn-Teller-Effekt. Bei T-Zustéinden
sind in der Regel sowohl T- wie F-Moden vibronisch aktiv. Man spricht von T'x E, T'x T,

bzw. T' x (E x T)-Jahn-Teller-Effekt. Wir wollen hier in erster Linie den E x FE-Jahn-

Teller-Effekt als den generischen Fall eingehend diskutieren.

Fiir den Jahn-Teller-Effekt in T-Zusténden sei auf die angegebene Literatur verwiesen.

148



1 Der Hamiltonoperator

E-Darstellungen treten in Symmetriegruppen mit mindestens einer drei- oder hoherzahli-
gen Drehachse auf. Wir wollen zur Einfithrung in das Problem den einfachsten Fall be-
trachten, ndmlich eine dreizéhlige Achse, also z.B. C3, oder Ds,. Das einfachst denkbare
System wire ein elektronischer F-Zustand in einem Molekiil aus 3 Atomen, die ein gleich-

seitiges Dreieck bilden, z.B. Hs, Lis, Nag, etc.

> X

In einem solchen Molekiil haben wir, wie auch in NH3 oder BF3, eine entartete Schwin-
gungsmode von E-Symmetrie. Die Komponenten transformieren sich wie (z,y) und wir
bezeichnen sie mit @), Q. Es ist zweckméBig, Polarkoordinaten in der z,y-Ebene ein-
zufithren

Qe =pcosp , Q= psing

Weiter definieren wir
Q+ = Qw+iQy = p(cosp +isinp) = pe'
Q. = Q.—iQ, = p(cosp —isinp) = pe” ¥
Betrachten wir nun die Operation Cjs: es ist (Drehung um 27/3)

C3Q, = cos(21/3)Q, — sin(27/3)Q,
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C5Q, = sin(27/3)Q, + cos(27/3)Q,
Damit
C5Q+ = cos(21/3)Q, — sin(27/3)Q,, + isin(27/3)Q, + i cos(27/3)Q,
_ €2ﬂi/3Qx + i@zm/SQy

e27ri/3 Q—l—

Entsprechend: omi
P CQ- = e BQ_

Drehung um 27 /3 bewirkt also Multiplikation der komplexen Koordinaten mit dem kom-

plexen Phasenfaktor e*27/3.

(Q+ transformieren sich nach eindimensionalen irreduziblen Darstellungen in C3, Q, @y

nach einer zweidimensionalen irreduziblen Darstellung)

Die Komponenten des elektronischen E-Zustands transformieren sich ebenfalls wie (z,y)

und wir bezeichnen sie mit v, v,. wir fithren komplexe Funktionen ein

Vi = Sl tity)

1 :
Yo = ﬁ(%—wy)

(der Faktor 1/+/2 folgt daraus, daf sowohl v,,), wie ¥, ,1_ normiert sein sollen)

Bei Drehung um (27/3) folgt genau wie oben

Cytps = 2T/,

Die @+ und v+ sind die der Symmetrie des Problems am besten angepafiten Koordinaten

und elektronischen Basisfunktionen.
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Die Bestimmung des Jahn-Teller-Hamiltonoperators in der diabatischen Basis beruht auf

folgenden zwei Konzepten:
(i) Taylor-Entwicklung um die Referenzgeometrie Q. = @Q_ =0
(ii) Symmetrie-Auswahlregeln beziiglich der Symmetrie-Operation Cj

Die Darstellung des elektronischen Hamiltonoperators (T = 0) in der elektronischen

Basis |ty >, ¢ > ist

Ha = [y >Hip <ty + v >H - < |
o > Hyo <[+ Y- > Hop <9y
mit
How = [ deoiHaw,

Betrachten wir den ersten Term und entwickeln H, ; in eine Taylorreihe:
1 1
Hop =WO 4w, + whg_ + §Wf+)Q2+ + §W£22Q2_ +wW20,0Q- +...

mit Koeffizienten W© W, Wfl, etc.

Bei Anwendung von C3 muf jeder einzelne Term von (*) invariant sein. Es ist

OS|¢+ >< ¢+| — e+2”/36_2”/3|@/z+ >< ¢+|

= [P >< 9y
Also kann nur W© und Wf_) von null verschieden sein:
Hip =W 4 W@QJrQ—
Auf dieselbe Weise erhilt man

Ho_=wO+w?g.q_
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Aus Symmetriegriinden miissen die Entwicklungskoeffizienten von H,, und H__ iden-

tisch sein.

Es bleibt das Nichtdiagonalelement

Moo = [desiHap =vO v, + vIQ
1 1
+ §VE2Q+Q+ + §V7(22Q—Q7 + VJ@Q+Q—

Unter der Wirkung von C3 multipliziert sich der Term |¢; >< ¢_| in (*) mit

eT2mi/3 o oF2mi[3 _ odmif3 —2mi/3

=€

da /3 =1
Damit H,; invariant ist, muf3
1 2 2
vO = yW =y = y® =g

sein, d.h.

1
H+_ = V_i(_l)Q+ + §V_(2_)Q_Q_

Wir haben damit die von null verschiedenen Koeffizienten bestimmt. Wir fiihren die be-

quemeren Abkiirzungen ein:

wo = o (willkiirlicher Energienullpunkt)
w® = w /2

Vf) = K

v = g

Damit haben wir fiir die Darstellung von H,; in der elektronischen Basis ¢, _ die Matrix:

0 KQ+ + 59Q°

Hel - %Q-&-Q—l +
KQ_ + 3907 0
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oder mit Q. = pe'?, Q_ = pe~ ¥

Hel = %pQ]- + ) )
er—zgo_i_%gerngo

Dies ist offensichtlich eine diabatische Darstellung, denn H,; ist nichtdiagonal.

0 Kpe'? + %gpze*m
0

Den vollstandigen F x E-Jahn-Teller-Hamiltonoperator erhalten wir, indem wir den ki-

netischen Energie-Operator der Kernbewegung hinzufiigen:

T __g 872_{_872
B2 \oe2 T a2

In Polarkoordinaten (p, ) lautet Tk

N
K 2p? p@ppap 0p?

H = (Tic + 51 +

/{pe*"@ + %gp2€2itp

0 Kpe'? + %nge_Qw

0

Der Term xpe'® heift lineare Jahn-Teller-Kopplung.

Der Term 1gp?e~%% heifit quadratische Jahn-Teller-Kopplung.

2 Adiabatische Potentialflichen und Wellenfunktio-

nen

In der Form (1) ist der Jahn-Teller-Hamiltonian am einfachsten aus Symmetriebetrachtun-

gen herzuleiten und auch am geeignetsten fiir die Berechnung des Spektrums, ansonsten

aber ziemlich unanschaulich. Fiir ein besseres Verstiandnis des Problems betrachten wir

nun die adiabatische Darstellung.
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Die adiabatischen Potentialflichen folgen aus

-2 X : 1 ‘
det =0 , X =kpe?+ 59p26—22w
X* =)
also
M —|XP =0
Damit
w w - 1 _oi
Via=5p"+ o= Sp° & |kpe' + S gpe ¥
2 2 2
w 1 iy
Vig = 502 =+ |kp + §9P2€ il (2)

In den meisten Fiéllen ist der quadratische Jahn-Teller-Kopplungsterm klein gegen den

linearen. Wenn wir g = 0 setzen, erhalten wir die Potentialflichen des linearen Jahn-

Teller-Effekts:

w
Vig = 502 * kp

Sogenannter “Mexikaner Hut”, siehe Abb. VIII. 1.

=0) (3)

In dieser Naherung ist die Fléache rotationssymmetrisch, d.h. unabhéngig von ¢. Diese

Flache ist der Prototyp des allgemeinen Konzepts der “konischen Durchschneidung von

Potentialflachen ”. 2-dimensionale Erweiterung des entarteten g-u-Problems !

Mit quadratischem Kopplungsterm haben wir

w 1
Vig= §p2 + \//<a2p2 + Zg%‘* + grp® cos(3p)

Fiir kleine Auslenkungen ist der p*-Term vernachlissigbar:

Vio & %pQ + H,O\/l + %pcos(?)go)
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Figure 3.3 Potential surfaces in the qq, ge-plane for the four stages A-D of the text.
The nature of the low-energy vibronic states is commented on briefly.

A.
B.

C.

Two coinciding paraboloids of revolution.

Two potential surfaces slightly separated, except at gg = gc = 0 where they
coincide. Low energy motion is in the proximity of this point.

Deep potential trough in lower potential. Low energy motion is around or near
this trough. The point ¢y = ¢ = 0 is rarely touched.

Lower surface has three minima (as in Figure 3.2(b)) in which the low energy
motion is concentrated.

Abb. VIII. 1
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Entwicklung der Wurzel:

w 1
Vip & 5p° & [5p + 5.9p° cos(3¢)] (4)

Die Potentialflache des linearen und quadratischen-Jahn-Teller-Effekts hat eine dreizéhli-

ge Symmetrie. Die untere Flache hat 3 Minima und 3 Sattelpunkte, siche Abb. VIII.1.

Fiir die Berechnung der adiabatischen Wellenfunktionen und der nichtadiabatischen Kopp-
lung beschrinken wir uns der Einfachheit halber auf den linearen Jahn-Teller-Effekt. Wie

beim g-u-Problem haben wir

ip
- 0 kpe g _ A 0
kpe ¥ 0 0 X
mit A\ = kp, Ao = —Kp.
Bestimmung der Eigenvektoren:
(a) Zu A;:
—Kp  Kpe St
=0
kpe ¥ —kp So1
—S11 + €%y =0
So1 =€ Sy
. 1 . 1 ,
Mit S = /2 . g — _—_mip/2
11 \/§ 21 \/§
(b) Zu Ay
+rp  Kpe S12 0
kpe ' +kp Sog
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e %S9+ Se =0

. 1 I
Mit Sop = ——e /2 . G, = e/
V2 ‘ V2
g 1 eiga/? _eigo/Q ( )
N 5

Die adiabatischen Wellenfunktionen w‘fé erhalten wir aus den diabatischen Wellenfunk-

tionen 14 geméaf

) [
5 v
1 671}0/2 6i<p/2
St—
ad L(e—w/%m + eiw/2¢ )
1 — —
ad \{E —ip/2 ip/2 (6)
y = ﬁ(_e Wiy e

Wenn wir ¢, = %(wx + ity), Y- = %(%c — 11),) einsetzen, erhalten wir

= cos(p/2)ihy + sin(p/2)1, ©)
iy = —sin(p/2)1h, + cos(p/2)i,

Interessant ist die Abhéngigkeit der adiabatischen Wellenfunktion von (/2. Bei einem

Umlauf um 27 um p = 0 geht w‘fg nicht in sich iiber; es ist

vom) = —45(0)

g4(2m) = —v37(0)

Erst bei einem Umlauf von 47 gehen die 4% in sich iiber. Dieses Verfahren gilt generell

fiir zweidimensionale konische Durchschneidungen. Beispiel fiir “Berry’s Phase”.
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Schliellich berechnen wir den nichtadiabatischen Kopplungsoperator A. Dies wird er-
heblich dadurch vereinfacht, dafl S nur vom Winkel ¢ abhéngt, d.h. wir brauchen nur den

Term
w 07
2p? 02

von T zu betrachten. Nach Definition ist

A = —ST[Tk, S|
Zweimaliges Differenzieren:
9 9 1 61’90/2 _eigo/2
7g = 2 -
O OpV2 | —ierz ig)2
1 i/2e%/2 /22 P
- 5 . , + Sai
2\ —ijaemierr —ijoe-iel ?
o L[ G (2o
9,2° — 5 A ,
a(p \/§ (_Z'/2>2€—up/2 (_Z'/2)26—up/2
1 ei‘P/Q _€i¢1/2 i 82
+2—(2/2 —+5—
\/5( /2 _emipl2 _igj2 | Op 0@
[0 ] 1 1 e/ 2 ) g
5,5 = —S+i— —
92" 4 V2 g2 g2 | O
g+ -872 S- _ _1 S+S+3 efigo/Q 61’30/2 6i<p/2 _€i¢/2 2
_8902 i 4 T 2 —_e~ip/2 pip/2 —eT/2  _pip/2 Op
1—-1 -1-11 9
—1-1 -1 |9
g+ [8822,8] B —1/4 0 L 0 -1 a@
¥ 0 —1/4 -1 0 v
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Der nichtadiabatische Kopplungsoperator ist also

A = —SH[Tx,S]
_ W] 9
2pQS [&02’81
+1/4 i0/0
A:—% / /O (1)
P\ iajop +1/4

Beachte die Divergenz von A bei p = 0. Die Born-Oppenheimer-Naherung bricht also
im Jahn-Teller-Fall singulér zusammen. Deshalb ist die diabatische Basis hier die bessere
Darstellung. Die Kernbewegung auf den adiabatischen Flachen Vi, V3 ist durch (7) stark
gekoppelt. Deshalb haben die Schwingungsenergieniveaus der adiabatischen Flachen im

allgemeinen keine physikalische Bedeutung.

Jahn-Teller-Hamiltonoperator in adiabatischer Darstellung:

H/:Had—A
Tk +w/20* + Kkp 0 w 1/4  i0/0p
H = +ﬁ
0 Tk +w/2p* — kp P\ i0/op 1/4

3 Das Jahn-Teller-Theorem

Wir haben am Beispiel eines F-Zustands in einem Molekiil mit 3-zéhliger Achse den Jahn-
Teller-Hamiltonoperator (1) hergeleitet und wichtige Eigenschaften diskutiert. Die Form
von (1) ist weitgehend generell und gilt fiir alle Symmetriegruppen mit E-Darstellungen

(auBer Cl,, Dyp). (1) ist also der generelle £ x E-Jahn-Teller-Hamiltonian.

Ein wichtiger Aspekt des Jahn-Teller-Problems folgt aus den adiabatischen Potential-

flichen (2,3). Man sieht, daf die untere Fléche

w
‘/125;02_590
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stets das Minimum bei p # 0 besitzt, d.h. bei reduzierter Symmetrie. Wenn wir noch

quadratische Kopplung betrachten, d.h.

1
Vi~ %pz — K — 5%0 cos(3¢)

sehen wir, dal die untere Fliche drei dquivalente Minima besitzt. Dafl diese Verzerrung

generell auftritt, ist die Aussage des Jahn-Teller-Theorems:

Jedes nichtlineare Molekiil in einem elektronisch entarteten Zustand ist instabil gegen

Verzerrung, die die Entartung in erster Ordnung aufhebt.

Bei E-Zusténden sind es in der Regel F-Moden, die die Entartung autheben. Die grup-

pentheoretische Auswahlregel fiir den Jahn-Teller-Effekt ist

(T(¥))* x T(Q) D T (8)

wobei I'(¢)) die irreduzible Darstellung des elektronischen Zustands und I'(Q) die irredu-

zible Darstellung der Schwingungsmode ist. Fiir den F x E-Jahn-Teller-Effekt also

(E’x EDTy bzw. (E)’DFE

Das Jahn-Teller-Theorem sagt also, dafl es in allen nichtlinearen Molekiilen mindestens
eine Mode gibt, die (8) erfiillt. Eine gewisse Ausnahme bilden die tetragonalen Gruppen,

in denen nichtentartete Moden von B-Symmetrie aktiv sind, d.h.
(E)?x BDTy (Cav, Dap)

Entsprechende Uberlegungen gelten fiir T-Zusténde in tetraedrischen und kubischen Grup-
pen. Eine Ausnahme bilden lediglich die entarteten Zusténde von linearen Molekiilen, die

in 2. Ordnung in der Winkelauslenkung aufspalten (Renner-Teller-Effekt).

Die Verzerrung der adiabatischen Potentialflichen nennt man oft den statischen Jahn-
Teller-Effekt. Diese Diskussion ist insbesondere fiir Festkorper (Kristalle) und Ubergangs-

metallkomplexe sinnvoll. In der Molekiilspektroskopie interessiert mehr der sogenannte
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dynamische Jahn-Teller-Effekt, d.h. die Berechnung der Energieniveaus und Ubergangs-

intensitéten fiir den Jahn-Teller-Hamiltonian (1).

4 Berechnung des Spektrums

Wie schon beim eindimensionalen g-u-Kopplungsproblem, lassen sich Energieeigenwerte
und Ubergangsintensitéiten i.a. nur numerisch berechnen. Entscheidend fiir die Vereinfa-
chung dieses Problems (und fiir die Interpretation von experimentellen Spektren) ist die
Existenz einer Erhaltungsgréfie beim linearen Jahn-Teller-Effekt. Diese Erhaltungsgrofie

ist der vibronische Drehimpuls

e 1 B e )

L=-
i0p\ g 1 2l o 1

Wir verifizieren, daf§ L mit ‘H (fiir ¢ = 0) kommutiert. Es ist

1.0 ' 1, i
5, O 0 Kkpe'? 0 Skpie®
0% | = | +...
0 %% kpe ¥ 0 Trp(—i)e " 0
10 1
-—,T —wp*l = 0
[0 K + FwP
10 0 Kpe’?
a7 -
Loy —Kkpe ¥ 0

1 -1 0 0 Kpe'? 1 0 —kpe'?
0 1 kpe ¥ 0 2 Kpe” " 0
1 0 Kpe'? -1 0 1 0 Kpe'?
2 Kkpe” b 0 0 1 -2 —Kpe 0
Also
111 O 0 Kpe'? 0 —Kpet?
2 0 —1 ’ kpe ¥ 0 - Kpe~ 0



Da ((1) (1)) unabhéngig von p, ¢ ist und mit 1 kommutiert, ist

111 0 0 —Kpet?
0 —1 kpe ' 0

Damit

[L,H] =0 (10)

%8/ OJp ist der Schwingungsdrehimpuls; die Matrix ( 0 1) beschreibt den elektronischen
Drehimpuls. Aus obiger Rechnung sieht man, dafl keiner von beiden erhalten ist; nur der

vibronische Drehimpuls ist Erhaltungsgrofe.

Wir kénnen also die exakten Eigenfunktionen nach Eigenwerten von L klassifizieren. Die
Eigenwerte von L sind halbzahlig (s. (9)) da die Eigenwerte von —i d/0¢ ganzzahlig sind.
Also

L = jiby | j = +£1/2,+3/2,4£5/2..

Insbesondere kénnen in der Entwicklung von v; nach Basisfunktionen nur solche Funk-

tionen mit festem j auftreten. Als Basisfunktionen wéhlen wir

[yinl > = [¢i > |nl >

(11)

[W_snl > = |- >|nl >

Dabei sind |nl > die Eigenzustinde des 2-dimensionalen isotropen harmonischen Oszila-

tors
W o 0 0?
= —€, | >= 12a
{ 2p2<papp5p 0<p>+ Pl €}|n> ! 2
mit €n =hwin+1) ,n=0,1,2... (12b)

l=-—mn, —n+2,...n—2, n
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(beachte: n gerade — [ gerade ; n ungerade — [ ungerade)

Es ist

Lipsinl > = (1= 1/2)|vs > nl >

Liy_inl> = (+1/2)]y_ > |nl >

Zur Aufstellung der Matrixdarstellung von H benétigen wir die Matrixelemente von pe®

mit den harmonischen Oszillatorfunktionen. Die nichtverschwindenden Elemente sind

<n,dlpe?n+1,l—1> = <n+1,1—1|pe *|nl >
(13a)
= /3(n—1+42)
<nllpe ™ n+1,14+1> = <n+1,01+ 1|pe*|nl >
|pe™| |pe'?] (13b)
= /3(n+1+2)

Betrachten wir als Beispiel die Matrixdarstellung von H fiir j = +1/2. Die in Frage kom-

menden Basisfunktionen sind
[t_,00 >, [P, 11 >, [p_,20 >, |1y, 31 >, |[¢_,40 >, ...
also alle

|_,n0 > mit n=0,2,4...

|y,nl > mit n=1,3,5...

Nach (13) kopppelt der Wechselwirkungsterm nur “+” mit "—" mit An = +1, Al = +1.
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Mit (12, 13) erhalten wir die j = +1/2-Darstellung:

j=+% | ¥_,00 | 11 | ¥_,20 | py,31] -, 40
Y_,00 w K 0 0 0
Yy, 11 2w K 0 0
Y-, 20 4w V2K 0
Yy, 31 4w V25
Y_, 40 Sw
Abb. VIII. 2
Die identische Matrix ergibt sich fiir j = —1/2; wir brauchen also nur ein Vorzeichen von

j zu betrachten.

Fiir beliebiges j liefert dieselbe Uberlegung:
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Kopplungsschema beim linearen Jahn-Teller-Effekt

Single—mode Linear Coupling

3 130 | ) T T T | e | T

Y [ | oy | Ton | Ty | 29y

|| | | | T

FIG. 3. The coupling scheme for harmonic oscillator basis states and a
linear (k # 0) distortion. Here the basis functions are labeled [v,1, A >,
where A = £1 refers to the electronic functions ¥ and ¥_, respective-
ly. Vertical lines indicate direct (first-order) interaction, and the basis
states are further factored into noninteracting blocks labeled by the good
quantum number j (see the text). The vertical axis gives the energy of
the basis states (before interacting).

Whetten et al.
JCP 84, 1270 (1986)

Abb. VIII. 4
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Wie beim g-u-Problem erhalten wir eine reell-symmetrische Trigonalmatrix. Eigenwer-
te: vibronische Energien zum Drehimpuls j. Die Eigenvektoren liefern die vibronischen

Eigenfunktionen geméfl

2

, 1 . 1
’wjl/ >= ZC£V(+)‘w+7n>j +5 > +ZC7]1V(7)’1D*7”7]- - 5 > (14)

wobei v den vibronischen Eigenwert numeriert.

Mit den Eigenfunktionen kennen wir auch die Ubergangsintensititen. Das hiufigste Bei-
spiel ist die Absorption aus einem nichtentarteten A-Zustand in den Jahn-Teller-aktiven

E-Zustand. Die Intensitét des (7, v)-Zustands ist fiir n = = 0 im A-Zustand
Ly = | < tol < 0,0[Minelty > |*
Einsetzen von (14)

< o] < 0,0[Himelthj > ~ DO < 00|€- fiy|n,j+1/2 >

+3° 0 < 00l€- jio|n,j —1/2 >

mit fiv = <olfls >

i = <ol >= [}

In Condon-Néaherung ist jiy konstant und wir haben
<00|n,7 —1/2> = du00-1/20
<00n,j+1/2> = 6n06j41/20

d.h. nur Zustdnde mit j = £1/2 erhalten Intensitdt. Diese Auswahlregel fiir den linearen
Jahn-Teller-Effekt ist eine Konsequenz der Erhaltung des vibronischen Drehimpulses. Da

die Intensitdten fiir j = 1/2 und j = —1/2 gleich sind, erhalten wir schlieflich

- = lV‘"
iy, =206 @P2lCE P2 (15)
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d.h. die erste Komponente des Eigenvektors bestimmt die Intensitét der Linie im Absorp-
tionsspektrum. Falls [ # 0 im Anfangszustand, z.B. n = 2,1 = +2, treten hchere Werte

von |j| auf (auch bei quadratischer Jahn-Teller-Kopplung).

Damit ist die Berechnung von Jahn-Teller-Spektren auf ein numerisches Routine-Problem

zuriickgefiihrt.

5 Jahn-Teller-Stérungstheorie

Der lineare Einmoden F x FE-Jahn-Teller-Hamiltonian ist durch den einzigen dimensi-
onslosen Parameter k/w charakterisiert. Fiir x/w < 1 ist Storungstheorie (vibronische
Storungstheorie, s. Teil VII.2) moglich. In der allgemeineren vibronischen Stérungstheo-
rie war der kleine Parameter A/A, d.h. A darf grof} sein, wenn nur A grof} ist. Im Falle

der Jahn-Teller-Stérungstheorie mufl x wirklich klein sein.

Wir wenden die allgemeinen Rayleigh-Schrodinger (RS)-Formeln auf das Jahn-Teller-

Problem an:

\IJ@H o
v > = D ‘ !
ST£S Eg/

VO [H, 0 > |2
E® — E<o>+zl< s|H1| 5 > |

S'£S Eév ) Eéo/)

“|od) >

0 Kpe'?
Ho = ho]. 3 Hl -
Kkpe ' 0
Wir betrachten nur linearen Jahn-Teller-Effekt. Quadratischer Jahn-Teller-Effekt geht

vollig analog.

Mit den im vorangegangenen Abschnitt aufgestellten Hamilton-Matrizen sind die RS-
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Formeln unmittelbar aufzustellen.

Betrachten wir z.B. den vibronischen Grundzustand in j = 1/2-Symmetrie. Die Ener-

gie in 2. Ordnung ist

2 1 | < ¢+,nl|/fp€w‘¢—,oo > |2
E(")Oo(j:2>:w+ > 1
nig00 w—(n+1w

Esist also n = 1,1 =1, und < 11|kpe™?|00 >=  und damit

. 1 K2
B (1= 1) =u-

2 w

Allgemein ist fiir gerade v = 2,4,6. ..

-1 < Y il P Yo >
E® ( :>:v+1w+ +. :
00\ =3 ( ) ngp v+1lw—(n+ 1w

n=vxll=1: <v+1,1kpe?v0 > = /3 (v+2)k

<v—1,1kpe?v0 > = UK

N[ —=

$(v+2)K? N suK?

—Ww w

1
B0 (i=5) =+ Dw+

1 K2
E® ( = ) = (v+ Dw — —
—,v0 J 92 (U+ )(,d W

Fiir ungerade v =1,3,5... ist

.1 | < h_ulkpe s > |
E(Q) ( _ > _ 1 N U
T l(i=g) =0+ )w+nl;1 0t 1w —(nt Do

n=v£t1,l=0: <v+1,0kpe¥vl > = %(v—l—l)l@
<v—1,0kpe vl > = /1(v+ 1)k
o1 Llw+1Dk? v+ 1)K?
Ef{,l(j:):(v+1)w+2< it
’ 2 —w w
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1
E?), (j = 2) = v+ 1w

In der j = 1/2-Symmetrie werden also die geraden Niveaus in 2. Ordnung abgesenkt, die
ungeraden nicht. Dies fithrt zu einer Vergroflerung des Fundamental-Spacings in j = 1/2-

Symmetrie:

9 (. 1 2 (. 1 K?
B (i=3) ~E (i =3) o+ T

In einem Jahn-Teller-Spektrum ist der v = 1 zu v = 0 Linienabstand fiir j = 1/2-Levels
also grofler als die harmonische Frequenz, der v = 2 zu v = 1-Abstand entsprechend klei-

ner als die harmonische Frequenz.

Entsprechende Formeln ergeben sich fiir j > 1/2. Betrachten wir als Beispiel noch den

J =3/2(v = 1)-Zustand. Mit der j = 3/2-Hamiltonmatrix (s. Abb. VIIIL.3) ergibt sich

. 2k2
E®,(j =3/2) = 2w - W

Der Abstand der v = 1,7 =3/2 und v = 0,5 = 1/2 Levels ist also

2

. . K
ECL(=3/2) - E(i=1/2) =w——

Der Abstand der v = 1,5 = 3/2-Linie zum vibronischen Ursprung ist also kleiner als die

harmonische Frequenz.

Die Aufspaltung der v = 1,5 = 1/2 und v = 1,5 = 3/2-Linien wird h#ufig als Jahn-
Teller-Splitting bezeichnet. Im Grenzfall schwacher Kopplung ist es ein direktes Maf fiir

die Jahn-Teller-Kopplung:

@ @ 2r?
E+,11(J = 1/2) - Ei,n(] = 3/2) = o

Das Jahn-Teller-Splitting bietet also eine einfache Moglichkeit, die Stérke der Jahn-Teller-

Kopplung aus spektroskopischen Daten abzuschétzen.
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Entsprechende Formeln ergeben sich fiir die Wellenfunktion erster Ordnung. Damit kann

man die Intensitat der durch den Jahn-Teller-Effekt induzierten Linien abschétzen.

Die Jahn-Teller-Storungstheorie ist sehr niitzlich, um einen qualitativen Uberblick iiber
die zu erwartenden Effekte zu bekommen. Quantitativ kann man sie natiirlich nur bei

sehr schwachen Kopplungen (k/w < 1) benutzen.

6 Diskussion von Jahn-Teller-Spektren

Abb. VIIL5:

(a) Energieniveaus (in Einheiten von w) fiir den linearen Jahn-Teller-Effekt als Funk-

tion der Kopplungskonstante x/w.

Beachte die Kreuzungen von Niveaus mit verschiedenem j fiir groflere Kopplung. Ni-

veau zu v = 3 mit j = 5/2 liegt z.B. tiefer als Niveau zu v = 2 mit j = 1/2 fiir k/w > 2.5.

(b) Energieniveaus (in Einheiten von w) fiir den linearen Jahn-Teller-Effekt als Funk-
tion der Kopplungskonstante (k/w)?. Energien sind auf das Nullpunktsniveau Fy bezogen
(Ey = 0 gesetzt fiir alle k).

Alle Niveaus sind zweifach entartet (7).
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Figure 3.4 Vibronic energy levels (in units of hw) as function of
L/hw. L is the linear coupling coefficient. [Equation (3.4).] After

Uehara!® At L/hw = 1 the order of levels is j = %; %; %; %; %; %; -

Energy (wg)

VS S T S R
Q G4 QB 1.2 I.& 20 2.4

Linegr Coupling Parameter, D N(K/u—)"

FIG. 4 Correlation diagram for single-mode linear Jahn-Teller problem
in trigonal molecules. The curves are interpolations from 25 separate
calculated points for each of the j blocks. At left (D = 1/2k? = 0) the
regular level spacing corresponds to that of the two-dimensional isotropic
harmonic oscillator. On the far right is a level structure that might be
associated with the potential surface diagram in Fig. 2. For low energies
here the spacings correspond approximately to an internal free rotor-
radial oscillator pattern. The dark solid lines are j = 1/2, dark dashed
are j = 3/2, light solid are j = 5/2, light dashed are j = 7/2.
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Abb. VIII. 6:

A — E Absorptionsspektren, ausgehend vom n = 0, [ = 0-Schwingungsgrundzustand. Nur
j = £1/2-Linien treten auf: scheinbar regulidre Schwingungsstruktur (nicht exakt dquidi-
stant). Fiir stirkere Kopplungen eine Doppel-Peak-Struktur der Einhiillenden. Ofters in

Photoelektron-Spektren beobachtet, manchmal als ”Jahn-Teller-Splitting” bezeichnet.

Abb. VIII. 7:
Linearer Jahn-Teller-Effekt (A — E Absorption) fiir sehr starke Kopplung. ”Slonczewski-

Resonanzen” treten klar zutage.

Abb. VIII. 8:

Zur qualitativen Interpretation von Slonczewski-Resonanzen.

Abb. VIII. 9:

P, As] als Beispiele sehr starker Jahn-Teller-Kopplung.
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H. C. Longuet-Higgins and others (k =kK/w)
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FIGURES 4a und 4b. Vibrational structure of (allowed) electronic transitions Ay — Ep 1
and El% — Ano, An1. The 0 — 0 line is that on the left in each diagram.
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FIGURE 4c¢. Vibrational structure of (allowed) electronic transitions Ay — Ep% and
El% — Ao, Ap1. For large distortion the 0 — 0 line is no longer available.
Abb. VIII. 6
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H. Koppel et al.

. S S S : 4 8

Figure 1. Exact JT line spectra and band shape curves. Zhe band shape curves
are obtained from the line spectra by convoluting them with Gaussians of width
v.(a) w=0.1,k =v0.2; (b) w=0.1,7=0.2; (¢) w=0.01,k =2,7=0.1.

Abb. VIIIL. 7
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—  Slonczewski-
Resonanzen

FIG. 2. Adiabatic potential surfaces of the linear E x e Jahn-Teller-
Hamiltonian [Eq.(12) with Ty = 0], as illustrated in the two-dimensional
space of the e (nuclear) coordinate.

Abb. VIII. 8
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Abb. VIII. 10:

Kopplungsschema fiir den linearen und quadratischen Jahn-Teller-Effekt.

Abb. VIII. 11:

Energieniveaus fiir linearen und quadratischen Jahn-Teller-Effekt als Funktion von g/k.
Beachte Aufspaltung der A;, As>-Zustidnde (Aufhebung der L-bedingten Entartung im li-
nearen Fall). F-Zusténde bleiben 2-fach entartet. Fiir sehr grofle ¢ treten neue Entartun-
gen auf: F und A laufen zusammen; 3-fache Entartung entspricht Zustdnden in den 3

symmetriediquivalenten Potentialminima der unteren Fléache.
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FIG. 5. The coupling scheme for the linear plus
quadratic single mode problem. See Fig. 3 for
other conventions of this diagram. fis the good
quantum number, j = jtmod(3).

Abb. VIII. 10
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Figure 3.3. Energy levels for the quadratic £ — e problem. solutions of equation
(3.6.). as unctions of the ratio between the quadratic and linear VC parameters, 5/

(after O’Brian%?).
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Abb. VIIL 11
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Abb. VIII. 12:

Beispiel fiir den linearen und quadratischen Jahn-Teller-Effekt: 2-Photonen-Absorptions-
spektrum des 3s! E’-Rydberg-Zustands von sym-Triazin. Quadratische Kopplung ist schwach
relativ zur linearen Kopplung. Die 7/2 und 11/2-Linien erhalten starke Intensitéit wegen
Quasi-Entartung mit 1/2-Linien im linearen Fall. Das Auftreten von j > 1/2-Linien ne-
ben den j = 1/2-Linien wird manchmal auch als ”Jahn-Teller-Splitting” bezeichnet. Hier

eine Konsequenz der quadratischen Kopplung.

Abb. VIII. 13:
Hochaufgelostes PE-Spektrum von Benzol. Jahn-Teller-Splitting und Aufspaltung der

v =1(j = 3/2) Linie legen x und g eindeutig fest (fiir niederfrequente Mode ).

181



50.0

25.0

INTENSITY (ARBITRARY UNITS)
0.0

.

H |
15N
e

Y%

92. sT 4“/&
] ]

i - "

"

55400 53700

36000 56300 56600 56900 §7200 57300

TWO-PHOTON ENERGY (CM™')

TWO-PHOTON ENERGY (CM™')

600

400

200

=200

ENERGY {cm™)

-1200

400 |

-1600

f AFR LJT L-Q Expt.

%

FIG. 7. Comparison of approximate vibronic models to complete
linear + quadratic coupling calculations and to experimental ei-
genvalues. Note that zero-point energy is explicitly accounted for
in this comparison. The four columns reading from left to right
area: (1) adiabatic free rotor of Longuet-Higgins et al. [Ref. 1];
(2) linear coupling model of Ref. 6, now with refined linear pa-
rameter k = 2.14; (3) full linear-plus-quadratic calculations with
k = 2.14 and g = 0.0046; and (4) experiment with zero-point
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FIG. 1. Two-photon absorption spec-
trum of sym-triazine in the region from
346 to 361 nm. This band system is
assigned to the Jahn-Tller active 3s'E’
Rydberg state. It shows a progression ion
the single active Jahn-Teller mode, vq4
together with fundamental of symmetric
modes v1 und vi9 and their combina-
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theoretical positions and intensities
for linear-plus-quadratic coupling in
a single-mode numerical variational
calculation (symmetric modes and their
combinations with vy are suppressed).
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7 Der Mehr-Moden-Jahn-Teller-Effekt

Fiir das Verstdndnis der Spektroskopie hochsymmetrischer vielatomiger Molekiile ist es
sehr wichtig zu beachten, dafl die Jahn-Teller-Kopplungen durch mehrere Schwingungs-
moden nicht unabhéngig voneinander behandelt werden konnen, wie das etwa bei der
Anregung totalsymmetrischer Moden in harmonischer Naherung der Fall ist. Mathema-
tisch duflert sich das darin, daf3 die Jahn-Teller-Operatoren H,, fiir verschiedene Moden

nicht miteinander kommutieren (vergl. Poisson-Verteilung):

[H/ﬁ Hk’] 7& 0

fiir ’)—[:Z’]—(k

k
Die tiefere Ursache dieser Problematik liegt darin, dal die einzelnen vibronischen Dreh-
impulse

1 0 1(-10
L —1+ =
B i Oy +2

nicht mit ‘H = >°;, Hy kommutieren: Erhalten ist nur der gesamte vibronische Drehimpuls

1 -1 0
T

l\D\n—l

0
2 g

0 1

[H, L] =

Bei N Jahn-Teller-aktiven E-Moden gibt es also statt N nur eine Konstante der Bewe-
gung, ndmlich L. Dies fiihrt dazu, dafl das Spektrum des Mehrmoden-Jahn-Teller-Effekts
i.a. erheblich komplexer ist als das Einmoden-Spektrum. In der Natur sind Molekiile mit

nur einer F-Mode die Ausnahme, z.B. Lis, Nas, Cus. Die meisten hochsymmetrischen
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Molekiile haben 2 und mehr F-Moden. Der Mehrmoden-Jahn-Teller-Effekt ist daher ein

allgemeines Problem.

Die Komplexitdat des Problems duflerst sich auch in den adiabatischen Potentialflichen.
Als Beispiel sei der 2-Moden-Jahn-Teller-Effekt im A2E"-Zustand von BF3 diskutiert.
Die Jahn-Teller-Moden sind v3, v4. Die Abb. VIII. 14 zeigt die Potentialfliche als Funk-
tion der vs-Koordinaten Qs;, (s, fiir verschiedene Auslenkungen der Radialkoordinate
ps = (Qi, + Q3,)"2. Man sieht, daB fiir py # 0 die Rotationssymmetrie der Fléiche

zerstort wird. Daher sind die Bewegungen in v3 und v, stark miteinander gekoppelt.
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Abb. VIII. 14

186



Die Berechnung des Spektrums fiir den N-Moden-Jahn-Teller verlauft vollig analog zum

Ein-Moden-Fall. H wird dargestellt in einer direkten Produkt-Basis
‘wi > |n1l1 > ‘Tlglg > ... |TlNlN >

Im Fall des E x (E + E)-Jahn-Teller-Effekts hat die Hamiltonmatrix die in der Abbildung
VIII. 15 gezeigte Bandstruktur (J = 1/2). Das numerische Problem ist die Diagonalisie-
rung sehr grofler, aber diinn besetzter Matrizen. Dieses Problem 148t sich sehr effizient

mit dem Lanczos-Algorithmus 16sen.

Zur Illustration des 2-Moden-Jahn-Teller-Effekts seien 2 Beispiele gezeigt:

a) Abb. VIIL. 16 Modell-Rechnung der A2E”-Bande im PE-Spektrum von BFj.
Zum Vergleich ist die unabhéngige Behandlung beider Jahn-Teller-
Effekte und Faltung der Spektren (Faltungsniherung) gezeigt. Im
hochenergetischen Teil des Spektrums wird die Liniendichte durch

die Wechselwirkung der Moden sehr komplex.

b) Abb. VIII. 17 Modell-Beispiel fiir 2 stark koppelnde Jahn-Teller-Moden.
Man betrachte die enorme Komplexitédt bei hoherer Energie. Die
Faltungsndherung versagt nicht nur fiir die Feinstruktur, sondern

auch fiir die Einhiillende des Spektrums.

Der 2-Moden-E x E-Jahn-Teller-Effekt liegt in den PE-Spektren von NH3 und BFj3 vor
und wurde quantitativ untersucht. Experimentell besonders gut dokumentiert sind die
Mehr-Moden-Jahn-Teller-Effekte in den X2E-Zusténden von CgHy, CeFg, CeH3F3 und
verwandter Systeme. Hier sind bis zu 4 F-Moden aktiv, aber alle Kopplungen sind klein.
Die beobachteten Energieniveaus lassen sich nur durch eine Mehr-Moden-Jahn-Teller-

Rechnung interpretieren.
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Abb. VIII. 18, VIIL. 19:  Resultate zu X CsHg

Abb. VIII. 20 zeigt den Vergleich von Theorie und Experiment fiir das Emissionsspektrum

von CeFy .
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FIG. 3. Emission spectrum of CﬁFg_ in solid Ne. The 17} band was excited to record the
0 — 0 band; the remainder of the spectrum was recorded with vy excitation. Note changes in
sensitivity within the spectrum.
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Fig. 34. Vibronic line structure of the B2As, — XQElg emission spectrum of CﬁF;{. (a)
The experimental result.!”™ (b) The result of the four-mode Jahn-Teller calculation.!?.
For the values of the parameters see Table VIII. (¢) The result of the independent-mode

treatment, using the same values of the parameters as in panel b.

Abb. VIII. 20
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Teil IX

Der Renner-Effekt

Wie im vorhergehenden Kapitel angemerkt, gilt das Jahn-Teller-Theorem nicht fiir linea-
re Molekiile, d.h. die Entartung elektronischer Zustande (II, A etc.) wird nicht in erster
Ordnung in einer Schwingungsauslenkung aufgehoben. Lineare Molekiile spielen also eine
Sonderrolle. Man nennt den entsprechenden Effekt, d.h. die Wechselwirkung der Kompo-
nenten eines I (oder A etc.)-Zustands iiber die Winkelschwingung (eine entartete Schwin-
gung von II-Symmetrie), den Renner-Effekt. Das einfachste Beispiel ist ein I1-Zustand in

einem linearen dreiatomigen Molekiil, z.B. der Grundzustand von COJ.
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1 Der Hamiltonoperator

Elektronische Zusténde in linearen Molekiilen werden nach der Projektion A des elektro-
nischen Drehimpulses auf die Molekiilachse klassifiziert.
Es ist A=0 fiir 3-Zusténde

A=+1 fiir [I-Zusténde

A=42 fiir A-Zusténde, etc.

Es ist zweckméfig, komplexe elektronische Wellenfunktionen zu benutzen, so daf3
Colpy > = ™y >
Colp- > = e >

wobei C, eine Drehung um ¢ um die Achse bedeutet.

Die relevante Schwingung ist die Winkelschwingung. Dies ist offensichtlich eine entar-
tete Schwingung von II-Symmetrie mit den Komponenten @),, Q,. Z.B. fiir dreiatomiges

Molekiil:

Qz Qy
Wir bilden wieder die komplexe Linearkombination
R+ = Qu+iQy
Q— = Qx - iQy
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Mit
Qw oSy — sin ¥ Qz
Cy =
Qy sinp  cosp Qy

wird

CoQr = ¥Qs

C,QQ- = e Q_

(2)

Wir betrachten nun die Entwicklung von H,; nach Potenzen von )+ und bilden Matrix-

elemente mit [¢y >:

He = [ty > Hyy <O+ ...
1 1
Hew = WO+ WIQ + WHQ- + SWEQ.Qu + ;W00 + W20Q.Q-
Der Term [¢; >< 1| transformiert sich wie

6+ZA506—1A<,0 -1

Y

Damit |¢y > H,y < 94| totalsymmetrisch ist, kann also nur W und Wf_) ungleich

null sein:
Hip =W 4 W@QJrQ—

Entsprechend
Ho_=wO+w?qQ,.qQ_

Das Nichtdiagonalelement ist

[y > Hyo <y mit

1 1
Hie = VO +VQ + VVQ- + VEQ Q1 + 5V2Q-Q- + Vi2Q,0-

Wy S< | : etileeihe — o2k

Fiir II-Zusténde transformiert sich [, >< v _| wie e, d.h. nur V@ st ungleich null
") )
H+_ = §V__Q_Q_ fur A=1
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Fiir A-Zusténde transformiert sich |1, >< v_| wie e™%; alle Koeffizienten rechts miissen

null sein. Man sieht sofort daf8 der fithrende Term ~ Q* sein muf
H, ~Q* fir A =2
Der Renner-Teller-Effekt in A-Zustdnden ist also ein Effekt 4. Ordnung und oft ver-

nachléssigbar.

Im Folgenden werden wir uns daher auf II-Zusténde beschrénken.

Mit wo = o
w20 Q. = w/2
v = g
und Q. = pe?, Q_ = pe~* wird der Renner-Teller-Hamiltonoperator fiir II-Zustéinde
0 ggp’e™ (3)

H=(Tx+%p%) 1+ |
%gp2€2zga 0

e (00
K 2p? p@ppap 0p?

Formel gleich dem Jahn-Teller-Hamiltonian mit quadratischer Kopplung, ohne lineare

Kopplung.

diabatische Darstellung !
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2 Adiabatische Potentialflichen und Wellenfunktio-

nen

Die Flachen folgen aus
det 2 =0
% gplediv \

also A2 = 1¢%p*, Ao = +1gp”

Die adiabatischen Flachen sind also

w 1
Vie= —p°+ ~gp°
L2 = 5P E59p

1
Vig = 5(01 + g)p”

Die Fléachen sind rotationssymmetrisch und harmonisch, mit vergroflerter bzw. reduzierter

Frequenz. In harmonischer Ndherung miissen wir die Bedingung

g <w

stellen. Ansonsten miiiten wir Terme ~ p* in Vj beriicksichtigen. Der Fall g > w ist jedoch

unrealistisch. In aller Regel ist die Renner-Teller-Kopplung klein gegen die harmonischen
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Riickstellkraft.

Die Aufhebung der Entartung ist also quadratisch in p, d.h.
Renner-Teller: Vi — Vo = \p?,
im Gegensatz zum Jahn-Teller-Effekt, wo

Jahn-Teller: Vi — Vo = 2kp.

Wir sehen auch, dafl keine Symmetriebrechung auftritt, d.h., die Gleichgewichtsgeome-
trie bleibt linear. Wegen der Entartung von V; und V5 bei p = 0 haben wir jedoch starke

Nicht-Born-Oppenheimer-Effekte.

Bestimmung der Eigenvektormatrix S, d.h.

0 Lgp?e=2ie A O
S+ 2 S =
sgpe?te 0 0 X

Eigenvektor zu \; = %gp2:

—1 % 511

62&’0 —1 512

—511+€_2i90521 =0

mit SH = e_w: Sgl = €i<p

Normierung: = —

Eigenvektor zu Ay = —%gpQ:

€2w 1 522
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62@512%—522 = 0

mit 522 = 6“’01 512 = —6_i<p

Normierung: =

1 e —eT

N \/§ etie ei®

Die adiabatische elektronische Wellenfunktion:

A

g v
o= ji(e“%we‘%_)
i = (et ey

V2

‘fd = oS PP, — sin p,

MZ)Sd = sin 90¢;t + cos @@Z)y

(6)

Bei Drehung um ¢ = 27 gehen die adiabatischen Wellenfunktionen in sich iiber. Sie sind

also eindeutig, und nicht zweideutig, wie beim Jahn-Teller-Problem.

Dennoch ist der nichtadiabatische Kopplungsoperator A singulir, denn die ¥*¢ &ndern

sich sehr schnell in der Umgebung von p = 0. Eine Rechnung wie beim Jahn-Teller-Effekt

liefert
20
W 1 0p
M=ol 20 (7)
|
1 0p




Zwischenrechnung:

Berechnung von A fiir den Renner-Teller-Effekt:

o2
A = —SHTx.S]; Tp=——n o
[ K ] ) K 2p2 ag02
o 1 —je % —(—j)e”i
Ts - o (=) s
¥ V2 ie' ie ®
5 L[ (iperie —(ipeie
22> = 5 . 4
890 \/§ (Z‘)Qeup Z'2e+z<p
1 —ie™® je7% | 9 52
+2— — +S—
V2 ie¥ e O Op?
o2 2% —e W el
890 \/_ eicp el 830
82 6@'90 e—icp _e—igo e—w
S+ 7278 — —1+Z
890 _eup e 7;4,0 67490 61(,0
—1+1 1+1
1+1 —1+1
0
2 _ 0 20—
S+ PQ,S] = bY + P Op
O¢ 0 -1 2i— 0
ot
w -1 22'6)8
S* [Tx,S] = —— P
202 0
21— -1
dp
4 29
2p? _gﬁ -1
i 0p
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20
1 =
A = Y i Op
2p2 2 0
- 1
1 0p

Der Hamilton-Operator in adiabatischer Darstellung lautet also

H =Hea— A
H = STHS =
g W
B Tk + 5(w=9g)p +27p2 0
o 1
0 TK+§(w—g)p2+ﬁ
1o
w i Op
R A
1 0p

Der Kopplungsoperator in adiabatischer Darstellung ist divergent fiir p — 0, d.h. vélliger

Zusammenbruch der Born-Oppenheimer-Néherung. In der Born-Oppenheimer-Nédherung

wiirden wir 2 Sétze von harmonischen Energieniveaus erwarten, mit vergréferter bzw.

verkleinerter Frequenz. Das wirkliche Energiespektrum sieht jedoch ganz anders aus (mit

einer Ausnahme, wie wir noch sehen werden).

3 Berechnung des Spektrums

Auch der Renner-Teller-Hamiltonian besitzt eine Erhaltungsgréfie, ndmlich den vibroni-

schen Drehimpuls (fiir A = 1):

Es ist:

gpeiv
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1 0 0 Tgpe2¢ B 0 Tgpre ¢
0 —1 sgpPe” 0 —sgpet?e 0
0 %gp2672i<p 1 0 B 0 _%gp2672i4p
%gp262i<p 0 0 —1 %gp2e+2i<p 0
1 0 0 —gple 2
JHY =
0 —1 —gpre?¥ 0
Also [L,H] =0

Wir koénnen also die Eigenfunktionen vo H nach Quantenzahlen von L klassifizieren.

Nach (8) sind die Eigenwerte von L ganzzahlig:
LU, =0, , j=0,41,+2 ...

Insbesondere brauchen wir bei der Entwicklung von ¥; nach Basisfunktionen nur solche

mit demselben j betrachten. Die Basisfunktionen sind (A = 1)
[yl >= [y >l > 5 j=1+1
W_snl>=|p_>Inl> ; j=1-1
Es ist also

Liyy;nl > = (I+1)[snl >

Liy_snl> = (I—1)]yp_;nl >

Betrachten wir als Beispiel die Matrixdarstellung von H fiir j = 1. Die Basisfunktionen
mit j = 1 sind:
|77Z)+a 00 >, |¢—) 22 >, |1/)+7 20 >, |77ZJ—7 42 >, |77/}+a 40 >, W—, 62 Sy
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Matrixelemente des Kopplungsterms:

g < 00]pe%%|22 > (An =2)
g < 22|p?e**|20 > (An =0)
g < 20|p*e%?]42 > (An =2)
g < 42|p*e*#|40 > (An =0)

ete.

Die Matrixelemente kénnen auf diejenigen von pe®? zuriickgefiihrt werden:

< nl|p?e®®n'l > = S, < nllpe?|n"l" > < n"I"|pe?|n'l >
p il p p
01041 O 41
n=n+l n=n+1

9)

n=n"+1=n"+1+1

n=n',n"+2n —2
Diese Zusténde sind abwechselnd durch Matrixelemente mit An = 0 bzw. An = 2 gekop-
pelt. Wegen der Auswahlregeln (9) ist die Matrix also wieder tridiagonal. Die Diagonalisie-
rung liefert wie beim Jahn-Teller-Fall die Energieniveaus (Eigenwerte) und vibronischen

Zusténde (Eigenvektoren).

Die vibronische Wellenfunktion W, ist

Uy, =3 Cl e >n, g —1>+> CV |- >|n,j+1>

Wir berechnen damit schlielich die Intensitédten fiir Absorption aus den elektronischen

und Schwingungsgrundzustand |19 > |00 > in den Renner-Teller-Zustand:

Ly, = | < 00] < ho|Hine| ¥ > |?

< 00| < Yo Hine| ¥y > ~ D CI < 00|€fip|n, j — 1>

+3 03 < 00€i-|n,j + 1 >
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mit
iy = <tholdlvs >
fi- = <wolply-> = [

In Condon-Néherung ist p+ konstant. Nur Zustdnde mit j = 41 haben Intensitét. Es ist

Iy = 2|7]?|Co% 2 (nur j = £1)

d.h. das Quadrat der 1. Komponente des Eigenvektors bestimmt die Linienintensitat im

Absorptionsspektrum.

Ein spezieller Fall liegt fiir j = 0 vor: fiir das j = 0-Spektrum existiert eine exakte
Losung. Dies ist in der diabatischen Darstellung nicht unmittelbar offensichtlich. Wir

gehen zweckmafBigerweise iiber zur adiabatischen Darstellung
H' =S*HS

Zur Klassifizierung des Spektrums miissen wir auch L auf adiabatische Darstellung trans-

formieren
L'=S'LS
1 e e
S=——
\/§ el el
Es ist
1 0 0 -1
St S =
0 —1 -1 0
10 1| —e™ e 10
Q- + Sfi
7 (990 2 eigp el® t 890
10 0 1 10
S+*7 - ‘I— ,‘71
1 0p 10 1 0p




Die beiden konstanten Matrizen heben sich in der Summe weg und damit

10 vibronischer Drehimpuls

I Qt -
L'=8"LS = i 8301 in adiabatischer Darstellung

Natiirlich kommutiert L' mit H’ und j bleibt gute Quantenzahl.

Die Basisfunktionen in adiabatischer Darstellung sind
[th1,25ml >= 112 > |nl >
mit
J=1
Fiir j = [ = 0 verschwindet jedoch auch der Kopplungsoperator

wl o

p* i Op
d.h. Basiszustéinde |1)1;n0 > und |1)9; n0 > sind nicht gekoppelt. Die adiabatische Néhe-

rung wird in diesem Fall exakt.

Die Energieniveaus fiir j = 0 sind durch die Potentialflachen
1 w
“(wEag)p? + —
W Eg)p”+ 27

bestimmt. Da w/2p* nur einen Zentrifugalterm beschreibt, sind die Losungen bekannt

(entspricht Drehimpuls 1 im isotropen 2-dimensionalen harmonischen Oszillator).

Diese Entkopplung des Problems in adiabatischer Darstellung gilt nur fiir j = 0, nicht fiir

hohere j.
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4 Diskussion von Renner-Spektren

Abb. IX. 1:

Abb. IX. 2:

Renner-Teller-Energieniveaus fiir einen II-Zustand als Funktion der
Kopplungskonstante g/w. Fiir j = 0 ist die adiabatische Nidherung ex-
akt; die Niveaus entsprechen der unteren bzw. oberen Potentialfldche
Vig = 3(w £ g)p* mit dem Zentrifugalterm w/2p? Fiir j > 0 sieht

man dementsprechend die Wechselwirkungen der adiabatischen Energie-

1

niveaus aufgrund der nichtadiabatischen Kopplung ;"—Qi%. Nicht-Born-

Oppenheimer-Effekte sind schwécher als beim Jahn-Teller-Effekt!

Renner-Teller-Energieniveaus fiir einen [I-Zustand im Falle schwacher
Renner-Teller-Kopplung (¢g/w = 0.1). Fiir 7 = 0 sind alle Niveaus zu
einem gegebenen n aufgespalten, fiir 7 > 0 ist das unterste Niveau nicht
aufgespalten. Die Niveaus mit j > 0 sind zweifach entartet (4j): der

Entartungsgrad des ungestorten Systems ist 2 X (n+ 1) =2,4,6,8,...
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d=2(n+1) j=0 1 2 3 4
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FIG. 6. Diagram of vibronic levels in a II electronic state for ¢ = 0.1. All
levels except those with K = vy + 1 occur in pairs on account of vibronic interaction.

Anharmonicity is neglected.

Herzberg 111, S. 32

Abb. IX. 2
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Abb. IX. 3:

Abb. IX. 4:

Aufspaltung der ungestérten Niveaus eines 2II-Zustands (Entartungs-
grad 2 X (n + 1)) durch den Renner-Teller-Effekt (a). Die verbleibende
2-fache Entartung der Niveaus mit j > 0 wird durch die Spin-Bahn-
Wechselwirkung im 2TI-Zustand aufgehoben (Spin-Bahn-Wechselwirkung

< Renner-Teller-Wechselwirkung)

Ein bekanntes Beispiel: die X2B;- und A2A;-Zusténde des NHy-Radikals.
In diesem Fall ist die anharmonische Beschreibung der Wechselschwin-
gung notig. Da fiir j = 0 die adiabatischen Niveaus exakt sind, kénnen
die Potentialflichen durch Fit an die beobachteten j = 0-Niveaus be-
stimmt werden (1). Dies ist eine spezifische Eigenschaft des Renner-
Teller-Effekts, die man in anderen vibronischen Kopplungssystemen nicht
findet. (2) zeigt die beobachteten und berechneten Niveaus fir j = 0. .. 4.

Die experimentellen Daten konnen quantitativ reproduziert werden.
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(a) (b)

Level splittings caused by (a) Renner effect alone, (b) Renner effect and spin-orbit coupling.

2[1 elektronischer Zustand

J. A. Pople, Mol. Phys. 3, 16 (1960)

Abb. IX. 3
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Figure 1. Bending potential energy curves for X2B; and A2 A, states of NH,. The positions of
the observed ( ) and calculated (— — ——) K, = 0 bending levels are indicated.
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Figure 2. Observed (a) and calculatd (b) vibronic level patterns in NHp. The energy of the barrier
to linearity is indicated by the broken horizontal line. Levels belonging in zeroth order to the A
and X states are shown slightly displayced in order to distinguish them.

Ch. Jungen et al. Mol. Phys. 40, 25 (1980)

Abb. IX. 4
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Teil X
Pseudo-Jahn-Teller-Effekt und
vibronische Kopplung

in linearen Molekiilen
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1 Pseudo-Jahn-Teller-Effekt

Unter dem Pseudo-Jahn-Teller-Effekt versteht man die vibronische Wechselwirkung zweier
nicht miteinander entarteter elektronischer Zusténde {iber einen (oder mehrere) entarte-

ten Schwingungsfreiheitsgrad.

Der typische Fall ist die Wechselwirkung eines entarteten elektronischen Zustands (FE)
mit einem nichtentarteten Zustand (A) iiber eine Schwingung von E-Symmetrie. Die

Auswahlregel fiir die lineare Pseudo-Jahn-Teller-Kopplung ist

Pseudo-Jahn-Teller: g xTaDTlpsr (1)

Im E-Zustand wirkt normalerweise die (lineare) Jahn-Teller-Kopplung geméafi der Aus-

wahlregel

Jahn-Teller: (Tg)? D Ty (2)

In den iiblichen Punktgruppen erfordern die Auswahlregeln (1, 2) Schwingungen von E-
Symmetrie. Im einzelnen sind sie Auswahlregeln unterschiedlich und kénnen geméf der

Haupt-Symmetrieachse klassifiziert werden.

In Gruppen mit dreizdhligen Achsen (Cs,, D3y, O, T) gilt

gxT4D>FE und (Tg)P*DFE

d.h. Schwingungen von FE-Symmetrie sind gleichzeitig Jahn-Teller- und Pseudo-Jahn-

Teller-aktiv.

In Gruppen mit fiinfzdhliger Achse kann keine Schwingung gleichzeitig Jahn-Teller-aktiv

und Pseudo-Jahn-Teller-aktiv ein.
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In der Gruppe Dgp, hingt es von der Symmetrie der beteiligten elektronischen Zustidnde
ab, ob dieselben Schwingungen oder verschiedene Schwingungen Jahn-Teller- und Pseudo-

Jahn-Teller-aktiv sind.

Bekannte Beispiele:

(i) Elektronische Zustédnde By, Fy, (7m*-Zustéinde von Benzol)

U'pjr =Tyr = By

(7) Elektronische Zustdnde Ag,, Fs, (Benzol-Kation)

1—‘PJT = E2u ) FJT = E2g

Die Aufstellung des Hamiltonoperators erfolgt mit denselben Methoden (Taylor-Entwicklung

und Symmetrie-Uberlegungen) wie fiir Jahn-Teller- und Renner-Teller-Effekt behandelt.

Der elektronische Raum ist durch die Komponenten 1, ,19_ des E-Zustands sowie Wel-
lenfunktion ¢4 des A-Zustands gegeben. Der vibronische Hamiltonoperator ist demgemafl

eine 3 x 3-Matrix.

Fiir den Fall einer dreizéhligen Achse und Beriicksichtigung einer F-Schwingung mit Po-

larkoordinaten p, ¢ erhélt man

Er  dpe™% gpett
H = ho]_ -+ )\p€+i<ﬁ EA )\pe—igo

kpe ¥ Apet¥  Ep
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Ep, E4 : vertikale Anregungsenergien; A = |Ep — E4]

A : Pseudo-Jahn-Teller-Kopplungskonstante

K - Jahn-Teller-Kopplungskonstante

ho © 2-dimensionaler isotroper harmonischer Oszillator
1 . dreidimensionale Einheitsmatrix

Wie oben bemerkt, kann in einigen Punktgruppen x = 0 aus Symmetriegriinden sein.

Wir wollen uns hier der Einfachheit halber generell auf den reinen Pseudo-Jahn-Teller-

Effekt beschrankem, d.h.

Er  Ape™% 0
H = hO]- + )\pe+i<p EA )\pe—itp

0 A\pet®  Eg

In diesem Fall gibt es wieder einen vibronischen Drehimpuls als Konstante der Bewegung

[L,H] =0
10 0
10
L=-—14+]10 0 0
1 0p
00 -1

Wie man sieht, sind die Eigenwerte ganzzahlig

j=0,+1,42, ...

Eigenfunktionen von ‘H kénnen durch j klassifiziert werden

H\Iljl/ — Ej \Ifjl,
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2 X-II vibronische Kopplung in linearen Molekiilen

In Dooha Coov gllt

U xIT=1II

d.h. die Winkelschwingung von II-Symmetrie kann - und II-Zusténde in erster Ordnung
koppeln. Wenn - und II-Zustédnde energetisch nahe sind, kann die »-1I-Wechselwirkung

wichtiger sein als der Renner-Teller-Effekt, der ja von 2. Ordnung in p ist.

Wir haben wieder drei diabatische elektronische Zustdnde, ndmlich die Komponenten 1)
des II-Zustands mit A = £1 und den ¥-Zustand mit A = 0. Der vibronische Hamilton-

operator ist also eine 3 x 3 Matrix.

Die Herleitung der Kopplungsmatrixelemente erfolgt wie im Renner-Teller-Fall (Transfor-

mationsverhalten beziiglich Drehung um die Molekiilachse).

Unter Beriicksichtigung von Termen bis zu 2. Ordnung in p ergibt sich

En  pe™ ggptem?

H = hol + >\p6+i<ﬂ Es, )\pe—iw

% gpete  \petis o
En, Ex. : vertikale Anregungsenergien; A = |Ey — Fy|
A - Y-II-Kopplungskonstante
g * Renner-Teller-Kopplungskonstante
ho © 2-dimensionaler isotroper harmonischer Oszillator
1  dreidimensionale Einheitsmatrix

Wir wollen uns hier auf die reine X-II-Kopplung beschriankem, d.h. die quadratische

Renner-Teller-Kopplung vernachléssigen:

218



Ex  Ape % 0
H=hol+ | \peti® By  Ape~i#
0 A\pe™  Ep
Ist identisch mit dem reinen Pseudo-Jahn-Teller-Hamiltonoperator. Reine Pseudo-Jahn-

Teller-Kopplung und reine -1I-Kopplung sind also dquivalent.

Es gibt daher auch den vibronischen Drehimpuls als Konstante der Bewegung

[L,H]=0
1 0 O
10
L=-—1+ 00 O
1 0y
0 0 -1

HU;,, = E;, W, j=0+1,+2 ..

3 Adiabatische Potentialflichen

Wie iiblich
Ep—V dpe™® 0
det | Npeti E,—V Ape i | =0

0 A\pe™%  Ep—V

(Ep = V){(Ea—V)(Ep = V) = \p*}

| Apet ApeT
—Ape™ ¥ =0

0 Ep -V

(Bg —V){(Ex—V)(Eg = V) —2X%p*} =0
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Eine Losung ist also V' = FEp; die beiden anderen ergeben sich aus der quadratischen

Gleichung zu

_ Lt Ba

Vi 5

1
SV (Ep = Ba)? + 8302

Nach Hinzunahme des harmonischen Potentials %wp2 haben wir also die drei Potentiale

Ve = Eg+%p°

Vi = L(Ep+Ea)+ twp? £\/(Ep — EA)2/4+2)2p2

Eine Komponente des E-Zustands bleibt also unverdndert, wiahrend die andere mit dem

A-Zustand wechselwirkt und Abstoflung zeigt.

Bei geniigend starker Kopplung (2A? > wA) entwickelt die tiefste Potentialfliche (V_)

ein Minimum bei p # 0. Das ist in Abb. X. 1 illustriert.

Der Nicht-Born-Oppenheimer-Kopplungsoperator A kann wie in vorangegangenen Bei-

spielen berechnet werden. Der Ausdruck ist ziemlich kompliziert.
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FIG. 19. Potential energy curves V4 (full lines) and Vi1 (dashed lines) for X-IT vibronic coupling.

The values of the parameters (all in electron volts) are as follows:

(a) Er =138, E, = 14.0, A =w=0.09;
(b) E, =140, B, =138, A= w = 0.09;
() E,=138, E, = 14.0, A= 2w =0.18;
d) E, =140, E, = 13.8, A = 2w = 0.09.

Abb. X. 1
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4 Berechnung des Spektrums
Wie iiblich:  Basis aus diabatischen elektronischen Zustdnden
oy >, |- >, [¢he > (A=1,-1,0)
und 2-dimensionalen harmonischen Oszillator-Zusténden
Inl >

Gute Quantenzahl: j=1l+A

Es geniigt, Basisfunktionen zu einem festen j zu betrachten.

Beispiel: 7 =0:
o > 100 > [ty > [1 =1 >5[t > [11 > |¢ > [20 >;[thy > 3 = 1> [ > [31 >
Matrixelemente:

<nl| < o|H|tpo > [n'l' > = (Es+ (n+ 1)w)0nwdy

<nl| <Yp|H|pe > 0'l' > = (Eg+ (n+ 1)w)duwduw

<nl| <YL|H|pz > |n'l' > = 0 (keine JT — bzw. RT — Kopplung)
<nl| < |Hlpg > |n'l' > = X< nllpe” 0l >

<nl| < o|Hlby > |0l > = X< nllpe™|nl >

Mit den bekannten Matrixelementen von pe*™ erhilt man die Matrixdarstellung des

Hamiltonoperators fiir 7 = 0 : pentadiagonal (Abb. X. 2).
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Hamilton-Matrix fiir 5 = 0:

i=0 0,00 |(+1-1)] (=11) | (020) |(+3—=1)| (=31)
(0,00) By bN N 0 0 0
N AN AN
(1= X\ Ep+w 0 A 0 0
AN AN
AN
(—,11) N 0 EpN w A R 0
AN
AN AN AN AN
0,20 0 A Ea+ 2w A A
(0,20) N N \/5\ \/5\
N
(+3—-1) 0 0 PN \/5)\\ Ep 3w .
AN AN
(—,31) 0 0 0 2 0 Ep + 3w
f\ AN
Abb. X. 2
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Bemerkung: Im Fall j = 0 148t sich die Hamiltonmatrix durch eine einfache Basistrans-

formation (plus und minus-Linearkombination)

Ly > =1 > g > n, +1 >}

— n,— _>n,

\/5 +
auf Tridiagonalform bringen (Minus-Linearkombination entkoppelt). Dies geht nicht mehr
fiir 7 # 0. Im allgemeinen hat man also Pentadiagonal-Matrizen zu diagonalisieren.
Fiir Absorption aus |00 > eines nicht entarteten Anfangszustands ergibt sich die Intensitét
aus den Eigenvektorkoeffizienten zu den Basiszustdnden

[ty > {00 >; [¢h— > 00 >; [tho > [00 >
(falls £ und A-Zusténde dipolerlaubt sind)

Es folgt sofort, dafl nur 7 = 0 und j = %1 vibronische Zusténde auftreten kénnen.

j = 0: Intensitdt von A ; j = +1: Intensitdt von E.
Abb. X. 3 zeigt ein Korrelationsdiagramm der Energieniveaus (d.h. als Funktion von

A) fiir den Fall A = w. Niveaus mit verschiedenen j kénnen kreuzen, nicht aber Niveaus

zu gleichen j. Nur 7 = 0 und j = 1-Niveaus sind im Spektrum sichtbar.
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FIG. 1. Vibronic levels as functions of the linear PJT coupling, v, for A =w =1.0,k =g = 0.
(a) A-type states: j =0 (—), j =3 (— ), j = 6 (00), decoupled states with j =0 (-~ -—); (b)

E-typestates: j=1(—),j=2(—-),j=4(c0),j=5(--),j=T7("").

M.Z. Zgierski and M. Pawlikowski, JCP 70, 3444 (1970)

Abb. X. 3
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5 Anwendungsbeispiele

Ein bekanntes Beispiel fiir starke Pseudo-Jahn-Teller-Kopplung sind die m — 7*-angeregten

Valenzzustande von Benzol.

Aus der m(ey,) — 7 (e1,)-Anregung erhélt man folgende Zusténde (in dieser energetischen

Reihenfolge):

Tripletts: 3B14,% F1u,® Bay
Singuletts: 1Byt Biu,t Ey
Es ist Elu X Blu = E2g

Elu X B2u = EQg

Die vier Ey,-Schwingungen vg, v7, 15, 9 konnen also Ey, mit By, By, koppeln: Pseudo-

Jahn-Teller-Kopplung.

In der Singulett-Mannigfaltigkeit ist nur der FEj,(S3) dipol-erlaubt. Die By, (S;) und
By, (S2)-Zustinde erhalten Intensitdt durch vibronische Kopplung mit FEy,: vibronisch

induzierte Uberginge:

S1(* Bay): Vg ist die dominante induzierende Mode.

So(*Byy): vg ist die dominante induzierende Mode.

In der Triplett-Mannigfaltigkeit ist die 3E}, - 3B;,-Kopplung iiber vg besonders stark.

Abb. X. 4 Empirisches Modell von van der Waals et al. (1967)

Abb. X. 5 Moderne ab-initio-Rechnungen fiir Singuletts und Tripletts

(W. J. Buma et al., JCP 93, 3733 (1990)).

Wenig spektroskopische Information vorhanden: ® By, (T}) ist als Triplett nicht direkt op-

tisch anregbar, der !By, (Ss) ist extrem kurzlebig (interne Konversion) und daher diffus.
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Figure 3. The electronic energy surface Uy (p,¢) of the lower triplet states
of benzene as a function of Jg symmetry displacements, according to a
Pariser-type calculation. (a) Variation with p: cross section Uy (p,0), Uy (p, 7).
(b) Variation with ¢ along the trough’ of the lowest sheet. The corresponding
variation of the spin density at one of the carbon atoms is also shown.

J. H. van der Waals et al., Mol. Phys. 13, 301 (1967)

Abb. X. 4
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FIG. 3. Potential energy surfaces along the Sg(p, ) symmetry coordinate for
the 3By, state (solid line) and the component of the 3Ey, state (dashed line)
to which the 3By, state is vibronically coupled. The zero of the energy is equal
to the energy of 3By, state in hexagonal conformation. The bars represent the
possible errors in the extrapolation process of the MRDCI method (Ref.49).
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FIG. 4. Potential energy surfaces along the Sg(p,p) symmetry coordi-

nate for the ! By, state (solid line) and the component of the ! Ey, state (das-
hed line) to which the ! By, state is vibronically coupled. The zero of the energy
corresponds to the energy of ' By, state in hexagonal conformation.

W. J. Buma et al., JCP 93, 3733 (1990) Abb. X. 5
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Als Beispiel fiir 3-II-Kopplung betrachten wir die
X211, A%

Zustinde von HCN™ im Photoelektron-Spektrum von HCN. Der Energieabstand A ist
nur ~ 0.2 eV bei einer Winkelschwingungsfrequenz w ~ 0.09 eV. Also sind starke nicht-

diabatische Effekte zu erwarten.

Abb. X. 6 Modell der X-TI-Wechselwirkung in HCNT aufgrund ab-initio-

berechneter Kopplungskonstanten.

Es ist notwendig, die totalsymmetrische CN-Streckschwingung zu beriicksichtigen (ko-

nische Durchschneidung).

Abb. X. 7 Experimentelles und berechnetes PE-Spektrum von HCN.
[1-Zustand: Vibronisch induzierte v = 1-Niveaus der Biegeschwingung.
Y-Zustand: Struktur sehr komplex aufgrund resonanter Wechselwirkungen

mit dem darunterliegenden II-Zustand. Ohne vibronische Kopplung

nicht interpretierbar.
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Fig. 40. Potential energy curves of the ground and first excited states of
HCN™ as obtained from the parameters of Table X. (a) The bending potential
energy curves for the ionic optimum bond length (Q4 = —1.26). (b) The C—N
stretching potential energy curves for linear geometry (p = 0). (¢) The bending
potential energy curves for bond lenghts appropriate to the ground state of
the neutral molecule (Q, = 0)

Abb. X. 6
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HCN

arbitrary units

Fig. 39. The first band system of the photoelectron spectrum of HCN.
(a) The envelope as deduced by Fridh and Asbrink from experimental
recording.?%% (b) The results of the theoretical calculation. The values of
the parameters are given in Table X (linewidth fwhm = 0.008 eV). The
IT and ¥ vibronic states are drawn as dashed and full lines, respectively.
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