Zapoctové ulohy pro rok ZS 2013

Uloha 1 (iterace, derivace): Lambetova W-funkce

Definujme funkci

yla) =a”
Tuto funkci mizeme chapat jako pevny bod zobrazeni

y— fly)=a.

e Napiste proceduru, kterd pro zadané a najde co nejpiesnéjsi hodnotu y(a). Predpoklé-
dejte, ze e > a > exp(—1/e) ~ 0.6922, a Ze zobrazeni je kontrahujici. Namalujte graf
ukazujici rychlost konvergence a porovnejte v ném rychlost konvergence pirimych iteraci
a iteraci urychlenych metodou Aitkena-Stefensona.

e Napiste proceduru, kterd najde co nejptresnéji derivaci funkce y(a) a diskutujte jeji pies-
nost.

e Procedury napiste obecné a potom naleznéte co nejpfesnéji y(e) a y'(e). Pro testovani
presnosti vypoctu derivace mizete rovnéz pouzit hodnotu y'(1) = —1.

Vystupem k odevzdani budou dva obrazky (rychlost konvergence iteraci a analyza chyb nalezeni
derivace) a dvé cisla y(e) a y'(e).

Pozndmka: Funkci y(a) lze vyjadiit pomoci tzv. Lambertovy W-funkce W (z), kterd je de-
finovana jako inverzni funkce k funkei z(w) = wexp(w). Z této definice si snadno odvodite,
ze nas pevny bod je y(a) = W(lna)/Ina. Lambertovu W-funkei 1ze obecné vyuzit pii feseni
algebraickych rovnic obsahujicich nezndmou linearné a v exponentu.



Uloha 2 (integrace): Délka rovinné kfivky

Uzaviend kiivka v roviné je zadana parametricky pomoci funkei z(t), y(t), t € (0, 27). Naleznéte
délku L této kiivky. Postupujte nasledovné

e Nejdiive predpokladejte, ze znate presné derivace soufadnic dx(t) = 2'(t), dy(t) = y'(t) a
pouzijete vzorec

2
L= V()2 +y/(t)2dt.
0

Vyberte vhodnou metodu integrace a diskutujte konvergenci vysledki. Nakreslete graf
zévislosti chyby obdrzeného vysledku na poctu integra¢nich bodu (v logaritmické skale).

e Predpokladejte, ze analyticky vzorec pro derivace nemate k dispozici. Aproximujte délku
L délkou lomené ¢ary, ktera vznikne rozdélenim intervalu ¢ € (0,27) na N stejnych dilu.
Nakreslete stejny graf jako v prechozim bodé. Vysvétlete vysledky. Uméli byste zrychlit
konvergenci?

e Program pro feSeni napiste obecné, ale vysledné testy provedte pro kiivku z(t) = 1.5 sin(2t),
y(t) = cos(3t). Jaka je co nejpresnéjsi hodnota délky této kiivky?

Vystupem k odevzdani budou dva obrazky rychlosti konvergence a ¢islo L.



Uloha 3 (integrace difro): Ryby a Zraloci

Predpokladejte, ze mnozstvi ryb F a zralokt S v uzavieném ekosystému se vyviji v ¢ase podle
soustavy diferencialnich rovnic:

F'(t) = (2-9)F,
S'(t) = (F-1)S.

e Nakreslete prubéh funkci F(t) a S(t) pro t € (0,20). Predpokladejte, ze v ¢ase t = 0
je FF=1.9 a .S = 0.1. Dejte si pozor, aby veskeré chyby vaseho vypoctu byly v ramci
tloustky c¢ary.

e Ulohu feste alespoii dvéma riiznymi metodami. Nakreslete pro obé metody zavislost re-
lativni chyby vysledku na velikosti kroku h v logaritmické skale. Ovérte, ze Tad presnosti
metody je takovy jak predvida teorie.

e Zavislosti podle pfedchoziho bodu udélejte pro chyby feseni v case t = 3. Naleznéte
hodnoty F(t = 3) a S(t = 3) co nejpfesnéji dokdzete (alespon na 10 dekadickych cifer).

Vystupem z tlohy budou dva obrazky obrazky podle prvnich dvou bodi vyse a dvé cisla podle
tfetiho bodu.



Uloha 4 (Rombergova integrace): WKB aproximace

V kvantové mechanice se ukazuje, ze v ramci WKB aproximace se daji vazané stavy nalézt

pomoci podminky
Foa)ds = [ VE=V@) =2n(0+ ),
1

kde celkova energie je E, V(x) je energie potencialni a konstanta ~ souvisi s hmotnosti systému.
Body x1 a 23 (tzv. body obratu) jsou body v nichz nabyva integrand nulové hodnoty. Naleznéte
analyticky vzorec pro x; a xy pro tzv. Morseho potencidl V(z) = e2* — 2¢% a energie £ €

(—1,0). Spocitejte integral
I(E) :/ VE V(@)

pomoci N-bodového lichobéznikového pravidla Iy a zndzornéte zavislost chyby |Iy — I.| na
N pro N = 2,4,8,...,1024 v log/log skale. Jako pfesnou hodnotu (pro ucely tohoto grafu)
vezméte I, = I1p4. Porovnejte tuto zavislost s odhadem O(N~2%) z Eulerovy-Maclaurinovy
formule. Proc je zavislost jina? Najdéte zkusmo spravny odhad chovani chyby N~¢. Pokuste se
zpresnit vysledky pomoci metody Richardsonovy extrapolace

Jaky je fad chyby a nového vysledku. Pokuste se zobecnit metodu Rombergovy integrace na
tento pripad. Najdéte co nejpresnéji umite hodnotu I(E = —0.5).

Vystupem z tlohy bude graf rychlosti konvergence lichobéznikového pravidla a jeho Ri-
chardsonovy extrapolace a jedno ¢islo (vase nejlepsi aproximace I pro F = —0.5).



Uloha 5 (Gaussova integrace): WKB aproximace
Vypoététe integral z predchozi tilohy pomoci Gaussovy-Cebysevovy kvadratury.

e Nejdiive si uvédomte, Ze integrand se v krajnich bodech 1, x5 chovéd jako /x — 1 a
Vrs —x a ma tedy v téchto bodech singularni derivaci. Singularni chovani se napravi
vyndsobenim vyrazem +/(z — z1)(x2 — ). Provedte linearni transformaci  — y, ktera
pievede integrand na interval (—1,1) a vypoctéte integral pomoci Gaussovy-Cebysevovy

kvadratury
1 dy B N
/1 f(y)\/ﬁ = Zf(yi)wi.

1

e Studujte rychlost konvergence integralu v zavislosti na N.

e Namalujte graf zavislosti 7I(E) pro E € (—1,0) a v = 16.65 (odpovida zhruba vibracim
molekuly Hy). Odectéte z néj pfiblizné energii zakladniho stavu (viz kvantovaci podminka
v zadani predchozi ulohy).

Vystupem z tlohy bude graf chyby urceni I v zavislosti na N a graf funkce v (F) s vyznacenou
pribliznou polohou energie zakladniho stavu. Zajemci mohou tuto energii zkusit najit numericky
co nejpresnéji.

Pozndmka: hodnoty vah pro Gaussovu-CebySevovu kvadraturu jsou w; = 7/N a uzly



Uloha 6 (integrace, koieny funkce): Castice v kruhové jameé

Castice se pohybuje v nekone¢né hluboké kruhové potencidlové jameé ve dvou dimenzich. Najdéte
energii ¥ = k? prvnich ti{ vazanych stavii ¢astice s nulovym momentem hybnosti v této jamé
feSenim rovnice

Y(a) = Jo(ka) =0,
kde a = 1 je polomér jamy. Besselova funkce J,(kr), kde r = /2% + y? je radialni Casti FeSeni
Schrodingerovy rovnice ve dvou dimenzich a da se spocist z jeji integralni reprezentace

27 cos %Jn(z) = / cos(z cos x) cos nxdz.

—T

e Integral pro nalezeni Besselovy funkce spoc¢téte pomoci lichobéznihového pravidla. Otes-
tujte rychlost konvergence integralu a nakreslete graf chyby uréeni integralu v log/log
skale.

e Na zakladé analyzy rychlosti konvergence zvolte vhodny pocet kvadraturnich bodi, ktery
pouzijete pro hledani kofentt Besselovy funkce aplikaci vhodné numerické metody.

e Najdéte co nejpresnéji hledané energie vazanych stavi.

Vystupem bude grafické znazornéni konvergence integralu v reprezentaci Besselovy funkce,
graf Besselovy funkce Jy(k) pro odhad polohy kofent a ¢iselné hodnoty energii tii nejnizsich
vazanych stavi.



Uloha 7 (integrace diferenciilni rovnice): Chaoticka dynamika
Reste pohyb ¢éstice v silovém poli popsaném Hénonovym-Hailesovym potencidlem

V(z,y) = 3 +y*) + 2%y — 59°.
Trajektorii ¢astice naleznete fesenim Hamiltonovych pohybovych rovnic pro hamiltonian

H(z,y,pe,py) = 307 +0%) + V(2,9).

e Vyberte vhodnou metodu pro feseni pohybovych rovnic alespon 4. fadu presnosti. Na-
kreslete graf konvergence chyby feseni v ¢ase t = 1 metody v zavislosti na zmensovani
integracniho kroku v log/log skale. Misto konvergence feseni mizZete studovat konver-
genci energie, ktera by se pro presné fesSeni méla zachovavat, ale numericky bude zatizena
diskretiza¢ni a zaokrouhlovaci chybou.

e Na zakladé predchozi analyzy vyberte vhodnou délku kroku a pokuste se nakreslit tzv.
Poincarého fezy néasledujicim postupem. Pro pocateéni podminku =z = xy € (0.3,0.6),
y =0, p, = 0, p, = 0.03 integrujte trajektorii a do souboru ukladejte soutadnice (z, p,, py)
bodi, kde trajektorie protina rovinu y = 0. Trajektorii integrujte tak dlouho, abyste méli
dost bodiu (stovky). Nakonec vykreslete body do rovinného grafu (naptiklad souradnice
x a p,). Zkousejte jak se zméni obrazek pro rizné volby pocateéni podminky .

Vysledkem tlohy bude graf demonstrujici, Ze lokalni diskretiza¢ni chyba vasi metody integrace
je alespon 4. radu a vybér nékolika reprezentativnich obrazkd Poincarého fezli, ukazujici zmény
charakteru dynamiky pfi rtiznych volbach pocatecni podminky x,.



Uloha 8 (diagonalizace matic): Energie vazanych stavii meto-
dou DVR

Energie vazanych stavi v jednorozmérné potencidlové jame lze nalézt feSenim Schrodingerovy
rovnice, ktera mé v bezrozmérnych jednotkach tvar

2

)+ B~ V()la) = 0.

Uvazujme Morseho potencial V' (z) a hodnotu « z tloh 4 a 5. Energie vazanych stavii najdeme

diagonalizaci operatoru
2

H= 4 V()

dz?
nasledujici metodou. Nejdiive zvolime vhodny interval (a,b) v némz ocekdvame, ze budou
lokalizovany vazané stavy (napiiklad a = —3, b = 5) a definujeme béazi v prostoru kvadraticky

integrovatelnych funkci na tomto intervalu

2 . km(zr—a
or(x) = p— Sin lg—a) k=1,2,..

V této bazi vyjadiime maticové elementy hamiltonianu Hy, = (¢x|H|¢r). Maticové elementy
operatoru kinetické energie, miizeme spocist pfimo

/¢k { v dq ¢i(r)dz =77 |:bk_—7ra:|25kl

a maticové elementy potencidlni energie V' (z) numerickou integraci lichobéznikovym pravidlem.
Naleznéte energie prvnich tii vazanych stavi diagonalizaci matice Hj; vhodnou numerickou
metodou. Jaka je chyba vami obdrzenych hodnot? Pokuste se to zjistit systematickou zménou
parametri a, b, po¢tu kvadraturnich bodt a poc¢tu prvki baze (rozmér matice H). Vysledkem
ulohy budou tfi ¢isla a odhad jejich chyby.

Pozndmka: Pro hlubsi zajemce: Metoda DVR spociva v uréitém triku jak spocist jinak
maticové elementy potencidlni energie V' (z). Nejdiive spo¢teme maticové elementy operatoru
x. To se da udélat analyticky. Jsou nenulové jen pro liché hodnoty £ + [ a to

B B 8kI(b — a)
X = /xd)k(ﬂf)@(x)dx = _Wg(k +02(k—1)?

Matici X diagonalizujeme pomoci numerického nalezeni podobnostni transformace A = QT X Q.
V reprezentaci diagonalizujici matici X snadno najdeme maticové elementy potencidlu V(\)
poté piejdeme zpét do plivodni baze V = QV (A\)Q'. Pokud se rozhodnete implementovat tuto
metodu, usetfite mezikrok numerické integrace potencialu a ziskate pfesné€jsi hodnoty energii
vazanych stavii. Stejnd metoda se d& provést s jinou volbou baze, naptiklad vlastnich funkeci
vhodné zvoleného linedrnitho harmonického oscilatoru (je ovSsem potfeba prepocitat hodnoty
maticovych elementii kinetické energie a operatoru X v této bézi). Tim se zbavime také para-
metrl a, b a staci studovat konvergenci vysledkli s jedinym parametrem, zvysujici se velikosti
béze.




Uloha 9 (FFT): Vypocet Hilbertovy transformace

Hilbertova transformace funkce f(z) je definovéna jako integral ve smyslu hlavni hodnoty

gly) = U.p./yf(%dl‘.

Napiste program pocitajici Hilbertovu transformaci pfedem zadané funkce. Vyuzijte toho, ze
Hilbertova transformace mé tvar konvoluce s distribuci v.p.1/x jejiz Fourierovu transformaci
zname. Spoctete ji integraci v komplexni rovniné, kdyz si uvédomite, ze

1 1

v.p.— = Re .
px T + 1€

Nejdfive otestujte program pro piimou a zpétnou transformaci tim, ze pomoci Fourierovy trans-
formace spocitate derivaci néjaké funkce a nakonec spoctéte Hilbertovu transformaci funkce
O(x)xe™™ (0(x) je Heavysideova skokova funkce). Testujte zavislost na volbé vzorkovaci hustoty
a intervalu na némz provadite transformaci.



Uloha 10 (QR rozklad): Vlastni funkce harmonického osci-
latoru

Vlnové funkce ¢, (x) staciondrnich stavii kvantového harmonického oscilatoru popsaného ha-
miltonianem
H = 3" +¢°)

x2/2 x2/2 z2/2 .3 _,—22/2
) e

mtizeme najit Gramm-Schmidtovou ortogonalizaci funkei e=/2, xe=*"/2, 22e=%"/2, 3¢
Tabelaci téchto funkei na ekvidistantni siti N bodd pokryvajicich interval (—a,a), ziskdme
obdélnikovou matici M. Navrhnéte jak z této matice spocist funkce ¢, (x) tabelované na stejné
siti. Jak zavisi presnost ziskanych funkci na konstantach N a a? Vykreslete maximalni chybu
na dané siti pro ruzné volby parametru N a a pro funkci ¢3(x), jejiz analytickd zavislost je

. 223 — 3z —22/2

p3(z) = N

a pokuste se tyto zavislosti vysvétlit.

Vystupem z tlohy bude graf funkci ¢g(x), ¢3(x) a ¢19(z) a dale dva grafy: zévislost maxi-
mélni chyby max; |A¢,(x;)| na N a zavislost stejné veliiny na a (rozhodnéte se, jestli skdlovat
osy grafu logaritmicky, nebo linearné!).
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