
Kapitola 1

Základńı pojmy termodynamiky

1.1 Úvod

Moderńı př́ırodńı vědy a fyzika jsou postaveny na experimentu a pozorováńı. Poznáváńı
zákonitost́ı neživé př́ırody je založeno na indukčńı vědecké metodě Francise Bacona.
Na začátku zkoumáńı je akumulace experimentálńıch dat, pak následuje jejich analýza,
ze které vyvozujeme závěry o chováńı světa kolem nás, které formulujeme jako teorie
specifického typu. Podle typu jev̊u, které chceme popsat se fyzika rozdělila do obor̊u,
které použ́ıvaj́ı pro ni specifické jak experimentálńı, tak teoretické postupy. To je dáno
t́ım, že hlavńı úkol fyzikálńıch věd je rozpoznat podstatné stupně volnosti, které ovlivňuj́ı
dané jevy a zanedbat ty nepodstatné. To neńı vždy snadné, a nav́ıc výběr podstatných
proměnných neńı nikdy s jistotou ukončen. Je to zp̊usobeno t́ım, že jejich výběr je omezen
dostupnost́ı měř́ıćıch prostředk̊u a dosažitelnosti přesnosti určeńı fyzikálńıch veličin.

Vzorovou fyzikálńı teoríı je Newtonova dynamika formulována v jeho třech zákonech.
Newton z pozorováńı vyvodil, že fyzikálńı zákony se nezměńı, jestliže svět zvětš́ıme nebo
zmenš́ıme, to jest, že fyzikálńı zákony jsou invariantńı v̊uči prostorovému škálováńı.
Škálováńı využil k tomu, aby zavedl hmotný bod jako ideálńı minimálńı limitńı objekt
prostorové redukce, pro který formuloval dynamické zákony. Prostorové škálováńı do-
plnil Newton i časovým a dospěl k infinitezimálńı změně času, kterou potřeboval pro
formulaci pohybové rovnice hmotného bodu. Aby tuto teorii mohl zformalizovat za-
vedl tzv. infinitezimálńı počet, což je dnes základem matematické analýzy. Nezbytným
předpokladem Newtonovy konstrukce je princip superpozice, který ř́ıká, že složitěǰśı ob-
jekty se skládaj́ı z mnoha hmotných bod̊u, který každý samostatně splňuje pohybové
rovnice dané p̊usob́ıćımi silami.

Hypotéza škálovaćı invariance fyzikálńıch zákon̊u se však později ukázala jako ne
zcela platná. Existuje totiž Bohrova délka, rozměr vod́ıkového atomu, na které jsou
odchylky od škálovaćı invariance podstatné. Existence fundamentálńı atomové délky
je podstatné pro kvantovou mechaniku, která koriguje Newtonovu mechaniku na ato-
mových vzdálenostech. Spojitá klasická mechanika byla nahrazena diskrétńı kvantovou
mechanikou. Zjǐstěńı, že fyzikálńı zákony nejsou přesně invariantńı v̊uči prostorovému
škálováńı bylo opodstatněné teprve na začátku 20. stolet́ı, kdy byla k dispozici potřebná
měř́ıćı technika. Stejně tak jako Newtonova mechanika je omezena v platnosti na rozměry
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mnohem větš́ı než atomové, tak i kvantová mechanika je omezena na atomové rozměry,
které jsou v současnosti experimentálně dostupné. Neńı totiž jasné, zda na ještě mnohem
menš́ıch rozměrech, kdy se začnou projevovat efekty kvantové gravitace, nebude třeba
kvantovou teorii ještě dále doplnit a rozš́ı̌rit, o což se pokouš́ı teorie strun.

Podstatný závěr je ten, že naše poznáńı a z něho vypozorované a odvozené zákonitosti
jsou silně podmı́něny současným stavem experimentálńı dostupnosti a ověřitelnosti základńıch
předpoklad̊u. Takže přirozenou snahou fyzikálńıch teoríı je vybrat za podstatné stupně
volnosti systému pouze ty, které jsou měřitelné. Informace o neměřitelných veličinách
nejsou pro nás zaj́ımavé a d̊uležité, pokud ovšem jejich chováńı nemá měřitelné d̊usledky.
Tak tomu je na př́ıklad v kvantové mechanice, kdy pohybovou rovnici je možné zfor-
mulovat pouze pro neměřitelnou vlnovou funkci. Klasická fyzika však téměř výhradně
pracuje pouze s měřitelnými veličinami. Vzhledem k tomu, že odchylky od klasické New-
tonovy mechaniky jsou pozorovatelné na mikroskopických vzdálenostech, všeobecně lze
očekávat, že zákonitosti na velkých vzdálenostech se budou ř́ıdit klasickou mechanikou.

Popis velkých systémů skládaj́ıćıch se z mnoha hmotných bod̊u, z nichž každý má
poměrně málo vazeb na ostatńı objekty je z prvńıch princip̊u Newtonovy mechaniky
velmi složitý a značně neefektivńı. Neefektivita spoč́ıvá v tom, že nejsme experimentálně
schopni kontrolovat pohyb jednotlivých elementárńıch objekt̊u (hmotných bod̊u), a tud́ıž
Newtonova úloha je nedostatečně určena. Nav́ıc, ne všechny projevy chováńı jednot-
livých elementárńıch objekt̊u maj́ı vliv na měřitelné veličiny. Proto v takovém př́ıpadě
neńı popis velkých mnohočásticových systémů pomoćı prvńıch princip̊u klasické nebo
kvantové mechaniky ideálńı nebo dokonce možný. Třebaže neńı d̊uvod měnit funda-
mentálńı dynamické rovnice elementárńıch objekt̊u, popis makroskopických systémů
vyžaduje nové postupy a doplňuj́ıćı informace umožňuj́ıćı jejich popis s minimálńım
počtem relevantńıch stupň̊u volnosti. Většinou je snaha omezit popis jen na chováńı
měřitelných veličin.

Termodynamika a statistická fyzika jsou části fyziky, které maj́ı za ćıl popsat chováńı
makroskopických systémů s minimálńım počtem měřitelných charakteristik tak, aby
neodporovaly mikroskopickým zákon̊um dynamiky elementárńıch objekt̊u, ze kterých
se makroskopické systémy skládaj́ı. Ani jedna z těchto teoríı nijak dynamické zákony
neměńı, pouze doplňuje o pozorované zákonitosti chováńı makroskopických systémů,
které nevyplývaj́ı př́ımo z pohybových rovnic. Termodynamika se snaž́ı pouze na základě
experimentálńıch pozorováńı vybudovat konsistentńı popis chováńı makroskopických
systémů bez reference na dynamické zákonitosti elementárńıch objekt̊u, ze kterých jsou
makroskopické systémy složeny. Je to tak zvaná fenomenologická teorie. Statistická
fyzika se pak snaž́ı nalézt poj́ıtko, nebo opodstatněńı pro chováńı makroskopických
systémů v dynamických rovnićıch jejich elementárńıch objekt̊u. Je to na rozd́ıl od ter-
modynamiky mikroskopická teorie. Ve výsledku však obě teorie použ́ıvaj́ı stejné pojmy
a charakteristiky, a proto mnohdy termodynamický popis a statistická fyzika vedou
na tytéž závěry. Termodynamika však zavád́ı potřebné pojmy popisu makroskopických
systémů, které pak statistická fyzika vysvětluje v pojmech elementárńı dynamiky. Proto
výklad termodynamiky předcháźı výkladu statistické fyziky.
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1.2 Makroskopické systémy a měřeńı makroskopických

vlastnost́ı

Termodynamika se zabývá makroskopickými systémy a studiem jejich vlastnost́ı experi-
mentálně zjistitelných. Nejdř́ıve je tedy nutné definovat, co chápeme pod pojmem makro-
skopický systém a pak jaká jsou omezeńı na měřeńı relevantńıch charakteristik takových
systémů. Přitom budeme vycházet ze současných znalost́ı o podstatě hmoty a existenci
elementárńıch mikroskopických objekt̊u, ze kterých se makroskopické systémy skládaj́ı
a které podléhaj́ı odpov́ıdaj́ıćım zákon̊u dynamiky, klasické nebo kvantové. Základńımi
mikroskopickými objekty, ze kterých se makroskopické systémy skládaj́ı jsou molekuly
nebo atomy, které budeme obecně nazývat částice.

Základńım pojmem popisu makroskopického je molárńı č́ıslo. Ty vystihuj́ı veli-
kost a počet termodynamicky chápaných makroskopických mnohočásticových objekt̊u.
Význam mı́ry mol plyne z Avogadrova zákona, který ř́ıká, že stejný objem plynu při
stejném tlaku a teplotě obsahuje stejný počet částic bez ohledu na jeho chemické složeńı.
Jeden mol je potom množstv́ı molekul, které obsahuje plyn o hmotnosti v gramech
odpov́ıdaj́ıćı atomovému č́ıslu. Přesněǰśı definice potom zńı, že je to počet molekul,
který obsahuje 12 gramů izotopu atomu uhĺıku 12C. Toto č́ıslo, nazývané Avogadrovo
NA = 6.02217 × 1023, je základńı charakteristikou počtu elementárńıch objekt̊u termo-
dynamických makroskopických systémů. V termodynamice bývá potom zvykem charak-
terizovat makroskopické systémy molárńımi poměry. Ty vyjadřuj́ı pod́ıl jednotlivých
chemicky čistých komponent (o stejné atomové váze) v celku skládaj́ıćıho se z v́ıce složek.

Daľśım d̊uležitým parametrem popisuj́ıćım makroskopické systémy je objem. Molárńı
objem je potom poměr objemu na celkové molárńı č́ıslo. Přepočet veličin na molárńı
jednotky umožňuje pracovat s malými č́ısly pro makroskopické systémy.

Elementárńım prvkem pro termodynamiku jsou tedy makroskopické objemově roz-
lehlé objekty s velkým počtem částic. Abychom je mohli považovat za samostatné ob-
jekty, je nutné je vymezit v̊uči jejich okoĺı. Makroskopický objekt může mı́t skutečné
nebo jen pomyslné hranice, které jej vyděluj́ı od ostatńıch objekt̊u. Pro termodynamický
popis je d̊uležité, že vybraný makroskopický objekt lze chápat jako jeden objemový ce-
lek, který má stejné vlastnosti v celém objemu a kde vliv hranice a okoĺı je dostatečně
vystředován tak, aby se projevoval v makroskopickém systému jako celku se zanedba-
telným gradientem od hranice do vnitřku. To znamená, že termodynamické systémy
jsou v podstatě fyzikálně homogenńı a izotropńı, kde nejsme schopni rozlǐsit rozd́ıly
v chováńı v jednotlivých částech nebo směrech makroskopického objektu. Mluv́ıme taky
o chemicky homogenńım systému, kdy je objekt složen z molekul stejného chemického
složeńı. Heterogenńı systémy se skládaj́ı z několika fyzikálně homogenńıch objekt̊u,
které jsou odděleny hranicemi, podél kterých docháźı ke skokovým změnám specifických
charakteristik. Jednotlivým takovým částem heterogenńıho systému ř́ıkáme fáze. Ty-
pickými př́ıklady heterogenńıch soustav jsou směsi ledu a vody nebo vody a páry. Jedná
se o směsi jedné látky ve dvou r̊uzných skupenstv́ıch. Skupenstv́ı rozeznáváme čtyři,
pevná látka, kapalina, plyn a plazma. Heterogenńı mohou být i roztoky (kapalné nebo
pevné) r̊uzných látek, např, roztok kuchyňské soli ve vodě. Fáze jsou ale širš́ım pojmem
než skupenstv́ı, nebot’ látka v jednom skupenstv́ı se může nacházet ve v́ıce fáźıch (or-
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tovod́ık, paravod́ık, feromagnet paramagnet atd.). Makroskopické systémy mohou být
ještě jednokomponentńı nebo v́ıcekomponentńı. Komponenta je taková část systému,
která nezáviśı od obsahu a chováńı ostatńıch část́ı celku. Tak např. s̊ul a voda jsou
dvě komponenty roztoku kuchyňské soli. Obecně plat́ı, že pokud se systém skládá z n
chemicky r̊uzných prvk̊u mezi kterými plat́ı m chemických reakćı nebo vazeb, potom
systém se skládá z n−m komponent.

Již z definice základńıch pojmů termodynamiky o charakteru makroskopických systémů
vyplývá, že muśıme rozlǐsovat přesnost určeńı fundamentálńıch veličin. V termodyna-
mice tedy nelze využ́ıt mikroskopické přesnosti, jako je tomu v dynamice. Tato zdánlivá
nepřesnost nebo neúplnost termodynamiky je dána charakterem měřeńı prováděných
na makroskopických systémech. Tato měřeńı definuj́ı relevantńı veličiny termodyna-
mických systémů, pomoćı kterých chceme makroskopický systém popsat. Děje uvnitř
makroskopických systémů, které nemaj́ı vliv na měřitelné makroskopické veličiny jsou
tedy nepodstatné. Rozhodnout, kdy má určitý děj zanedbatelný vliv na výsledek zálež́ı
na mı́̌re přesnosti určeńı výsledku. Podstatou fyzikálńıch měřeńı je, že prob́ıhaj́ı v pro-
storu a čase. Přesnost makroskopických měřeńı je mnohem hrubš́ı než jsou atomové
rozměrové škály. Proto prostorové fluktuace uvnitř makroskopického systému na ato-
mových rozměrech (10−11 − 10−15m) nehraj́ı žádnou roli v makroskopickém měř́ıtku
(10−3 − 10−9m). To znamená, že makroskopická měřeńı odpov́ıdaj́ı měřeńı veličin pro-
storově vystředovaných přes krátkodosahové fluktuace mikroskopických děj̊u. Po-
dobně je tomu i s měřeńım v čase. Makroskopická měřeńı nejsou měřeńı okamžitá v čase,
ale měřeńı vlastnost́ı, která trvaj́ı makroskopicky dlouhé časové intervaly. V ideálńım
př́ıpadě až nekonečně dlouho. Makroskopická měřeńı tedy odpov́ıdaj́ı měřeńı veličin
časově vystředovaných přes krátkočasové fluktuace mikroskopických veličin. Je nutné
zd̊uraznit, že určeńı, co jsou krátkodosahové a krátkočasové fluktuace nelze rigorózně
definovat.

Dř́ıve, než se začneme zabývat chováńım termodynamických systémů, je třeba ještě
vymezit proměnné, pomoćı kterých makroskopické systémy popisujeme. Již jsme uvedli,
že mezi ty hlavńı patř́ı počet částic N a objem V . To jsou typické extenzivńı vněǰśı
parametry. Obecně extenzivńı veličiny jsou ty, které rostou př́ımo úměrně se zvětšováńı
počtu částic a objemu systému. Existuj́ı extenzivńı vnitřńı proměnné, jako je např́ıklad
energie. Intenzivńı proměnné jsou naopak ty, které na velikosti systému nezáviśı a
jsou v homogenńım systému stejné pro všechny části systému. Typickými př́ıklady jsou
hustota (molárńı koncentrace) c = N/V , molárńı objem v = V/N nebo tlak, tep-
lota, vněǰśı pole. Vněǰśı parametry potom jsou ty, které systému vnucujeme zvenč́ı a
nejsou výsledkem p̊usobeńım vnitřńıch sil. Na rozd́ıl od vněǰśıch proměnných, vnitřńı
proměnné jsou vlastnosti chováńı a interakce mikroskopických částic. Typickými př́ıklady
jsou energie, tlak, teplota.

Termodynamické systémy můžeme ještě rozlǐsovat podle toho, jak interaguj́ı se svým
okoĺım. Systém je izolovaný, jestliže nedocháźı k žádné výměně s okoĺım. Systém je
uzavřený pakliže si vyměňuje s okoĺım energii a otevřený, pokud docháźı k výměně
jak energie tak částic (hmoty). Typ výměny systému s okoĺım je dán typem stěny,
která systém od okoĺı odděluje. Tato stěna může být pouze pomyslná. Je však d̊uležitou
součást́ı charakteristiky systému.
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1.3 Stavy a děje v makroskopických systémech

Podstatným konceptem termodynamiky je pojem stavu. Stav mnohočásticového systému
je situace, kdy makroskopický objekt můžeme jednoznačně popsat souborem okamžitých
hodnot nezávislých vněǰśıch a vnitřńıch parametr̊u bez ohledu na historii, která danému
stavu předcházela. V termodynamice to obecně jsou objem V , počty částic N1, . . . , Nr

jednotlivých komponent systému a obecně daľśımi vněǰśımi X1, . . . , Xn a vnitřńımi
y1, . . . , ym parametry. Počet nezávislých parametr̊u, které nazýváme stavovými proměnnými,
záviśı na přesnosti určeńı a kontroly jednotlivých vněǰśıch parametr̊u a možnostech
měřeńı vnitřńıch parametr̊u souvisej́ıćıch s mikroskopickými procesy prob́ıhaj́ıćımi v
makroskopickém tělese.

Termodynamika se zabývá pouze určitou tř́ıdou stav̊u makroskopických objekt̊u.
Vzhledem k možnostem měřeńı makroskopických objekt̊u, významné jsou stacionárńı
stavy, u kterých proměnné určuj́ıćı stav jsou časově nezávislé, to jest neměńı se na
časově makroskopických škálách. Mimo to, jestli v systému neexistuj́ı ani žádné sta-
cionárńı, časově nezávislé, proudy, potom hovoř́ıme o termodynamicky rovnovážném
stavu. To jsou stavy, kterými se rovnovážná termodynamika zabývá.

Rovnovážné stavy samy o sobě nestač́ı, abychom poznali a mohli měřit jeho vlast-
nosti. Systém se muśı vychýlit z rovnováhy (excitovat) a teprve z reakce systému na
porušeńı termodynamické rovnováhy jsme schopni zjistit informace o rovnovážných
vlastnostech systému. Změny v systému mohou nastat r̊uzným zp̊usobem. Jestliže změny
v systému provád́ıme velmi pozvolna na makroskopických časových škálách, to jest ne-
konečně pomalu vzhledem k mikroskopickým škálám, hovoř́ıme o kvazistatickém pro-
cesu. Při tomto procesu, třebaže docháźı ke změnám stavových proměnných, systém ce-
lou dobu z̊ustává v termodynamické rovnováze. To je možné d́ıky tomu, že tyto pozvolné
změny jsou na makroskopických časových škálách nepodstatné, zanedbatelné.

Pokud jsou změny rychlé a náhlé na makroskopických škálách, jedná se o nerov-
novážné změny systému, které obecně vychyluj́ı systém z termodynamické rovnováhy.
Stavové proměnné nerovnovážných stav̊u jsou obecně časově závislé a my obecně nejsme
schopni přesně sledovat časový vývoj nerovnovážných stav̊u, vzhledem k tomu, že časová
měřeńı jsou rozložena do deľśıch interval̊u, což odpov́ıdá středováńı přes krátké časy. Ze
zkušenosti ale v́ıme, že po určité době, tak zvaný relaxačńı čas, se změny vyvolané
excitaćı systému ustáĺı a systém se vrát́ı zpět to (jiného) rovnovážného stavu.

Jestliže se některý parametr rovnovážného systému X vněǰśı excitaćı změńı o hod-
notu ∆X a za čas τ se dostane do nového rovnovážného stavu, potom můžeme lépe
kvantifikovat, co znamená kvazistatická změna δX v čase δt. Jestliže

δX

δt
� ∆X

τ
,

potom můžeme děj změny proměnnéX považovat za rovnovážný (kvazistatický). Jestliže
ale

δX

δt
&

∆X

τ
,

potom považujeme daný proces excitace systému za nerovnovážný.
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Děje v makroskopických systémech a zp̊usob a možnosti jejich měřeńı vedou k závěr̊um,
které jsou zdánlivě neslučitelné s mikroskopickou dynamikou. Vı́me, že pohybové rov-
nice jsou časově vratné, to znamená, že z ćılového stavu se vždy můžeme dostat fy-
zikálńım procesem do výchoźıho stavu. To ovšem již neńı možné pro makroskopické stavy
vystředované v čase i prostoru, alespoň na časových škálách nám dostupných. Tam totiž
pozorujeme, že nerovnovážné a náhlé změny stav̊u se s vývojem času utlumuj́ı, systém
relaxuje a ustáĺı se v některém rovnovážném stavu, ze kterého se na makroskopických,
nám dostupných, časových škálách nedostane bez daľśıho vněǰśıho p̊usobeńı. Nový rov-
novážný stav je potom určen vnitřńımi procesy a okamžitými (makroskopicky) vněǰśımi
podmı́nkami, a ne aplikovanými vněǰśımi silami, které systém p̊uvodně z rovnováhy vy-
vedl. Relaxace tedy formálně odporuje principu vratnosti dynamických rovnic, které
plat́ı pro elementárńı objekty, ze kterých se makroskopický systém skládá.

Je třeba zmı́nit, že neexistuje mikroskopické vysvětleńı, proč u makroskopických
systémů docháźı k relaxaci a narušeńı časové invariance mikroskopické dynamiky, stejně
tak jako neexistuje přesný popis přechodu od malého počtu elementárńıch dynamických
objekt̊u k nekonečnému počtu, což je limita, ve které asymptoticky termodynamika a jej́ı
principy plat́ı. Určitě podstatnou roli ve vysvětleńı hraje zp̊usob měřeńı a nedostupnost
informaćı o mikroskopické dynamice, když měřeńı odpov́ıdaj́ı středováńı přes časový
interval. Časové středńı hodnoty dynamických proměnných již samozřejmě nesplňuj́ı
princip mikroskopické reversibility časového vývoje. Z mikroskopického hlediska makro-
skopicky rovnovážné stavy nejsou ve skutečnosti časově nezávislé. V systému prob́ıhaj́ı
mikroskopické změny a dynamické veličiny fluktuuj́ı. Tyto fluktuace nejsou ale experi-
mentálně měřitelné nebo relevantńı.

Časové středováńı ale samo o sobě nemůže pozorovanou relaxaci vysvětlit. Systém
mnoha částic, mikroskopických objekt̊u, se v čase vyv́ıj́ı tak, že stavy minimalizuj́ıćı
fluktuace svých proměnných jsou preferovány a systém se snaž́ı z̊ustat v takovém stavu
po dlouho dobu. Takové stavy jsou z mikroskopického hlediska kvazirovnovážné. Systém
v něm nemůže z̊ustat nekonečně dlouho a po dlouhé době se opět vychýĺı mimo rov-
nováhu s velkými fluktuacemi svých proměnných. V těchto nerovnovážných stavech
však makroskopické systémy z̊ustávaj́ı mnohem kratš́ı dobu než v těch s malými fluktu-
acemi, do kterých má tendenci se vracet. Toto chováńı mnohočásticového systému nelze
př́ımo ověřit, ale je konsistentńı s dynamickými mikroskopickými rovnicemi. Relaxace
tedy vyjadřuje tendenci velkých systémů z̊ustávat dlouhou dobu v nejpravděpodobněǰśıch
stavech minimalizuj́ıćıch fluktuace dynamických proměnných, které jsou experimentálně
neurčitelné. Je to empiricky pozorovaný princip extremalizace, který pak má odraz
v termodynamických zákonech. Z hlediska chováńı makroskopických systémů kvazis-
tacionárńı, infinitezimálně malé pozvolné změny předtstavuj́ı vratné procesy, kdežto
nerovnovážné změny a relaxace jsou procesy z makroskopického hlediska nevratné.
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1.4 Základńı předpoklady rovnovážné termodyna-

miky (nultý termodynamický zákon)

Rovnovážné stavy a jejich odezva na vněǰśı poruchy jsou předmětem studia termody-
namiky. Stavy jsou popsány systémem stavových proměnných, nezávislých vnitřńıch
a vněǰśıch parametr̊u. Vněǰśı parametry jsou v́ıceméně vnuceny systému pozorovate-
lem, vněǰśım p̊usobeńım fyzikálńıch poĺı nebo mechanickými omezeńımi. Jejich počet
je tedy pod kontrolou pozorovatele. Jinak je to ale s vnitřńımi parametry. Ty jsou
výsledkem vnitřńıch interakćı a mikroskopických proces̊u prob́ıhaj́ıćıch v makrosko-
pickém objektu. Počet nezávislých vnitřńıch parametr̊u je dán počtem parametr̊u, které
popisuj́ı stav řešeńı vývojových dynamických rovnic. V termodynamicky rovnovážném
stavu jsou stavové proměnné časově nezávislé (v dostatečně dlouhém časovém inter-
valu). Uvnitř systému nav́ıc nedocháźı k žádným tok̊um hmoty nebo energie. To jest,
na makroskopické úrovni je systém homogenńı a nezáviśı na čase. To znamená, že cel-
ková energie je integrálem pohybu a určitě je jednou z vnitřńıch stavových proměnných.
Historická zkušenost nás vede k tomu, že vnitřńı energie systému je jediným vnitřńı sta-
vovou proměnnou termodynamicky rovnovážných stav̊u. Tuto naši zkušenost vyjadřuje
pak nultý zákon termodynamiky. Ale dř́ıve než budeme toto tvrzeńı formalizovat,
muśıme ještě formulovat předpoklad o tom, že termodynamické stavy jsou v reálném
světě v̊ubec dosažitelné. Jak jsme se již zmı́nili, makroskopické systémy v nerovnováze
maj́ı tendenci relaxovat k některému rovnovážnému stavu. Toto vyjadřuje existenčńı
předpoklad termodynamiky.

Postulát 1.4.1. Izolovaný systém se během času vždy dostane do některého termody-
namicky rovnovážného stavu, ve kterém pak trvale z̊ustává, dokud neńı přinucen tento
stav opustit p̊usobeńım vněǰśıch sil.

Pro jednoduchost budeme předpokládat systém bez p̊usobeńı vněǰśıch fyzikálńıch
poĺı, jako jsou gravitačńı, elektrické nebo magnetické pole. Budeme tedy předpokládat,
že jedinými vněǰśımi parametry jsou objem V , molárńı č́ısla N1, . . . , Nr chemických
komponent. Nultou větu termodynamiky můžeme formulovat následovně

Tvrzeńı 1.4.1. Makroskopické stavy v termodynamické rovnováze, které nejsou vysta-
veny p̊usobeńı vněǰśıch silových poĺı, jsou úplně popsány vnitřńı energíı U , objemem V
a molárńımi č́ısly N1, . . . , Nr jeho r chemických komponent.

Makroskopické systémy, které záviśı pouze na jediném vnitřńım parametru, energii, se
nazývaj́ı ergodické.

Největš́ım a nejvýznamněǰśım d̊usledkem nultého zákona je jednoduchost termo-
dynamického popisu makroskopických systémů. Tento zákon tvrd́ı, že ze všech dyna-
mických proměnných mikroskopických element̊u, ze kterých se makroskopický objekt
skládá, pouze energie je relevantńı globálńı parametr. To znamená, že žádný jiný mik-
roskopický integrál pohybu nemá makroskopické d̊usledky. Systémy se stejnou celkovou
energíı jsou makroskopicky nerozlǐsitelné. Toto je úžasné zjednodušeńı v̊uči řešeńı kom-
plikovaných dynamických rovnic pro 1023 částic. Tvrzeńı nultého zákona nelze z prvńıch
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(mikroskopických) princip̊u ověřit, ale odchylky od tohoto zkušenostńıho závěru ne-
byly na žádné relevantńı makroskopické škále pozorovány. Neńı proto žádný d̊uvod
jeho závěry nepřijmout jako základ ”minimalistického popisu”makroskopických rov-
novážných systémů. Z druhé strany lze nahĺıžet na nultý termodynamický zákon jako
na ”pracovńı definici”rovnovážné termodynamiky. Termodynamicky rovnovážné jsou
pouze ty makroskopické systémy, které vyhovuj́ı nultému zákonu. Existuj́ı stavy, jejichž
proměnné se měńı velice zvolna, nepozorovaně, nebo jejich pozorované vlastnosti záviśı
od historie, jak se do daného stavu systém dostal. Potom takové stavy nejsou v termo-
dynamické rovnováze. Př́ıklady jsou např. sklo nebo kalená ocel.

Nultý termodynamický zákon výrazným zp̊usobem zjednodušuje popis rovnovážných
stav̊u. Vnitřńı energie je ale vnitřńım parametrem systému, o kterém neńı á priori jasné,
zda je měřitelný. Důležité pro užitečnost termodynamiky je, že termodynamické stavy
jsou charakterizovány pouze měřitelnými a vněǰśım p̊usobeńım kontrolovatelnými para-
metry. Vněǰśı p̊usobeńı je použit́ı mechanické śıly, elektrické, magnetické nebo gravitačńı
pole. Pro jednoduchost výkladu všechny vněǰśı vlivy zredukujeme pouze na mechanické
p̊usobeńı. Takže vzniká otázka, do jaké mı́ry jsme schopni vnitřńı energii p̊usobeńım
vněǰśıch sil kvantifikovat.

Předpokládáme, že systém lze adiabaticky izolovat, to jest zabránit výměně energie
systému s okoĺım, jestliže drž́ıme neměnné všechny vněǰśı stavové proměnné. To zna-
mená, že systém je omezen adiabatickými stěnami, které jsou nepropustné pro ener-
getické toky. Stěny, které umožňuj́ı tok energie se pak nazývaj́ı diatermické. Existence
adiabatických stěn nám zajist́ı kontrolovatelnost energie. Vnitřńı energii můžeme
udržet konstantńı vněǰśımi prostředky: adiabatickými stěnami a mechanickou praćı.
Měřitelnost vnitřńı energie je daľśı d̊uležitá vlastnost, kterou muśıme zajistit. Jak v́ıme
z mechaniky, měřitelná je pouze změna energie. Takže, jestliže připrav́ıme rovnovážný
stav s určitou energíı a systém adiabaticky izolujeme, potom p̊usobeńım vněǰśıch sil,
vněǰśı práce, můžeme měnit vnitřńı energii. Velikost vykonané práce, kterou můžeme
měřit mechanickými prostředky, určuje změnu vnitřńı energie sytému. Obráceně, muśıme
ještě ukázat následuj́ıćı:

Postulát 1.4.2 (Joule). Jestlǐze máme dva izolované rovnovážné stavy S1(U1;V1, N1, . . . , Nr)
a S2(U2;V2, N1, . . . , Nr) se stejnými molárńımi č́ısly a r̊uznými vnitřńımi energiemi a ob-
jemy, potom existuje mechanický proces, který bud’to převede stav S1 → S2 nebo obráceně
S2 → S1.

Toto je opět experimentálně (Joulem) pozorovaný fakt, který přij́ımáme jako jeden
ze vstupńıch předpoklad̊u termodynamiky. Je dobré si všimnout, že toto Jouleovo pozo-
rováńı již v sobě obsahuje prvek nevratnosti, nebo neekvivalence přechodu mezi stavy S1

a S2. To ale pro měřitelnost vnitřńı energie neńı podstatné. Jouleovým pozorováńım jsme
tak dokončili výstavbu základ̊u rovnovážné termodynamiky, kdy jej́ı objekty zkoumáńı,
rovnovážné stavy, jsou plně kontrolovatelné a určitelné kontrolou vněǰśıch parametr̊u.
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1.5 Vněǰśı práce, teplo a empirická teplota

Vněǰśı práce je proces, který změnou vněǰśıch parametr̊u systému měńı vnitřńı ener-
gii. Budeme uvažovat převážně kvazistatické procesy, které udržuj́ı systém v termody-
namické rovnováze a změny energie jsou malé a pozvolné. Budeme rovněž uvažovat
uzavřené systémy, u kterých nedocháźı k toku částic skrze stěny termodynamického
systému. Pro takové systému je základńım typem vněǰśı práce změna objemu, kontrakce
nebo expanze. Každá stavová proměnná má k sobě sdruženou proměnnou, která je
charakterizována tak, že součin proměnné a jej́ı sdružené má rozměr energie. Přitom
jestliže proměnná je extenzivńı, pak mluv́ıme o zobecněné souřadnici, k ńıž sdružená
proměnná je zobecněná śıla. Sdruženou souřadnićı k objemu V je tlak P . Obecně plat́ı,
že v páru sdružených proměnných je vždy jedna proměnná intenzivńı a druhá extenzivńı
a stejně tak jedna vnitřńı a druhá vněǰśı.

Jelikož uvažujeme pouze rovnovážné procesy, budeme změny rovnovážného stavu
vždy charakterizovat malou, infinitezimálńı změnou. Takže vněǰśı práce spojená se změnou
objemu je

δW = −PdV . (1.1)

Na tomto vztahu je dobré si všimnout dvou věćı. Znaménko práce obecně voĺıme tak, že
je kladné, pokud výsledkem práce je nár̊ust vnitřńı energie systému. Práce ale samotná
neńı identická změně energie termodynamických stav̊u, Třebaže změna objemu dV je
skutečný diferenciál, výsledná práce δW úplným diferenciálem nemuśı být. Zálež́ı na
tom, jakým zp̊usobem a za jakých podmı́nek je vněǰśı práce vykonávána. Jestliže tedy
vykonáme na systému práci a převedeme stav S1 s energíı U1 do stavu S2 s energíı U2

potom obecně

∆U = U2 − U1 6= −
∫ 2

1

P (V, U)dV = W21 . (1.2)

To znamená, že během pracovńıho procesu se změnila vnitřńı energii beze změny vněǰśıch
parametr̊u. Takže k popisu termodynamických stav̊u je nutné zavést ještě daľśı pojem,
ktrým je teplo. Teplo tedy definujeme jako změnu vnitřńı energie termodynamického
systému, která nastala beze změny vněǰśıch parametr̊u. Nerovnost (1.2) můžeme pomoćı
tepla přepsat na rovnost

∆U = Q12 +W21 , (1.3)

kde Q12 je změna vnitřńı energie, teplo dodané systému během přechodu ze stavu S1

do stavu S2. Vztah (1.2) později zformalizujeme do prvńıho termodynamického zákona.
Zat́ım nám tento vztah slouž́ı jako definice pojmu tepla. Ze vztah̊u (3.30) a (1.3) je
potom jasné, že teplo, stejně jako práce, v diferenciálńı podobě neńı úplný diferenciál a
jeho velikost záviśı na historii prob́ıhaj́ıćıho procesu.

Teplo je hlavńım novým pojmem, který termodynamika zavád́ı. Neńı to ale žádná
nová fyzikálńı veličina, nebot’ je to změna vnitřńı energie souvisej́ıćı se změnami vnitřńıch
mikroskopických poměr̊u a energie částic, ze kterých se makroskopický systém skládá.
Kromě tepla zavád́ı termodynamika daľśı fundamentálńı pojem a to je teplota. Teplota
je vnitřńım parametrem a je to veličina, která charakterizuje rovnovážný stav. Existence
teploty vyplývá z následuj́ıćıho postulátu.
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Postulát 1.5.1 (Nultý termodynamický zákon). Jestlǐze systém S1 a systém S2

jsou každý v tepelné rovnováze se systémem S3, potom jsou v tepelné rovnováze i systémy
S1 a S2.

Tento postulát vyjadřuje tranzitivnost pojmu vzájemné tepelné rovnováhy. Dva
systémy jsou v rovnováze, jestliže se jejich stavové proměnné neměńı s časem a netečou
mezi nimi žádné stacionárńı proudy.

Postulát 1.5.1 umožňuje přǐradit termodynamickým stav̊um teplotu, jako alterna-
tivńı vnitřńı proměnnou k vnitřńı energii. Vybereme jeden referenčńı stav některé látky,
např. bod táńı ledu za normálńıho tlaku, jako výchoźı hodnoty teplotńı škály. Všechny
stavy v rovnováze s t́ımto stavem budou mı́t stejnou teplotu, nezávisle na ostatńıch
vněǰśıch parametrech. Potom stavy se stejnými vněǰśımi parametry, ale s vyšš́ı vnitřńı
energíı budou mı́t vyšš́ı teplotu. Za jednotku teploty vezmeme rozd́ıl mezi dvěma stavy
se stejnými vněǰśımi parametry a r̊uznou vnitřńı energíı, např. jedna setina rozd́ılu mezi
bodem varu vodu vody a táńı ledu (Celsiova stupnice). Toto je definice empirické
teploty, na rozd́ıl od absolutńı teploty, kterou budeme definovat z druhého termody-
namického zákona. Teplotu označ́ıme symbolem T bez rozd́ılu zda se jedná o empirickou
nebo absolutńı. Později ukážeme, že mezi nimi je jednoznačný vztah. Teplota je d̊uležitý
vnitřńı termodynamický parametr, který může nahradit vnitřńı energii při popisu rov-
novážných stav̊u. Na rozd́ıl od vnitřńı energie je to intenzivńı proměnná, která nezáviśı
na velikosti systému. To jest, každý rovnovážný stav lze jednoznačně popsat sadou pa-
rametr̊u T ;V,N1, . . . , Nr. Význam zavedeńı teploty jako proměnné nahrazuj́ıćı vnitřńı
energii je taky v tom, že teplotu můžeme kontrolovat vněǰśımi podmı́nkami, to jest
tepelnými kontakty s tepelnou lázńı, termostatem. Hlavńım ćılem termodynamiky je
nalézt podmı́nky rovnováhy mezi dvěma a v́ıce makroskopickými systémy. Teplota je
významná v tom, že dva stavy v termodynamické rovnováze maj́ı stejnou teplotu.

Jelikož vnitřńı energie jednoznačně určuje termodynamický stav při daných vněǰśıch
proměnných, potom lze stejně dobře jednoznačně charakterizovat rovnovážné stavy tep-
lotou a vněǰśımi parametry. Z definice je teplota př́ımo úměrná vnitřńı energii při fi-
xovaných vněǰśıch parametrech. To nám umožňuje zavést kladnou veličinu, tepelnou
kapacitu

CV =

(
∂U

∂T

)
V,N1...,Nr

=

(
δQ

∂T

)
V,N1...,Nr

> 0 . (1.4)

Druhá rovnost vyplývá z definice tepla a rovnice (1.3). Teplo a teplota jsou v př́ımé
úměrnosti, ale nejsou to stejné pojmy. Se zavedeńım pojmu teploty je nutné také zavést
novou základńı fyzikálńı jednotku charakterizuj́ıćı mı́ru teploty nebo tepelné kapacity.
Teplo samo o sobě nevyžaduje zavedeńı žádné nové jednotky, nebot’ tepelný tok měř́ıme
v energetických jednotkách. Ale teplota jako intenzivńı veličina, kterou nelze zjistit
variaćı vněǰśıch parametr̊u, je jinou a fyzikálně novou mı́rou tepelných děj̊u. Obecně se
zavád́ı stupeň teploty jako nová fundamentálńı fyzikálńı jednotka.
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1.6 Stavové rovnice a základńı problém termodyna-

miky

Základńı a všudypř́ıtomnou úlohou termodynamiky je určeńı vnitřńıch parametr̊u rov-
novážného systému ze znalosti jeho vněǰśıch proměnných a př́ıpadně z vněǰsku kontro-
lovaných proces̊u. Toto lze formulovat jako následuj́ıćı:

Úlohou termodynamiky je nalezeńı charakteristik rovnovážného stavu, do kterého
se dostane izolovaný nebo uzavřený systém po odstraněńı všech vnitřńıch omezeńı a
zábran, nalezeńım závislosti vnitřńıch proměnných na makroskopicky kontrolovatelných
nezávislých vněǰśıch parametrech.

Vněǰśımi proměnnými jsou objem V , molárńı č́ıslaN1, . . . , Nr, dále fyzikálńı pole jako
jsou gravitačńı, elektrické magnetické, mechanické napět́ı. Ke každé vněǰśı proměnné
existuje sdružená vnitřńı proměnná. K objemu je to tlak, k elektrickému poli polarizace,
k magnetickému magnetizace, k napět́ı deformace. Jestliže obecně ai jsou zobecněné
śıly a Ai jejich sdružené zobecněné souřadnice, potom pro práci vykonanou změnou
proměnných Ai v rovnovážném procesu plat́ı

δW = −
∑
i

aidAi . (1.5)

Jestliže nav́ıc umožńıme systému, aby měnil počet svých komponent, potom práce
potřebná na na zvětšeńı počtu částic v systému je

δW =
∑
i

µidNi , (1.6)

kde jsme zavedli veličinu µi, kterou nazýváme chemický potenciál ité komponenty
složeného makroskopického systému. Chemické potenciály jsou obecně vnitřńı proměnné,
které, stejně jako tepelná kapacita, záviśı na vnitřńı mikroskopické dynamice elementárńıch
objekt̊u, ze kterých se makroskopický systém skládá. Všimněte si, že chemický potenciál
je definován v práci s kladným znaménkem.

Jiné typy vněǰśı práce jsou např. práce povrchového napět́ı σ při změně plochy po-
vrchu Σ

δW = σdΣ , (1.7)

práce objemového napět́ı σij při deformaci tuhého tělesa

δW = σijdεij , (1.8)

kde εij je tenzor deformace. Kromě mechanické práce významná je práce vykonaná
elektrickým polem E v dielektriku

δW = E · dP , (1.9)

kde P je vektor polarizace dielektrika. Práce magnetického pole potom je

δW = H · dM , (1.10)
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s vektorem magnetizace M. V posledńıch dvou př́ıpadech P a M, na rozd́ıl od předchoźıch,
jsou extenzivńı vnitřńı parametry, které nekontrolujeme vněǰśımi prostředky.

Experimentálně dostupné a př́ımo měřitelné jsou pouze vněǰśımi prostředky kontrolo-
vatelné parametry. Abychom mohli naj́ıt podmı́nky termodynamické rovnováhy, muśıme
nalézt nebo odvodit vztahy, pomoćı kterých vyjádř́ıme závislost vnitřńıch proměnných
na měřitelných, vněǰśımi prostředky kontrolovatelných, vněǰśıch parametrech a tep-
lotě. Teplota, třebaže jsme ji zavedli jako náhradu za vnitřńı proměnnou - vnitřńı
energii, je vněǰśımi prostředky kontrolovatelný parametr. Jej́ı hodnota je systému v
termodynamické rovnováze tepelným kontaktem s tepelnou lázńı. Stavové rovnice
jsou tedy závislosti vnitřńıch stavových proměnných na teplotě a nezávislých
vněǰśıch stavových proměnných, to jest umožňuj́ı řešeńı základńı termodynamické úlohy.
Rozlǐsujeme dva typy stavových rovnic. Kalorická stavová rovnice vyjadřuje závislost
vnitřńı energie na teplotě a vněǰśıch proměnných

U = U(T ;V,N1, . . . , Nr) (1.11)

a teplotńı (termické) stavové rovnice vyjadřuj́ı závislost ostatńıch vnitřńıch proměnných
na teplotě a vněǰśıch parametrech.

fi(T ;P, V, µ1,, N1, . . . , µr, Nr) = 0 . (1.12)

Obecně je teplotńıch stavových rovnic tolik, kolik je nezávislých vnitřńıch proměnných.
Typická teplotńı stavová rovnice je pro tlak

P = P (T ;V,N1, . . . , Nr) . (1.13)

a chemické potenciály
µi = µi(T ;V,N1, . . . , Nr) . (1.14)

a podobně pro ostatńı vněǰśımi podmı́nkami indukované vnitřńı proměnné. V dielektriku
by např́ıklad přibyla daľśı stavová rovnice

P = P(T ;V,E) . (1.15)

Obecně, bez znalosti daľśıch informaćı o systému z teplotńı stavové rovnice jedno-
duchého systému

f(T, V, P ) = 0 (1.16)

dostaneme závislost mezi

• koeficientem teplotńı roztažnosti

α =
1

V

(
∂V

∂T

)
P

(1.17)

• koeficientem izotermické stlačitelnosti

β = − 1

V

(
∂V

∂P

)
T

(1.18)
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• a koeficientem teplotńı tuhosti

γ =
1

P

(
∂P

∂T

)
V

. (1.19)

Z Rovnice (1.16) snadno odvod́ıme následuj́ıćı vztahy(
∂P

∂T

)
V

=

(
∂T

∂P

)−1

V

(1.20)

a cyklické vztahy P → T → V → P ,(
∂T

∂V

)
P

(
∂V

∂P

)
T

(
∂P

∂T

)
V

= −1 . (1.21)

Odtud pak snadno
α = Pβγ . (1.22)

1.7 Ideálńı a van der Waals̊uv plyn

Stavová rovnice je závislá od zkoumaného makroskopického systému, lépe řečeno, od
vnitřńı mikroskopické dynamiky a jeho vlivu na makroskopické vněǰśı parametry. Takže
ty neurč́ıme z obecných princip̊u termodynamiky. Muśıme je bud’to odvodit z mikro-
skopických úvah, tak jak to později učińıme ve statistické fyzice, nebo je stanov́ıme
fenomenologicky z experimentálńı zkušenosti. Fenomenologie, stav́ıćı na běžných expe-
rimentech při pokojových teplotách, je tedy omezena na klasickou dynamiku, která je
pro makroskopické systémy dominantńı. Uvedeme zde dva př́ıklady fenomenologicky
źıskaných stavových rovnic plyn̊u.

Silně zředěný plyn při dostatečně vysokých teplotách je systém s téměř neintera-
guj́ıćımi částicemi. Pro takový systém zjistili Boyle a Mariotte, že součin tlaku a objemu
je v uzavřeném systému při konstantńı teplotě konstantńı. Nav́ıc Gay-Lussac zjistil, že
tlak je lineárně př́ımo úměrný teplotě. Z Avogadrova zákona potom můžeme dát dohro-
mady stavovou rovnici ideálńıho plynu (Clapeyronova rovnice)

PV = νRT , (1.23)

kde ν je počet mol̊u plynu a R ≈ 8.314 Jmol−1K−1 je univerzálńı plynová konstanta.
Někdy se zapisuje stavová rovnice ideálńıho plynu ve tvaru

PV = NkBT , (1.24)

dkde N skutečný počet částic (ne molárńı) a kB ≈ 1.3806×10−23 JK−1 je Boltzmannova
plynová konstanta.

Ideálńı plyn má v sobě dvě zjednodušeńı. Částice neinteraguj́ı, nebot’ plyn je velmi
zředěný. Potom mikroskopické částice, ze kterých se plyn skládá jsou bodové, nemaj́ı
žádný vnitřńı objem. Reálný plyn se však skládá z molekul o konečném objemu, který
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nedovoĺı kontrakci plynu do bodu a nav́ıc, částice se d́ıky mezimolekulárńımu (van der
Waalsovu) potenciálu přitahuj́ı. Van der Waals tyto vlivy zohlednil a navrhl stavovou
rovnici reálného plynu (

P +
a

v2

)
(v − b) = kBT , (1.25)

ve které a/v2 je sńıžeńı tlaku plynu d́ıky přitažlivému mezimolekulárńımu potenciálu a
b je minimálńı normalizovaný objem na jednu částici, na který lze plyn stlačit, což je
d̊usledek odpudivé krátkodosahové atomové śıly. V této rovnici jsme oznčili v = V/N -

Teplotńı stavová rovnice neńı ještě úplným určeńım termodynamické rovnovážného
stavu. K tomu bychom museli dodat ještě kalorickou stavovou rovnici. Ta záviśı na
vněǰśıch i vnitřńıch podmı́nkách (např. prostorovém rozměru). Kalorické rovnice pro
ideálńı a van der Waals̊uv plyn jsou rovněž odvozeny empiricky Z Jouleova zákona
(∂U/∂V )T = 0 dostaneme kalorickou rovnici ideálńıho plynu

U = cNkBT + U0 , (1.26)

kde c je konstanta závislá na mikroskopické dynamice a prostorové dimenzi systému (re-
lativistická, nerelativistická, jedno, dvou, třidimenzionálńı systémy maj́ı tuto konstantu
r̊uznou. Kalorická stavová rovnice, která je v souladu s teplotńı stavovou rovnićı van der
Waalsova plynu je

u+
a

v
= ckBT , (1.27)

kde u = U/N je vnitřńı energie na jednu částici.



Kapitola 2

Hlavńı termodynamické zákony

2.1 Prvńı termodynamický zákon a jeho d̊usledky

2.1.1 Zákon zachováńı energie v termodynamice

V termodynamice maj́ı tři veličiny rozměr energie, jsou to vnitřńı energie, vněǰśı práce a
teplo. Prvńı veličina je stavová proměnná, která je okamžitou charakteristikou termody-
namického rovnovážného stavu. Nijak nezáviśı na zp̊usobu, jakým se systém do daného
stavu dostal. Daľśı dvě veličiny nejsou stavové a jsou spojeny s procesem změny termo-
dynamického stavu. Třebaže jak teplo tak vněǰśı práce spojuj́ı dva rovnovážné stavy,
velikost vykonané práce a předaného tepla záviśı na procesu změny. V diferenciálńım
tvaru rovnovážných proces̊u to znamená, že infinitezimálńı tok tepla a vykonané práce
nejsou úplné diferenciály. Prvńı termodynamický zákon je rozš́ı̌reńı zákona zachováńı
energie na libovolné termodynamické procesy zahrnuj́ıćı tepelné toky. To jest, celková
změna vnitřńı energie ∆U je dána dodaným teplem Q a vykonanou praćı na daném
systému W . To jest, kromě těchto tř́ı veličin, které maj́ı rozměr energie, již žádná daľśı
veličina v termodynamice nevystupuje. Globálńı formu prvńıho hlavńıho zákona termo-
dynamiky, někdy nazývaného prvńı hlavńı věta termodynamiky, lze zapsat

∆U = Q+W . (2.1)

Toto je celkem formálńı zápis bez přesné závislosti na stavových proměnných. Vhodněǰśı
je diferenciálńı forma prvńıho zákona termodynamiky. Tuto formu lze př́ımo odvodit z
nultého zákona termodynamiky, tvrzeńı 1.4.1, a existence teploty, ze kterých vyplývá,
že pro jednoduchý systém plat́ı U(T ;V,N). Jeho totálńı diferenciál pak je

dU =

(
∂U

∂T

)
V,N

dT +

(
∂U

∂V

)
T,N

dV +

(
∂U

∂N

)
T,V

dN (2.2)

rovněž vyjádřeńım zákona zachováńı energie v termodynamických systémech. Posledńı
dva členy na pravé straně souviśı s vněǰśı praćı. Prvńı termodynamický zákon v dife-
renciálńı formě lze taky zapsat stadardńım zp̊usobem

dU = δQ+ δW . (2.3)

15
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Z rovnice (2.3) potom vyplývá, že skutečně infinitezimálńı formy tepla a vněǰśı práce
nejsou úplnými diferenciály, nebot’

δQ =

(
∂U

∂T

)
V,N

dT = CV (T ;V,N)dT , (2.4)

δW =

(
∂U

∂V

)
T,N

dV +

(
∂U

∂N

)
T,V

dN . (2.5)

Tyto diferenciály se v matematice nazývaj́ı Pfaffovy formy a maj́ı obecný tvar

δX =
∑
i

fidxi . (2.6)

Pfaffova forma je totálńım diferenciálem, jestliže pro libovolné i, j plat́ı

∂fi
∂xj
− ∂fj
∂xi

= 0 . (2.7)

Pfaffova forma se nazývá holonomńı, jestliže

δX(x) = f(x)dg(x) . (2.8)

V termodynamice kontrolujeme vněǰśı práci pomoćı změny vněǰśıch parametr̊u. Takže
známe diferenciál rovnovážného procesu, rovnice (1.5),

δW = −
r∑
i=1

aidAi . (2.9)

Potom lze zapsat prvńı termodynamický zákon v obecném diferenciálńım tvaru
vyjadřuj́ıćım diferenciál tepla ze změny známých vněǰśıch veličin a teploty

δQ =

(
∂U

∂T

)
A1,...,Ar

dT +
r∑
i=1

[(
∂U

∂Ai

)
T,Aj 6=Ai

+ ai

]
dAi . (2.10)

2.1.2 Tepelné kapacity a latentńı teplo látek

Teplo jsme definovali jako změnu vnitřńı energie bez změny vněǰśıch parametr̊u. To sa-
mozřejmě neznamená, že teplo nemůže být generováno i při změně vněǰśıch parametr̊u.
To jasně vyplývá z prvńıho termodynamického zákona. V mnoha termodynamických
úlohách je ćılem určit velikost generovaného tepla při vybraných rovnovážných pro-
cesech. Takovou úlohu lze vyřešit pouze ze znalosti stavových rovnic. Některé obecné
závislosti však můžeme źıskat i z prvńıho termodynamického zákona. Takovými závislostmi
jsou např́ıklad vztahy mezi tepelnými kapacitami. Tepelná kapacita je obecně defi-
nována

C =
δQ

dT
, (2.11)
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přičemž r̊uzné kapacity se lǐśı podle toho, které proměnné během infintezimálńıho pro-
cesu generováńı tepelného toku necháváme konstantńı. Typickými tepelnými kapacitami
jsou

CV =

(
δQ

∂T

)
V

=

(
∂U

∂T

)
V

, (2.12)

CP =

(
δQ

∂T

)
P

, (2.13)

kde prvńı tepelná kapacita systému je tepelná kapacita při konstantńım objemu, kdežto
druhá při konstantńım tlaku. Tepelná kapacita při konstantńım objemu je definována
stejným zp̊usobem i z vnitřńı energie, nebot’ konstantnost objemu zaručuje, že změna
energie je zp̊usobena pouze dodaným teplem bez vněǰśı práce. K určeńı vztahu mezi
nimi použijeme rovnici (2.10) s A = V a a = P , potom

CP − CV =

[(
∂U

∂V

)
T

+ P

](
∂V

∂T

)
P

= αV

[(
∂U

∂V

)
T

+ P

]
. (2.14)

Pro ideálńı plyn ze stavových rovnic (1.24) a (1.26) dostaneme

CP − CV = NkB (2.15)

a ze stavových rovnic (1.25) a (1.27) pro van der Waals̊uv plyn

CP − CV = NkB
P + a/v2

P + ab/v3
. (2.16)

Již dř́ıve jsme ukázali, že měrné teplo při konstantńım objemu je kladné. Měrné teplo
při konstantńım tlaku je vždy větš́ı než při konstantńım objemu.

Teplo může být generováno nejen změnou vnitřńıho stavu systému, ale taky změnou
vněǰśıch parametr̊u. Mı́rou změny tepla indukovaného změnou vněǰśıho parametru je
latentńı teplo, které je definováno jako

lAi =

(
δQ

∂Ai

)
T,Aj 6=Ai

. (2.17)

Z prvńıho termodynamického zákona dostaneme

lAi =

(
∂U

∂Ai

)
T,Aj 6=Ai

+ ai . (2.18)

Pomoćı tepelné kapacity a latentńıho tepla pro vněǰśı proměnné lze teplo generované při
rovnovážném procesu zapsat

δQ = CA1,...,ArdT +
r∑
i=1

lAidAi . (2.19)
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Kromě tepelné kapacity je zvykem definvat měrné teplo a molárńı teplo. Měrné
teplo definuje jako tepelnou kapacitu vztaženou na jednu částici nebo na jednotku hmoty,

cx =

(
δQ

N∂T

)
x

, cMx =

(
δQ

M∂T

)
x

, (2.20)

kde N je počet částic a M je hmota v systému. Molárńı teplo je definováno podobně

cmolx =

(
δQ

ν∂T

)
x

, (2.21)

kde ν je počet mol̊u.
Termodynamika zavád́ı taky pojem termostatu. Termostat je termodynamický

systém s nekonečnou tepelnou kapacitou. Termostaty, nebo taky někdy nazývané tepelné
lázně reprezentuj́ıćı okoĺı zkoumaného termodynamického stavu, které jsou většinou ne-
konečně velké v̊uči zkoumanému systému a mohou absorbovat nebo dodat libovolné
množstv́ı tepla.

2.1.3 Základńı termodynamické procesy

Budeme pro jednoduchost uvažovat jednokomponentńı systém bez p̊usobeńı vněǰśıch
fyzikálńıch poĺı. Takový systém je v rovnováze popsán stavovými proměnnými T, P, V .
Rovnovážné procesy budeme obecně charakterizovat některým parametrem, který během
procesu z̊ustává neměnný. V termodynamice jsou v každém systému tři základńı pro-
cesy. Izotermický, kdy je konstantńı teplota (dT = 0), adiabatický (izentropický)
při kterém neńı generováno žádné teplo (δQ = 0) a polytropńı, při kterém se neměńı
tepelná kapacita (dC = 0). Tyto procesy jsou spojeny s proměnnými vázanými na teplo.
Daľśı procesy mohou být kontrolovány vněǰśımi (mechanickými) proměnnými a k nim
sdruženými vnitřńımi proměnnými. Jejich počet záviśı na počtu relevantńıch vněǰśıch
proměnných. V nejjednodušš́ım př́ıpadě jsou ještě izobarický proces, při kterém se
neměńı objem (dV = 0) a izochorický proces, při kterém se neměńı tlak (dP = 0).
Každý takový proces dostane do závislosti jinak nezávislé stavové proměnné. Izoter-
mický, izochorický a izobarický procesy jsou pak v nejjednodušš́ım př́ıpadě dávaj́ı do
vztahu zbývaj́ıćı dvě proměnné v teplotńı stavové rovnici, f(T, V, P ) = 0. Rovnici pro
každý takový proces dostaneme z diferenciálu stavové rovnice. Např. izotermický proces
je popsán rovnićı závislosti tlaku na objemu

dP

dV
= −

(
∂f

∂V

)
T,P(

∂f

∂P

)
T,V

. (2.22)

Pro ideálńı plyn dostaneme Boyl̊uv-Mariott̊uv zákon: PV = const. Izotermy v klasické
termodynamice dostaneme př́ımo z termické stavové rovnice, kterou obvykle ṕı̌seme ve
tvaru f(P, v) = kBT . Stavové rovnice kvantových plyn̊u maj́ı složitěǰśı teplotńı závislost,
kde už nalezeńı izotermy neńı tak př́ımočaré.
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Polytropńı a adiabatický proces jsou popsány složitěji, nebot’ k jejich určeńı nestač́ı
jen teplotńı stavová rovnice. Teplo ani měrné teplo nejsou stavovými proměnnými,
ale vstupuj́ı do prvńıho termodynamického zákona. Polytropńı proces je charakteri-
zován konstantnost́ı tepelné kapacity, a tedy tepelný tok je během procesu úplným di-
ferenciálem δQ = CdT = d(CT ). Adiabatický děj je speciálńım př́ıpadem polytropńıho,
kdy C = 0. Z prvńıho termodynamického zákona dostaneme

dV

dT
=

C − CV(
∂U

∂V

)
T

+ P

=
C − CV
CP − CV

(
∂V

∂T

)
P

= αV
C − CV
CP − CV

. (2.23)

Ve fázovém diagramu V − P potom rovnici polytropy źıskáme prvńıho termodyna-
mického zákona, kde pomoćı teplotńı stavové rovnice źıskáme závislost teploty T (P, V )
na objemu a tlaku:

dT =

(
∂T

∂P

)
V

dP +

(
∂T

∂V

)
P

dV . (2.24)

Výsledkem je

dP

dV
=
CP − C
C − CV

(
∂P

∂T

)
V(

∂V

∂T

)
P

. (2.25)

Rovnice adiabaty je rovnićı polytropy pro C = 0, to jest

dP

dV
= −γ

(
∂P

∂T

)
V(

∂V

∂T

)
P

, (2.26)

kde γ = CP/CV .
Pro ideálńı plyn můžeme rovnice polytropy a adiabaty explicitně vyřešit. Jestliže

označ́ıme n = (CP − C)/(CV − C) potom ze stavové rovnice ideálńıho plynu (1.24)
dostaneme

PV n = const. (2.27)

a pro rovnici adiabaty (izentropy)

PV γ = const. (2.28)

2.1.4 Moduly objemové pružnosti a tepelné kapacity při ter-
modynamických procesech

Daľśı aplikaćı prvńıho termodynamického zákona je ustaveńı vztahu mezi moduly pružnosti
a měrnými teply. Modul pružnosti je obecně definován

ε = −V dP

dV
(2.29)
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přitom totálńı derivace je je poč́ıtána během odpov́ıdaj́ıćıho termodynamického procesu.
Prakticky význam maj́ı izotermický a adiabatický modul tuhosti. Ty jsou definovány
parciálńıch derivaćı

εT = −V
(
∂P

∂V

)
T

(2.30)

εS = −V
(
∂P

∂V

)
Q

. (2.31)

Z definice vid́ıme, že modul pružnosti je inverzńı modul stlačitelnosti, to jest ε = β−1.
Někdy je totiž výhodněǰśı pracovat s modulem pružnosti, zvláště u pevných látek, který
vyjadřuje změnu tuhosti látky po stlačeńı. Modul tuhosti je kladný, to jest, po stlačeńı
tuhost, odpor materiálu v̊uči daľśımu stlačováńı, roste.

Z rovnice pro adiabatický proces, (2.26), dostaneme

(
∂P

∂V

)
Q

= −γ

(
∂P

∂T

)
V(

∂V

∂T

)
P

. (2.32)

Rovnici pro izotermu odvod́ıme z teplotńı stavové rovnice T = T (V, P ), odkud

0 = dT =

(
∂T

∂V

)
P

dV +

(
∂T

∂P

)
V

dP , (2.33)

odkud (
∂P

∂V

)
T

= −

(
∂T

∂V

)
P(

∂T

∂P

)
V

= −

(
∂P

∂T

)
V(

∂V

∂T

)
P

. (2.34)

Z rovnic (2.30)-(2.34) plyne

εS
εT

= γ =
CP
CV

. (2.35)

2.2 Druhý termodynamický zákon a jeho d̊usledky

2.2.1 Vratné a nevratné procesy v termodynamice, tepelné
stroje

Základńım pojmem termodynamiky je rovnovážný stav. Ten je, jak v́ıme, plně popsán
vněǰśımi parametry a vnitřńı energíı, př́ıpadně teplotou. Podobně jako energie sama
o sobě neńı měřitelná, nejsou ani rovnovážné stavy, jejich vlastnosti měřitelné jinak,
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než že systém nějakým procesem excitujeme. Měřitelné jsou pouze změny energie nebo
přechody mezi rovnovážnými stavy. Podstatné pro termodynamiku jsou interakce makro-
skopických systémů se svým okoĺım a těmito interakcemi indukované změny rovnovážných
stav̊u. Tyto procesy změn pro daľśı úvahy lze rozdělit do dvou tř́ıd, které budeme v
následuj́ıćım rozlǐsovat.

Prvńı tř́ıdou změn termodynamických stav̊u jsou vratné procesy. To jsou takové
procesy, které mohou být realizovány ve zpětném chodu. Existuj́ı ale nevratné pro-
cesy, kde obrácený proces neńı realizovatelný bez zapojeńı daľśıch těles. My jsme již
dř́ıve rozlǐsovali rychlé a pomalé, kvazistatické procesy. Kvazistatické procesy prob́ıhaj́ı
nekonečně pomalu v̊uči mikroskopickým fluktuaćı a makroskopické stavy na makrosko-
pických časových škálách prakticky z̊ustávaj́ı celou dobu v termodynamické rovnováze
a relaxačńı časy změn makroskopického systému jsou velmi krátké. Systém a jeho okoĺı
jsou celou dobu v termodynamické rovnováze. Celou dobu kvazistatického procesu je
systém popsán vněǰśımi parametry svého okoĺı a vnitřńı energíı, které nezáviśı na his-
torii stavu, proto kvazistatická změna těchto parametr̊u může být prováděna jedńım
směrem stejně jako obráceným. Kvazistatické procesy jsou vratné.

Už jsme se zmı́nili, že existuj́ı náhlé změny bez detailńı kontroly změny parametr̊u
stavu, které záviśı na zp̊usobu provedeńı změny a interakci s okoĺım. Už v samotném
základu termodynamiky jsme využili relaxaci nerovnovážných systémů k novému rov-
novážnému stavu. Toto je jistě na námi použ́ıvaných makroskopických škálách nevratný
proces. Takové procesy d́ıky konečné relaxačńı době nevratné. Mı́ra nevratnosti tedy
záviśı na velikosti relaxačńıch čas̊u spojený se změnami vnucenými rovnovážnému stavu.
Nevratné procesy tedy muśı nutně být nestacionárńı. Typickými termodynamicky ne-
vratnými nestatickými procesy jsou:

• Přechod tepla bez vněǰśı práce mezi dvěma stavy s r̊uznou teplotou. Teplo totiž je
možno předávat pouze těles̊um s nižš́ı teplotou (Carnot). Rozd́ıl teplot dvou stav̊u
tedy dělá tyto stavy pro přenos tepla neekvivalentńı.

• Přirozená izotermická expanze plynu do prázdného prostoru (Joule̊uv pokus). Při
takové expanzi plyn neměńı energii a tud́ıž nekoná práci. Stlačit plyn zpět do
p̊uvodńıho objemu však nelze bez vykonáńı práce, která se projev́ı zvýšeńım vnitřńı
energie a nár̊ustu teploty. Sńıžit teplotu na p̊uvodńı je nutné odebráńım tepla.

• Proces hmotové difuse. Jestliže máme dva systémy částic (plyny) odděleny nepro-
pustnou překážkou, kterou odstrańıme. Plyny vzájemně difunduj́ı. Jejich zpětné
odděleńı neńı možné bez vykonané práce odnět́ı tepla, ve které se vykonaná práce
přeměnila.

• Pohyb těles s třeńım. Třeńı generuje teplo, které zvyšuje vnitřńı energie bez změny
vněǰśıch parametr̊u jak práci konaj́ıćıho tělesa, tak okoĺı.

Všechny nevratné procesy jsou spojeny s asymetríı konverze práce a tepla. Vněǰśı
práci lze beze zbytku přeměnit v teplo, to jest na vzr̊ust vnitřńı energie beze změny
vněǰśıch parametr̊u. Teplo však nelze konvertovat v práci bez tak zvané kompenzace.
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Obrázek 2.1: Př́ıklad jednoduchého nevratného procesu. Plyn o teplotě T1, tlaku P1 a
objemu V1 necháme expandovat výměnou závaž́ı o hmotě m1 za jiné s homtou m2 <
m1 do stavu popsaného hodnotami T2, P2, V2. Závaž́ı nahrad́ıme opět p̊uvodńım, ale
výsledný stav bude popsán T3 > T1, P1, V3 > V1, nebot’ při stlačeńı plynu došlo k jeho
ohřát́ı. (Zdroj: Wikipedia)

Kompenzace přeměny tepla v práci je doprovodná změna vnitřńı energie bez změny
vněǰśıch parametr̊u jiných objekt̊u, tepelné lázně.

Ideu konáńı práce na úkor odebráńı tepla danému systému využ́ıvaj́ı tepelné stroje.
Aby přeměna tepla v práci nebyla jednorázová, pracuje tepelný stroj cyklicky, to jest
využ́ıvá cyklické procesy. Cyklický proces je takový, který se po určité době, několika
termodynamických děj́ıch, vrát́ı do p̊uvodńıho stavu. Snaha je kombinaćı termodyna-
mických proces̊u během cyklu bud’to vykonat maximálńı práci (tepelný motor), nebo
maximálně daný systém ohřát (tepelná pumpa), či ochladit (chladnička). Důležitým pa-
rametrem tepelných stroj̊u je jejich účinnost. Dı́ky kompenzaci přeměny tepla v práci,
jejich účinnost neńı nikdy stoprocentńı. Všechny tepelné stroje pracuj́ı na podobném
principu, který využ́ıvá termodynamického systému pracuj́ıćıho mezi dvěma tepelnými
lázněmi L1 a L2 s r̊uznými teplotami T1 > T2. Každý stroj má tři hlavńı fáze cyklu:

1. Sytému dodáme teplo ∆Q1 > 0 z lázně L1 při teplotě T1.

2. Systém vykoná práci za cyklus ∆W < 0.

3. Systému odebereme zbytkové teplo ∆Q2 < 0 a předáme do tepelné lázně L2 při
teplotě T2.

Jelikož nelze veškeré teplo dodané systému využ́ıt na vykonanou práci, potom plat́ı

−∆W < ∆Q1 . (2.36)
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Významnou charakteristikou tepelného stroje je jeho účinnost, kterou definujeme
jako poměr vykonané práce a dodaného tepla:

η =
−∆W

∆Q1

< 1 . (2.37)

Neekvivalenci mezi konverźı práce v teplo a obráceně v termodynamických procesech
lze matematicky vyjádřit

W
=−→ Q , Q

>−→ W . (2.38)

2.2.2 Formulace druhého termodynamického zákona

Druhý termodynamický zákon formalizuje a vymezuje mı́ru asymetrie přeměny tepla
v práci a naopak. Základ druhému zákonu položil Sadi Carnot (1824), který ve svých
pokusech ukázal, že teplo samovolně přecháźı pouze z tepleǰśıho na studeněǰśı těleso.
Tento závěr pak obecněji formuloval Clausius (1850) v tomto zněńı druhého termody-
namického zákona:

Tvrzeńı 2.2.1 (Clausius). Neńı možné cyklickým procesem přenášet teplo ze stu-
deněǰśıho tělesa na tepleǰśı bez dodáńı vněǰśı práce, která se přeměńı v teplo.

Toto je historicky prvńı obecná formulace druhého termodynamického zákona. Mo-
difikovaně formuloval druhý termodynamický zákon Thomson (lord Kelvin) (1851)

Tvrzeńı 2.2.2 (Kelvin). Neńı možné cyklickým procesem źıskávat práci pouze ochla-
zováńım okolńıch těles bez toho, že by část źıskaného tepla byla předána daľśım těles̊um,
to jest neexistuje perpetuum mobile druhého druhu.

Perpetuum mobile druhého druhu je tepelný stroj, který je schopen konat práci pouze
ochlazováńım okolńıch těles bez dodáńı energie formou vněǰśı práce. Perpetuum mobile
prvńıho druhu je pak stroj, který by cyklicky źıskával práci bez dodáńı energie. Ve
formulaci druhého termodynamického zákona je d̊uležité, že nemožnost źıskávat teplo
ze studeněǰśıho a konvertovat dodané teplo úplně na práci plat́ı pro cyklické procesy.
Můžeme pracovńımu systému dodat teplo t́ım, že mu zvýš́ıme vnitřńı energii, kterou pak
využijeme na konáńı práce změnou jeho vněǰśıch proměnných. Vykonaná práce může
být stejná, jako dodané teplo, ale výsledný stav bude jiný, nebot’ praćı jsme museli
změnit jeho vněǰśı stavové proměnné.

Snadno lze ukázat, že obě tvrzeńı jsou ekvivalentńı. Mějme dvě tepelné lázně L1 a L2 s
r̊uznými teplotami T1 > T2 mezi nimiž prob́ıhá cyklický proces tepelného stroje. Jestliže
neplat́ı Clausiovo tvrzeńı, pak můžeme přenést množstv́ı tepla ∆Q1 z rezervoáru L2 na
rezervoár L1. Tepelný stroj potom odebere z lázně L1 dodané teplo ∆Q1, vykoná práci
∆W a předá zbytek tepla |∆Q2| < ∆Q1 lázni L2. Za cyklický proces celkově odebrané
teplo rezervoáru L2, ∆Q1 + ∆Q2 = −∆W > 0 se celé přeměnilo na práci. Tud́ıž ani
Kelvinovo tvrzeńı nemůže platit. Jestliže na druhé straně neplat́ı Kelvinovo tvrzeńı,
potom odebrané teplo ∆Q1 z lázně L2 můžeme transformovat plně v práci, kterou zase
plně převedeme v teplo, které odevzdáme lázni L1. T́ımto procesem budeme periodicky
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dodávat teplo ze studeněǰśıho tělesa na tepleǰśı bez dodáńı vněǰśı práce. Nemůže tedy
platit ani Clausiovo tvrzeńı. Obě formulace druhého zákona jsou ekvivalentńı.

Původńı formulace druhého zákona vycházej́ı z úvah a výsledk̊u Sadi Carnota týkaj́ıćıch
se cyklických termodynamických proces̊u. Druhý termodynamický zákon lze formulovat
i jinak bez užit́ı tepelných stroj̊u a cyklických proces̊u. Nezávisle na cyklických procesech
zformuloval druhý termodynamický zákon Constantin Carathéodory (1909) v matema-
tické, axiomatické termodynamice plně budované na geometrických principech.

Tvrzeńı 2.2.3 (Carathéodory). V libovolném okoĺı rovnovážného stavu existuj́ı stavy,
do kterých se nelze dostat adiabatickým procesem. Existuj́ı adiabaticky nedosažitelné
stavy.

Caratéodoryova formulace dává matematický argument pro existenci nové vnitřńı
stavové proměnné - entropie. Předt́ım, než zavedeme novou vnitřńı proměnnou entropii,
ukážeme, že Carathéodoryho formulace je ekvivalentńı Kelvinově formulace druhého
temodynamického zákona.

Budeme uvažovat dva rovnovážné stavy S1 a S2. Předpokládejme, že rovnovážným
procesem, kterým převedeme stav S1 do stavu S2 sytému dodáme teplo ∆Q > 0 a
systém vykoná práci ∆W . Z prvńıho termodynamického zákona dostaneme

∆Q = ∆U + ∆W . (2.39)

Jestliže libovolné rovnovážné stavy jsou adiabaticky dostupné rovnovážnými procesy,
potom je možné jiným procesem převést rovnovážně stav S2 zpět do stavu S1 aniž by
se generovalo teplo. Pro tento zpětný proces potom plat́ı

0 = −∆U + ∆W ′ , (2.40)

nebot’ jsme se vrátili do p̊uvodńıho stavu. V takovém cyklickém procesu ale

0 < ∆Q = ∆W + ∆W ′ , (2.41)

a veškeré teplo bylo převedeno na vněǰśı práci. T́ım bychom dostali perpetuum mo-
bile druhého druhu. Takže existence perpetuum mobile druhého druhu je ekvivalentńı
adiabatické nedostupnosti rovnovážných stav̊u rovnovážnými procesy. Cyklický proces s
odebraným teplem ∆Q < 0 je realizovatelný a neodporuje druhému termodynamickému
zákonu. Jedná se o dodáńı tepla tělesu na úkor vykonané práce.

2.2.3 Entropie a absolutńı teplota

Jelikož existuj́ı adiabaticky nedostupné, neekvivalentńı rovnovážné stavy, můžeme, stejně
jako v př́ıpadě teploty, zavést vrstevnice v prostoru stav̊u o spojuj́ıćı adiabaticky do-
stupné stavy. Přitom adiabaticky nedostupné stavy uspořádáme tak, aby stavy s větš́ı
vnitřńı energíı při stejných vněǰśıch parametrech měly větš́ı hodnotu souřadnice vrstev-
nice, entropie. Škála nové proměnné, kterou budeme značit S je zat́ım nepodstatná.
Podstatné ale je, že z nultého zákona plyne, že entropie je jednoznačně určena vnitřńı
energíı, objemem a souborem daľśıch vněǰśıch parametr̊uX1, . . . , Xr, S(U ;V,X1, . . . , Xr).
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Entropie je totálńı diferenciál, nebot’ je to stavová proměnná. Entropii lze rovněž jedno-
značně popsat taky empirickou teplotou jako vnitřńım parametrem S(t;V,X1, . . . , Xr).
V tomto př́ıpadě označ́ıme empirickou teplotu malý ṕısmenem, abychom ji odlǐsili od
absolutńı teploty, kterou nyńı pomoćı entropie zavedeme.

Jelikož změna tepla při rovnovážném procesu je lineárně úměrná změně entropie,
potom

δQ = λ(t;V,X1, . . . , Xr)dS . (2.42)

Infinitezimálńı změna tepla je tedy holonomńı Pfaffova forma. Ukážeme nyńı, že lze
vybrat takový, který záviśı pouze na empirické teplotě, λ = ϕ(t). Tento “extremálńı”
parametr nazveme absolutńı teplota definuj́ıćı novou teplotńı škálu T = ϕ(t).

Předpokládejme, že máme dva systémy S1 a S2 v termodynamické rovnováze. Sjed-
noceńı obou systémů je stav S = S1∪S2. Systém S1 je posán parametry t, V1, X1, . . . , Xr,
systém S2 pak t, V2, Y1, . . . , Yr, celkový stav S pak sjednoceńım parametr̊u podsystémů
t, V = V1 ∪ V2, X1, . . . , Xr, Y1, . . . , Yr. Celkovému systému nyńı dodáme rovnovážným
procesem množstv́ı tepla δQ, z něhož δQ1 absorbuje systém S1 a δQ2 předáme systému
S2. Z rovnice (2.42) plyne

δQ1 = λ(t;V1, X1, . . . , Xr)dS1 ,

δQ2 = λ(t;V2, Y1, . . . , Yr)dS2 ,

δQ = λ(t;V,X1, . . . , Xr, Y1, . . . , Yr)dS . (2.43)

Jelikož entropie je stavová proměnná, můžeme ve funkci úměrnosti λ nahradit některou
jej́ı proměnnou entropíı. Necht’ jsou to prvńı X1, Y1. Pak můžeme alternativně psát

λ1 = λ(t;V1, S1, . . . , Xr) ,

λ2 = λ(t;V2, S2, . . . , Yr) ,

Λ = λ(t;V, S1, S2, X2 . . . , Xr, Y2, . . . , Yr) ,

S = S(t;V, S1, S2, X2 . . . , Xr, Y2, . . . , Yr) . (2.44)

Z prvńıho termodynamického zákona (nebyla vykonána žádná práce)

δQ = δQ1 + δQ2 (2.45)

plyne

dS =
λ1

Λ
dS1 +

λ2

Λ
dS2 . (2.46)

Z druhé strany

dS =
∂S

∂t
dt+

∂S

∂S1

dS1 +
∂S

∂S2

dS2 +
∂S

∂V
dV +

r∑
i=2

(
∂S

∂Xi

dXi +
∂S

∂Yi
dYi

)
. (2.47)

Porovnáńım rovnic (2.46) a (2.47) dostaneme(
∂S

∂t

)
S1,S2

=

(
∂S

∂V

)
S1,S2

=

(
∂S

∂Xi

)
S1,S2

=

(
∂S

∂Yi

)
S1,S2

= 0 , (2.48)
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což znamená, že celková entropie záviśı na všech proměnných pouze skrze parciálńı
entropie S1 a S2, S = S(S1, S2). Totéž plat́ı i o zlomćıch λ1/Λ a λ2/Λ. Můžeme tedy
psát

λ1 = ϕ(t)f1(S1) ,

λ2 = ϕ(t)f2(S2) ,

Λ = ϕ(t)f12(S1, S2) . (2.49)

Obecně jsme tedy ukázali
δQ = ϕ(t)f(S)dS . (2.50)

Entropii můžeme ale zvolit tak, aby f(S) = 1. Toho snadno doćıĺıme redefinićı entropie,

S =
∫ S

dσf(σ) pro ńıž již plat́ı
δQ = ϕ(t)dS . (2.51)

Jelikož integračńı faktor Pfaffovy formy tepla záviśı pouze na funkci empirické teploty.
Tato funkce je pouze redefinićı teplotńı škály, a proto můžeme tento integračńı faktor
považovat za novou teplotu. Budeme ji v daľśım značit symbolem T . Je to absolutńı
teplota, nebot’ nezáviśı na žádné materiálńı substanci, které jsou potřebné pro zavedeńı
škály empirické teploty. Pomoćı absolutńı teploty můžeme psát pro infinitezimálńı změnu
tepla

δQ

T
= dS . (2.52)

Integrálńı podoba této rovnice je Clausiova identita pro rovnovážné cyklické procesy∮
δQ

T
= 0 , (2.53)

která ř́ıká, že entropie definovaná v rovnici (2.52) je stavová proměnná, to jest, jej́ı
změna podél uzavřené trajektorie ve stavovém prostoru je nulová.

Jelikož integračńı faktor tepla nezáviśı na jiné proměnné než teplotě, je tedy stejný
pro všechny systémy, z rovnice (2.45) dostaneme aditivitu entropie

dS =
δQ1

T
+
δQ2

T
= dS1 + dS2 = d(S1 + S2) , (2.54)

a tedy S = S1 + S2. Jelikož teplo je extenzivńı veličina, je i entropie vntřńı extenzivńı
stavová proměnná.

2.2.4 Vztah empirické a absolutńı teploty

Ještě před postulováńım druhého termodynamického zákona a zavedeńım entropie jsme
definovali empirickou teplotu, jako vlastnost charakterizuj́ıćı termodynamickou rovnováhu.
Tato intenzivńı veličina byla zavedena jako alternativa k vnitřńı energii při fixovaných
vněǰśıch extenzivńıch parametrech. Jej́ı škála ovšem záviśı na vlastnostech materiálu,
který voĺıme pro určeńı teplotńı stupnice. To znamená, že empirická teplota je závislá
na termometrických vlastnostech látek. Druhý termodynamický zákon umožňuje defi-
novat teplotńı škálu nezávislou na materiálových vlastnostech látek, které použ́ıváme k
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měřeńı teploty. Měřitelná experimentálně je pouze empirická teplota. Nyńı ukážeme, že
škála absolutńı teploty je nezávislá na volbě volbě škály empirické teploty.

Předpokládejme, že máme termometrický materiál charakterizovaný vněǰśım para-
metrem A k němuž sdružený parametr je a, který použ́ıváme k určeńı empirické teploty
t. Vztah mezi empirickou a absolutńı teplotou je T = ϕ(t). Z prvńıho a druhého termo-
dynamického zákona

δQ = dU + adA , dS =
δQ

T
(2.55)

dostaneme po rozepsáńı do komponent

dS =

(
∂S

∂T

)
A

dT +

(
∂S

∂A

)
T

dA =

(
∂U

∂T

)
A

dT

T
+

[(
∂U

∂A

)
T

+ a

]
dA

T
. (2.56)

Porovnáńım koeficient̊u u diferenciál̊u a ze záměnnosti druhých derivaćı stavové funkce
(entropie)

∂

∂A

[
1

T

(
∂U

∂T

)
A

]
=

∂

∂T

{
1

T

[(
∂U

∂A

)
T

+ a

]}
(2.57)

zjist́ıme (
∂U

∂A

)
T

+ a = T

(
∂a

∂T

)
A

. (2.58)

Jelikož T a A jsou nezávislé proměnné a T = ϕ(t) jsou v jednoznačném př́ımo úměrném
vztahu, potom(

∂U

∂A

)
t

+ a =

(
∂U

∂A

)
T

+ a = T

(
∂a

∂T

)
A

= T

(
∂a

∂t

)
A

dt

dT
, (2.59)

Tato diferenciálńı rovnice určuje závislost absolutńı teploty na empirické. Jej́ı řešeńı lze
jednoduše naj́ıt a má tvar

T = T0 exp {l(t, t0)} , (2.60)

l(t, t0) =

∫ t

t0

(
∂a

∂t

)
A

dt(
∂U

∂A

)
t

+ a

, (2.61)

Z tohoto vztahu vid́ıme, že absolutńı teplota nikdy neměńı znaménko nezávisle na volbě
škály empirické teploty. Znaménko absolutńı teploty je dáno volbou referenčńı teploty
T0. Znaménko teploty se voĺı kladné tak, aby teplo samovolně přecházelo z tělesa s vyšš́ı
teplotou na to s nižš́ı. To odpov́ıdá volbě empirické teploty tak, aby rostla s vnitřńı
energíı, tepelná kapacita je kladná.

Volbu škály absolutńı teploty provedeme následovně. Zvoĺıme jinou referenčńı teplotu
T1 = T0 exp {l(t0, t1)} odpov́ıdaj́ıćı empirické teplotě t1. Ze znalosti dvou referenčńıch
teplot dostaneme vztah pro absolutńı teplotu s referenčńı teplotńı diferenćı

T = (T1 − T0)
exp {l(t, t0)}

exp {l(t1, t0)} − 1
. (2.62)
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Dvě referenčńı empirické teploty voĺıme v souladu s Celsiovou stupnićı, to jest t0 = 0◦C
bod táńı ledu za normálńıho tlaku a t1 = 100◦C, bod varu za normálńıho tlaku. Základńı
diferenci škály absolutńı teploty zvoĺıme stejně, to jest T1 − T0 = 100K. Počátečńı
absolutńı teplotu voĺıme T0 = 273, 15K je bod táńı ledu v absolutńı teplotńı škále.
Jednotkou škály absolutńı teploty je Kelvin. Jeden Kelvin je identický s jedńım stupněm
Celsiovy škály. Pro konkrétńı převod Celsiovy škály teploty na absolutńı teplotu můžeme
volit ideálńı plyn s jediným relevantńım vnitřńım parametrem, tlakem P . Z teplotńı
stavové rovnice dostaneme P = P0(1/α+ t), kde α = 1/273, 15 souviśı s hodnotou nuly
absolutńı teploty na Celsiově stupnici 0K = −273, 15◦C. Jelikož (∂U/∂V )T = 0 potom

l(t, t0) =

∫ t

t0

(∂P/∂t)V dt
′

P
=

∫ t

t0

αdt′

1 + αt′
= log

1 + αt

1 + αt0
(2.63)

Jestliže ještě t− t0 = 100◦C, potom

T =
1

α
+ t = 273, 15 + t . (2.64)

Posledńı krok, který muśıme učinit je ukázat, že škála absolutńı teploty nezáviśı
na výběru empirické teploty. Jestliže vezmeme jiný termometrický materiál pro určeńı
empirické teploty, kterou označ́ıme τ , pak absolutńı teplota bude dána jiným vztahem
T = ψ(τ). Jelikož mezi jednotlivými empirickými teplotami je jednoznačný vztah, d́ıky
jejich vztahu k vnitřńı energii, potom t = η(τ). Exponent pro absolutńı teplotu v nových
jednotkách bude

l(τ, τ0) =

∫ τ

τ0

(
∂a

∂τ

)
A

dτ(
∂U

∂A

)
τ

+ a

=

∫ t

t0

(
∂a

∂t

)
A

dη(τ)

dτ
dτ(

∂U

∂A

)
t

+ a

= l(t, t0) , (2.65)

nebot’ dt = (dt/dτ)dτ , když předpokládáme jednoznačnou př́ımou úměru mezi tep-
lotńımi škálami. Škála absolutńı teploty je tedy nezávislá na výběru empirické teploty.

2.2.5 Základńı rovnice termodynamiky pro rovnovážné pro-
cesy a jej́ı d̊usledky

Úlohou termodynamiky je nalézt vlastnosti rovnovážných stav̊u ze znalosti vněǰśıch
kontrolovatelných parametr̊u. Hlavńım prostředkem k řešeńı všech úloh rovnovážné ter-
modynamiky je tak zvaná základńı rovnice termodynamiky, která je sloučeńım
diferenciálńıch rovnic vyjadřuj́ıćıch prvńı a druhý termodynamický zákon pro kvazista-
tické rovnovážné procesy. Pro obecné vněǰśı parametry Ai tato rovnice má tvar

TdS = dU +
∑
i

aidAi , (2.66)

pro jednoduchý systém s jedinou vněǰśı proměnnou objemem,

TdS = dU + PdV . (2.67)
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Samotná základńı rovnice termodynamiky nestač́ı k plnému určeńı termodynamického
stavu a jeho vlastnost́ı plně vyjádřených přes vněǰśı měřitelné parametry. K tomu
potřebujeme ještě stavové rovnice, jednu kalorickou a tolik termických stavových rov-
nic, kolik je v termodynamické úloze nezávislých vnitřńıch parametr̊u. Základńı rov-
nice termodynamiky nám ale dává omezeńı na tvar kalorické rovnice, která potom neńı
nezávislá od termických. Toto omezeńı bude ve tvaru diferenciálńıch rovnic pro derivace
vnitřńı energie vzhledem k vněǰśım parametr̊um. Ze základńı rovnice termodynamiky a
záměnnosti druhých derivaćı entropie dostaneme rovnici (2.58). Pro jednoduchý systém
pouze s objemem jako jedinou vněǰśı proměnnou(

∂U

∂V

)
T

= T

(
∂P

∂T

)
V

− P . (2.68)

Pravou stranu této rovnic známe z termické stavové rovnice. Základńı rovnice termody-
namiky t́ımto zp̊usobem omezuje kalorickou stavovou rovnici, závislost vnitřńı energie
na vněǰśıch stavových proměnných přes teplotńı závislost jejich sdružených vntřńıch
proměnných. Rovnice (2.59) a (2.68) obecně neurčuj́ı vnitřńı energii úplně, nebot’ chyb́ı
derivace vnitřńı energie podle teploty definuj́ıćı tepelnou kapacitu, která obecně může
záviset na teplotě.

Nicméně pro ideálńı a van der Waals̊uv plyn odvod́ıme odpov́ıdaj́ıćı kalorické rov-
nice (1.26) a (1.27). Ze stavové rovnice ideálńıho plynu (1.24) dostaneme (∂P/∂T )V =
NkB/V což ve spojeńı s rovnićı (1.24) vede na Joule̊uv zákon (∂U/∂TV )T = 0. Kalorická
rovnice pro ideálńı plyn má potom tvar

U = CV T + U0 , (2.69)

kde tepelná kapacita CV nezáviśı na teplotě.
Pro stavovou rovnici van der Waalsova plynu

P =
kBT

v − b
− a

v2
, (2.70)

s v = V/N zjist́ıme (
∂P

∂T

)
V

=
kB
v − b

, (2.71)

a tedy (
∂u

∂v

)
V

=
a

v2
. (2.72)

Odtud integraćı posledńı rovnice dospějeme ke kalorické rovnici van der Waalsova plynu

u =

∫
cV (T )dT − a

v
. (2.73)

V př́ıpadě slabé teplotńı závislosti měrného tepla se rovnice (2.73) redukuje na rov-
nici (1.27).
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Základńı rovnice termodynamiky umožňuje nalézt taky vztah pro entropii. Jej́ı expli-
citńı vyjádřeńı je však možné, pokud známe závislost tlaku na teplotě a objemu objemu
(termická stavová rovnice) a tepelné kapacity na teplotě (kalorická stavová rovnice)

S2 − S1 =

∫ 2

1

(
∂U

∂T

)
V

dT

T
+

∫ 2

1

[(
∂U

∂V

)
T

+ P

]
dV

T

=

∫ 2

1

CV dT

T
+

∫ 2

1

(
∂P

∂T

)
V

dV , (2.74)

kde jsme ještě využili rovnici (2.68). Jestliže použijeme tuto rovnici pro vyč́ısleńı entropie
ideálńıho plynu, dospějeme k výrazu

S = N

{
cV ln

T

T0

+ kB ln
V

V0

+ s0

}
, (2.75)

kde T0 a V0 jsou počátečńı teplota a objem plynu, kterému odpov́ıdá referenčńı entropie
Ns0. Toto vyjádřeńı vede na tak zvaný Gibbs̊uv paradox, který vede k nár̊ustu ent-
ropie při smı́cháńı dvou část́ı stejného plynu, což je nefyzikálńı. Gibbs̊uv argument pro
neúplnost vztahu (2.75) je založen na pomyslném experimentu. Představme si ideálńı
plyn o objemu V v termodynamické rovnováze. Jeho molekuly jsou rovnoměrně a homo-
genně rozděleny po celém objemu, nebot’ v termodynamické rovnováze neexistuj́ı žádné
toky. Představme si, že v jednom okamžiku vlož́ıme do systému adiabatickou stěnu,
která rozděĺı celý objem na dvě části o objemech V1 a V2, přičemž V = V1 + V2. Nový
rozdělený systém nezměńı žádné termodynamické parametry, tud́ıž celková entropie
muśı být součtem entropíı podsystémů.

S1 + S2 = (N1 +N2)kB

{
cV
kB

ln
T

T0

+ ln
V1 + V2

V0

+ s0

}
−
[
N1kB ln

V1 + V2

V1

+N2kB ln
V1 + V2

V2

]
. (2.76)

Výraz v hranaté závorce na druhém řádku pravé strany je tak zvaná směšovaćı en-
tropie. Ta je kladná a vede k nár̊ustu entropie, ke kterému skutečně docháźı, pokud
Gibbs̊uv pomyslný experiment obrát́ıme a dva r̊uzné plyny smı́cháme. Jeden plyn difun-
duje do druhého nevratným zp̊usobem (difúze plyn̊u). V př́ıpadě Gibbsova experimentu
však k žádné difúzi nedocháźı a po vložeńı adiabatické stěny k nár̊ustu entropie nedojde.
Řešeńı tohoto paradoxu nab́ıźı statistická mechanika a kvantový princip nerozlǐsitelnosti
částic.

Daľśım d̊usledkem základńı rovnice termodynamiky je určeńı vztahu mezi dvěma
tepelnými kapacitami pouze ze znalosti teplotńı stavové rovnice. Obecný vztah mezi
tepelnou kapacitou při konstantńım tlaku a objemu jsem odvodili v paragrafu 2.1.2,
rovnice (2.14). Z rovnice (2.68) vyjádř́ıme derivaci vnitřńı energie podle objemu, což
vede na obecný vztah

CP − CV = T

(
∂P

∂T

)
V

(
∂V

∂T

)
P

. (2.77)
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Z rovnice (1.21) a definice koeficientu tepelné roztažnosti α, rovnice (1.17) a izotermické
stlačitelnosti β, rovnice (1.18), zjist́ıme(

∂P

∂T

)
V

=
α

β
. (2.78)

Dosazeńım do rovnice (2.77) a definice tepelné roztažnosti vyjde pro měrná tepla na
jednotku objemu

cP − cV = T
α2

β
. (2.79)

2.2.6 Nerovnovážné procesy a princip maximálńı práce

Základńı rovnice termodynamiky (2.67) plat́ı pouze pro kvazistacionárńı, rovnovážné
procesy. Reálné procesy jsou ale vesměs nestacionárńı a pouze přibližně vyhovuj́ı ome-
zeńı na rovnovážný pr̊uběh procesu. Proto je d̊uležité pro praktické využit́ı termodyna-
mických vztah̊u v reálných procesech rozš́ı̌rit základńı rovnici termodynamiky na reálné,
nerovnovážné procesy.

Uvažujme dva bĺızké rovnovážné stavy S1 a S2 a některým nestacionárńım procesem
převedeme stav S1 do stavu S2. Během tohoto nerovnovážného procesu termostat dodá
systému teplo δQN a systém vykoná práci δWN . Z prvńıho termodynamického zákona
dostaneme rovnost

δQN = dU + δWN . (2.80)

Libovolné dva rovnovážné stavy lze propojit rovnovážným procesem pro který plat́ı
prvńı termodynamický zákon s jinými (rovnovážnými) hodnotami tepla a práce

δQ = dU + δW . (2.81)

Odečteńım těchto rovnic dostaneme

δQN − δQ = δWN − δW . (2.82)

Pokud by tento rozd́ıl byl nula, znamenalo by to, že nestacionárńı proces lze obrátit kva-
zistatickým procesem S2 → S1 bez kompenzace, to jest beze změny okolńıch těles. Tento
rozd́ıl nemůže být ani kladný, nebot’ potom by veškeré teplo z termostatu δQN −δQ do-
dané systému bylo transformováno ve vykonanou práci při cyklickém procesu S1 −−−→

Noneq

S2 −−→
Eqiv

S1, což je vyloučeno druhým termodynamickým zákonem. To znamená, že muśı

platit
δQ > δQN , δW > δWN . (2.83)

Jelikož pro rovnovážné procesy plat́ı δQ = TdS potom ekvivalentně

dS >
δQN

T
. (2.84)
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Nerovnost (2.83) vyjadřuje tak zvaný princip maximálńı práce, který slovně ř́ıká,
že maximálńı výtěžnost práce při libovolném procesu je źıskána kvazistatickým, rov-
novážným dějem. Z nerovnosti (2.84) potom pro cyklické děje složené z rovnovážných a
nerovnovážných proces̊u plat́ı Clausiova nerovnost

0 ≥
∮
δQ

T
. (2.85)

Rovnice (2.84) má dva d̊uležité d̊usledky:

1. Jestliže dva rovnovážné stavy lze propojit adiabatickým kvazistatickým dějem
dS = 0, potom neexistuje žádný nerovnovážný adiabatický děj δQN = 0 propo-
juj́ıćı tyto stavy a obráceně.

2. Jestliže existuje adiabatický nerovnovážný proces (δQN = 0) propojuj́ıćı dva rov-
novážné stavy S1 → S2, potom konečný stav muśı mı́t vyšš́ı entropii, to jest

S2 > S1 . (2.86)

Toto je významný výsledek, který ř́ıká, že proces relaxace směřuje k rovnovážnému
stavu, který maximalizuje entropii. Analogicky k principu maximálńı práce jsme
dospěli k principu maxima entropie v relaxačńıch procesech.

Entropie jako stavová veličina je definována pouze pro rovnovážné procesy. Stejně
tak i základńı rovnice termodynamiky plat́ı pro kvazistatické procesy. Pro všechny typy
proces̊u, kvazistatické i nestacionárńı, plat́ı základńı nerovnost termodynamiky,
která pro obecné zobecněné śıly má tvar

TdS ≥ dU +
∑
i

aidAi . (2.87)

2.2.7 Carnot̊uv cyklus

Cyklické děje v termodynamice hraj́ı d̊uležitou úlohu. Nejvýznamněǰśım př́ıkladem ter-
modynamického periodického procesu je Carnot̊uv cyklus pracuj́ıćı mezi dvěma te-
pelnými rezervoáry L1 a L2 s teplotami T1 > T2. Carnot̊uv cyklus má čtyři fáze a
procháźı čtyřmi rovnovážnými stavy S1 → S2 → S3 → S4 → S1. Tyto stavy jsou
propojeny následuj́ıćımi rovnovážnými termodynamickými procesy (obr. 2.2):

1. Systému ve stavu S1(T1, P1, V1) dodáme izotermickým procesem teplo Q1 > 0 a
převedeme ho do stavu S2(T1, P2, V2).

2. Stav S2(T1, P2, V2) necháme adiabaticky expandovat do stavu S3(T2, P3, V3). Při
této expanzi koná systém práci W1 < 0.

3. Při stálé teplotě T2 stlač́ıme systém do stavu S4(T2, P4, V4). Práce vykonaná systémem
je převedena na teplo Q2 < 0, které se odevzdalo tepelné lázni L2.
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Obrázek 2.2: P − V diagram Carnotova cyklu s během proces̊u vyznačeným šipkami.
(Zdroj: Wikipedia)

Obrázek 2.3: T − S diagram Carnotova cyklu. (Zdroj: Wikipedia)
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Obrázek 2.4: Kombinace libovolného periodického procesu, tepelného stroje s účinnost́ı
η a Carnotova cyklu s účinnost́ı η′ pracuj́ıćıch mezi dvěma tepelnými rezervoáry o tep-
lotách T1 > T2. (Zdroj: Wikipedia)

4. Systém nyńı tepelně izolujeme a stlač́ıme do p̊uvodńıho stavu S1(T1, P1, V1). T́ım
jsme mu dodali práci W2 > 0, o kterou se zvýš́ı jeho vnitřńı energie a teplota na
vstupńı hodnoty.

Z prvńıho termodynamického zákona dostaneme:

0 = Q1 +W1 +Q2 +W2 . (2.88)

Celková práce vykonaná Carnotovým strojem je

∆W = W1 +W2 = −∆Q = −Q1 −Q2 < 0 .

Celková dodaná energie do jednoho cyklu je rovna dodanému teplu Q1. Účinnost Car-
notova tepelného stroje je

ηC =
−∆W

Q1

=
Q1 +Q2

Q1

=
(S1 − S2)(T1 − T2)

(S1 − S2)T1

= 1− T2

T1

, (2.89)

kde S1 je entropie stav̊u S1 a S4, S2 potom entropie stav̊u S2 a S3 Diagram na obrázku 2.3.

Carnot̊uv cyklus je významný d́ıky dvěma vlastnostem, vyplývaj́ıćıch z Carnotových
experiment̊u:

• Ke každému cyklu pracuj́ıćımu mezi dvěma teplotńımi lázněmi složenému pouze z
vratných (rovnovážných) proces̊u existuje Carnot̊uv cyklus se stejnou účinnost́ı. To
jest, všechny rovnovážné cyklické děje maj́ı stejnou účinnost danou Carnotovým
cyklem.

• Carnot̊uv cyklus má nejvyšš́ı účinnost ze všech periodicky pracuj́ıćıch tepelných
stroj̊u mezi danými dvěma tepelnými lázněmi. Přitom účinnost Carnotova te-
pelného stroje je vždy menš́ı než jedna.
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Tato dvě Carnotova tvrzeńı jsou alternativńı formulaćı druhého termodynamického
zákona. Uvažujme tedy libovolný (nerovnovážný) cyklický proces pracuj́ıćı mezi dvěma
tepelnými lázněmi L1 a L2 o teplotách T1 > T2. Tento tepelný stroj odebere teplo Q z
termostatu L1 a převede ηQ na práci a zbytek tepla (1− η)Q termostatu L2. Do stejné
konfigurace zapoj́ıme Carnot̊uv cyklus s účinnost́ı η′, ale v obráceném pořad́ı proces̊u,
který za pomoćı vněǰśı práce převád́ı teplo z termostatu L2 na druhý s vyšš́ı teplo-
tou. Přitom veškerou práci z nerovnovážného procesu využijeme v Carnotově cyklu
na přeměnu v teplo, obrázek 2.4. Tento propojený cyklus bude periodicky převádět
(η/η′ − 1)Q termostatu L1. Jestliže η/η′ > 1, potom tento tepelný stroj by cyklicky
ohř́ıval tepleǰśı těleso bez vněǰśı kompenzace a daľśımi tělesy dodávané vněǰśı práce.
Jestliže nerovnovážný tepelný stroj má stejnou účinnost jako Carnot̊uv cyklus, potom
je tento propojený systém cyklicky pracuj́ıćı tepelný stroj, tud́ıž reversibilńı. Kdyby te-
pelný stroj ve spojeném systému s Carnotovým cyklem byl vratný a měl menš́ı účinnost,
η < η′, potom procesy v obou stroj́ıch obrát́ıme a dospějeme opět k rozporu s druhým
termodynamickým zákonem, nebot’ bychom bez kompenzace cyklicky převáděli teplo ze
studeněǰśıho na tepleǰśı objekt. To znamená, že vratné cykly maj́ı stejnou účinnost.

Uvažujme ještě možnost, že by Carnot̊uv cyklus měl účinnost η = 1. To by bylo
možné pouze, pokud by teplota studeněǰśıho rezervoáru měla nulovou absolutńı teplotu.
Při nulové teplotě ale předané teplo rezervoáru je Q2 = T∆S = 0, a veškeré teplo
źıskané z rezervoáru by bylo přeměněno na práci, což je v rozporu s druhým termodyna-
mickým zákonem. Takže omezeńı účinnosti Carnotova cyklu η < 1 je jiným vyjádřeńım
Kelvinovy formulace druhého termodynamického zákona.

2.2.8 Jiné termodynamické cykly a reálné tepelné stroje

Možnost konstrukce tepelných stroj̊u, které źıskávaj́ı práci přeměnou tepla je nejvýznamněǰśı
aplikaćı klasické termodynamiky. Carnot̊uv cyklus je ideálńı reversibilńı cyklus přeměňuj́ıćı
teplo v práci s nejvyšš́ı účinnost́ı, kterou v praxi nikdy neńı možné dosáhnout. Prakticky
využitelné tepelné stroje maj́ı podstatně nižš́ı účinnost. Předně, všechny reálné procesy
maj́ı krátké periody cyklu z d̊uvodu trvalé a rychlé přeměny tepla v práci. To znamená,
že všechny termodynamické procesy jsou v reálných tepelných stroj́ıch nevratné. Jejich
teoretický popis se přesto muśı omezit na alespoň částečně reversibilńı procesy, abychom
nějakým zp̊usobem mohli kontrolovat nevratné části cyklu. Nav́ıc, realizace Carnotova
cyklu neńı z praktických d̊uvod̊u dobře realizovatelná a reálné tepelné stroje pracuj́ı s
r̊uznými zp̊usoby źıskáńı tepelné energie. Nejvýznamněǰśı modelové cyklické procesy v
praxi použ́ıvaných tepelných stroj̊u zde představ́ıme.

Endoreversibilńı cyklus

Hlavńı překážka realizovatelnosti Carnotova cyklu je rovnovážný (izotermický) přenos
tepla z termostatu na pracovńı médium. Rovnováha mezi termostatem a pracovńı ka-
palinou nebo plynem znamená, že látka i termostat maj́ı stejnou teplotu. V rovnováze
nedocháźı k žádným tok̊um, to jest ani teplo nemůže v konečných časech přecházet z
termostatu na pracovńı látku. Rovnováha znamená idealizovanou situaci a nekonečnou
dobu přenosu tepla, nebo lépe pouze (nekonečně) malé vychýleńı teploty termostatu,
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které však nenaruš́ı podstatně rovnováhu, nedocháźı k turbulenćım a nekontrolovaným
děj̊um. Relaxačńı časy při takovém vychýleńı z rovnováhy jsou mnohem kratš́ı než v
daném procesu makroskopicky relevantńı škála. Pokud chceme realističtěji odhadnout
účinnost reálně pracuj́ıćıho tepelného stroje, muśıme vźıt do úvahy, že teploty rezervoár̊u
a pracovńıho média nejsou stejné a předáváńı tepla je makroskopicky nevratný, ne-
rovnovážný proces. Realistická modifikace Carnotova cyklu je oddělit dvě teploty pra-
covńıho média od teplot termostat̊u, předpokládat nerovnovážný přenos tepla z a do
termostatu, přičemž adiabatické pracovńı procesy považujeme za vratné. Takový rever-
sibilně pracuj́ıćı cyklus s oddělenými teplotami termostatu a pracovńı kapaliny se nazývá
endoreversibilńı.

Endoreversibilńı Carnot̊uv cyklus navrhl ruský fyzik I. I. Novikov (1958). Pro jed-
noduchost uvažoval Carnot̊uv cyklus s vnitřńımi teplotami TiH > TiC a pouze nerov-
novážným procesem dodáńı tepla pracovńı kapalině o teplotě TiH termostatem o teplotě
TH > TiH . Předáńı zbytkového tepla termostatu o teplotě TC lze bez újmy obecnosti
považovat za rovnovážné TiC = TC , obrázek 2.5. V př́ıpadě nerovnovážných děj̊u muśıme
pracovat s výkonem, ne energíı, nebot’ výsledek záviśı na době, po kterou nerovnovážný
proces prob́ıhal. Předpokládejme, že termostat předá pracovńımu médiu teplo Qh za čas
t. Přitom plat́ı

Qh = σh(TH − TiH)t , (2.90)

kde σh je tepelná vodivost, o které předpokládáme, že nezáviśı na teplotě. Pracovńı
výkon z tohoto endoreversibilńıho Carnotova cyklu je

P =
W

t
= η

Qh

t
= σh

(
1− TC

TiH

)
(TH − TiH) . (2.91)

Tento pracovńı výkon budeme optimalizovat volbou teploty TiH , to jest budeme požadovat
dP/dTiH = 0. Odkud dostaneme TiH =

√
THTC . To znamená, že účinnost endoreversi-

bilńıho Carnotova cyklu je

ηenr = 1−
√
TC
TH

. (2.92)

Ze źıskaných se zdá, že účinnost velkých elektráren je bĺızká účinnosti endoreversibilńıho
cyklu.

Brayton̊uv-Joule̊uv cyklus

V roce 1872 G. Brayton patentoval motor založený na Jouleově cyklickém procesu, dnes
nazývaném Brayton̊uv-Joule̊uv cyklus. Tento ideálńı cyklus pracuj́ıćı se směśı vzduchu
a paliva se skládá z těchto rovnovážných proces̊u:

1. Adiabatická komprese. Směs paliva a vzduchu se adiabaticky stlač́ı ze stavu S1(T1, V1, P1)
do stavu S2(T2, V2, P2).

2. Izobarická expanze. Při konstantńım tlaku je směs zapálena a zahřáta do stavu
S3(T3, V3, P2).

3. Adiabatická expanze. Směs se nechá adiabaticky expandovat do stavu S4(T4, V4, P1).
Přitom palivová směs koná práci.
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Obrázek 2.5: Schéma Novikovova endorevedsibilńıho tepelného stroje s Carnotovým cyk-
lem s pracovńımi teplotami TiH a TiC s nerovnovážným dodáńım tepla pracovńımu médiu
z termostatu o teplotě TH > TiH . (Zdroj: Wikipedia)

Obrázek 2.6: Schéma Braytonova stroje s fázovými diagramy v P −V a T −S rovinách.
(Zdroj: Wikipedia)
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4. Izobarická komprese. V posledńım procesu při konstantńım tlaku se současně
vyhořelá směs vypust́ı do atmosféry a kompresńı komora se naplńı novou zápalnou
směśı.

V praktickém provedeńı, obr. 2.6, se Brayton̊uv motor skládá ze dvou komor, kompre-
soru a turb́ıny, a posledńı proces cyklu pak prob́ıhá vně vlastńıho stroje. Podstatné
pro Brayton̊uv motor je, že pracuje mezi dvěma hodnotami tlaku, které potom určuj́ı
účinnost tohoto tepelného stroje.

Pro odhad účinnosti Braytonova cyklu budeme předpokládat, že všechny procesy
jsou vratné a pracovńı médium je ideálńı plyn. Teplo je dodáváno do cyklu v druhém
procesu, izobarické expanzi. Pro ideálńı plyn plat́ı

Qin = CP (T3 − T2) > 0 . (2.93)

Během izobarického vypouštěńı vyhořelé směsi se odevzdá teplo

Qout = CP (T1 − T4) < 0 . (2.94)

Z prvńıho termodynamického zákona dostaneme, že práce vykonaná plynem je

∆W = Qin +Qout > 0 . (2.95)

Účinnost obecného tepelného stroje potom je

η =
Qin +Qout

Qin

= 1− |Qout|
Qin

. (2.96)

V př́ıpadě Braytonova cyklu potom dostaneme

η = 1− T4 − T1

T3 − T2

= 1− P1(V4 − V1)

P2(V3 − V2)
, (2.97)

kde jsme ve druhé rovnosti využili termickou stavovou rovnici. Z rovnic adiabaty pro
procesy S1 → S2 a S3 → S4 dostaneme

P1V
γ

1 = P2V
γ

2 , P2V
γ

3 = P1V
γ

4 . (2.98)

Z těchto rovnic pak přeṕı̌seme pod́ıl rozd́ılu objemů pomoćı mocniny poměru tlak̊u, což
vede na výslednou účinnost Braytonova cyklu

η = 1−
(
P1

P2

)(γ−1)/γ

, (2.99)

kde jsme použili γ = CP/CV .
V dnešńı době se použ́ıvá princip Braytonova tepelného stroje v plynových turb́ınách.

Dı́ky tomu, že reálné tepelné stroje tohoto typu nejsou uzavřené systémy, palivo neńı
ideálńı plyn a procesy jsou daleko od termodynamické rovnováhy, reálná účinnost tohoto
Braytonova-Jouleova cyklu neńı vysoká, kolem 20%.
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Obrázek 2.7: P − V diagram Ottova cyklu. (Zdroj: Wikipedia)

Ott̊uv cyklus

Ott̊uv cyklus je idealizovaný termodynamický cyklus čtyřtaktńıch zážehových motor̊u
použ́ıvaných v automobilech na benźınové palivo. Skládá se za dvou izentropických a
dvou izochorických proces̊u. Nasáváńı palivové směsi a výfuk spalin je opět děj mimo
uzavřený Ott̊uv cyklus. Termodynamický Ott̊uv cyklus má následuj́ıćı čtyři fáze:

1. Adiabatická komprese. Směs paliva a vzduchu se adiabaticky stlač́ı ze stavu S1(T1, V1, P1)
do stavu S2(T2, V2, P2).

2. Izochorický ohřev. Při konstantńım objemu je směs elektrickým výbojem a zapálena
a přejde do stavu S3(T3, V2, P3).

3. Adiabatická expanze. Směs se nechá adiabaticky expandovat do stavu S4(T4, V1, P4).
Přitom plyn koná práci.

4. Izochorické ochlazeńı. V posledńım procesu při konstantńım objemu se současně
vyhořelá horká směs vypust́ı do atmosféry a válec se naplńı novou studenou
zápalnou směśı.

Jako všechny idealizované tepelné stroje, pracuj́ıćı v rovnovážném, vratném uzavřeném
režimu, práce konaj́ıćı procesy jsou izentropické. Účinnost tohoto cyklu opět urč́ıme z
poměru dodaného a odevzdaného tepla. Dodané teplo je

Qin = CV (T3 − T2) > 0 , (2.100)

odevzdané teplo potom
Qout = CV (T1 − T4) < 0 . (2.101)

Účinnost Ottova cyklu je

η = 1− T4 − T1

T3 − T2

. (2.102)
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Obrázek 2.8: P − V diagram Dieselova cyklu. (Zdroj: Wikipedia)

Stejným zp̊usobem jako v př́ıpadě Braytonova cyklu použit́ım stavové rovnice a rovnic
adiabaty ideálńıho plynu źıskáme mezńı účinnost Ottova tepelného stroje

η = 1−
(
V2

V1

)γ−1

. (2.103)

Diesel̊uv cyklus

Kromě benźınových zážehových motor̊u jsou v automobilovém pr̊umyslu a na železnici,
zvláště u vysoko výkonových stroj̊u, použ́ıvány tak zvané vznětové motory, které ne-
využ́ıvaj́ı elektrický výboj k zažehnut́ı palivové směsi, ale kompreśı vygenerované teplo
k samovzńıceńı pracovńıho plynu. Tomuto typu tepelného stroje odpov́ıdá termodyna-
mický Diesel̊uv cyklus.

1. Adiabatická komprese. Směs paliva a vzduchu se adiabaticky stlač́ı a zahřeje ze
stavu S1(T1, V1, P1) do stavu S2(T2, V2, P2).

2. Izobarický ohřev. Při konstantńım tlaku dojde ke vzńıceńı vstř́ıknuté palivové směsi
a plyn přejde do stavu S3(T3, V2, P3).

3. Adiabatická expanze. Směs se nechá adiabaticky expandovat do stavu S4(T4, V1, P4).
Přitom plyn koná práci.

4. Izochorické ochlazeńı. V posledńım procesu při konstantńım objemu se současně
vyhořelá horká směs vypust́ı do atmosféry a válec se naplńı novou studenou
zápalnou směśı.

Ze stejných úvah jako v předchoźıch termodynamických cykl̊u dostaneme pro účinnost
Dieselova cyklu

η = 1− CV (T4 − T1)

CP (T3 − T2)
= 1− 1

γ

V1(P4 − P1)

P2(V3 − V2)
, (2.104)
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Obrázek 2.9: Schéma čtyř cykl̊u Dieselova motoru. (Zdroj: Encyclopaedia Britannica)

kde jsme pět použili stavovou rovnici ideálńıho plynu. Označ́ıme kompresńı poměr r =
V1/V2 > 1 a ořezávaćı faktor α = V3/V2 > 1. Účinnost Dieselova cyklu potom můžeme
zapsat ve tvaru

η = 1− 1

rγ−1

αγ − 1

γ(α− 1)
. (2.105)

2.3 Třet́ı termodynamický zákon a jeho d̊usledky

2.3.1 Formulace třet́ıho zákona

Druhý termodynamický zákon nás zbavil nutnosti pracovat s neúplným diferenciálem
tepla. Zavedeńı entropie jako stavové veličiny a k ńı sdružené absolutńı teploty jsou
nejvýznamněǰśımi výdobytky druhého termodynamického zákona. Ukázali jsme, že ab-
solutńı teplota nemůže měnit znaménko. Volba znaménka ovšem př́ımo z termodyna-
mických zákon̊u nevyplývá. Přirozeně voĺıme kladnou absolutńı teplotu, aby teplota a
vnitřńı energie byly v př́ımé úměře. To jest, vyšš́ı teplotě odpov́ıdá větš́ı vnitřńı energie
při fixovaných vněǰśıch parametrech. To znamená, že tepelné kapacity jsou při této volbě
kladné. Systémy v termodynamické rovnováze nemohou vykazovat zápornou tepelnou
kapacitu.

Jelikož neńı možno termodynamickými procesy změnit znaménko absolutńı teploty,
je možné dosáhnout nuly absolutńı teplotńı škály? Z druhého termodynamického zákona
v́ıme, že např́ıklad v Carnotově cyklu neńı možné pracovat periodicky s nulovou tep-
lotou studeného termostatu, nebot’ bychom t́ım dosáhli stoprocentńı účinnosti cyklu.
Toto však neńı d̊ukaz, že bychom nemohli jiným zp̊usobem nulu absolutńı teplotńı škály
dosáhnout. Obecně, dosažitelnost nulové teploty a chováńı makroskopických systémů v
ńızkých teplotách nijakým zp̊usobem nelze z fenomenologické termodynamiky odvodit.
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Prvńı termodynamický zákon je vyjádřeńım zákona zachováńı energie pro tepelné děje.
Tento v́ıceméně vyplývá z mechaniky a neńı tedy nič́ım principiálně novým. To již neńı
pravda pro druhý termodynamický zákon. Tento zákon o nevratnosti konverze mecha-
nické práce v tepla, to jest, jedné formy energie v druhou, je zcela novým poznatkem
termodynamiky, který nelze odvodit z fyziky mechanických systémů, kde všechny druhy
energie jsou ekvivalentńı.

Základńım předpokladem termodynamiky je jen malá závislost makroskopických
děj̊u na mikroskopické dynamice elementárńıch objekt̊u, molekul a atomů. To plat́ı
dobře pro vysoké teploty, pro které byla teorie tepla (termodynamika) v devatenáctém
stolet́ı zavedena. S pozděǰśım rozvojem experimentálńıch technik bylo možné provádět
experimenty při stále nižš́ıch teplotách. Otázka chováńı makroskopických systémů při
velmi ńızkých teplotách nabyla na významu. Jelikož považujeme termodynamiku za
konsistentńı teorii neodporuj́ıćı fyzikálńım zákon̊um, bylo nutné doplnit fenomenolo-
gickou termodynamickou teorii o nové poznatky z ńızkých teplot. V ńızkých teplotách
ale korelačńı délky mikroskopických interakćı se stávaj́ı velkými, srovnatelné s rozměry
makroskopických objekt̊u. Proto je vliv mikroskopické dynamiky na makroskopické jevy
v ńızkých teplotách významné. Tento vliv je potřeba do fenomenologické termodyna-
miky zahrnout něktrým daľśım postulátem. T́ımto postulátem je třet́ı termodynamický
zákon, který zohledňuje experimentálně pozorovanou závislost změn entropie na fy-
zikálńıch procesech v bĺızkosti absolutńı nuly teploty.

Historicky prvńı tento zákon formuloval W. Nernst (1906).

Tvrzeńı 2.3.1 (Nernst). Změna entropie chemicky čistých látek při všech izoter-
mických procesech se snǐzováńım teploty zmenšuje závislost na stavových proměnných.
V limitě absolutńı nuly se pak entropie stává univerzálńı konstantou nezávislou na che-
mickém složeńı látek, kterou lze položit rovnou nule.

Toto tvrzeńı Nernsta alternativně formuloval M. Planck.

Tvrzeńı 2.3.2 (Planck). Izoterma každé chemicky čisté látky při nulové teplotě splývá
s vratnou adiabatou (nulovou izentropou).

Je jasné, že obě formulace jsou v limitě nulové absolutńı teploty ekvivalentńı. Z
Planckovy formulace ovšem neplyne, že snižováńım teploty se v izotermických proce-
sech monotónně snižuje závislost změny entropie na stavových proměnných. Planckova
formulace se týká jen výsledného stavu. Třet́ı termodynamický zákon lze ještě ekviva-
lentně formulovat jako nedosažitelnost nuly absolutńı teplotńı škály.

Tvrzeńı 2.3.3 (Nedostupnost absolutńı nuly). Žádným konečným počtem konečných
termodynamických proces̊u neńı možné dosáhnout nulu absolutńı teplotńı škály.

V prvńı řadě je potřeba si uvědomit, že každé dva termodynamicky rovnovážné
stavy lze propojit rovnovážným procesem. Každý rovnovážný proces lze potom složit
z adiabatického a izotermického procesu. Rovnovážné předáváńı tepla prob́ıhá pouze
při vyrovnané teplotě mezi termostatem a termodynamickým systémem, tedy izoter-
micky, a práci konáme v adiabatickém procesu. Tud́ıž makroskopickou změnu teploty
lze dosáhnout rovnovážným zp̊usobem pouze adiabaticky.
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Obrázek 2.10: Diagram nedosažitelnosti nulové teploty. Levý diagram porušuje třet́ı
termodynamický zákon. (Zdroj:Wikipedia)

Konečné termodynamické procesy lze tedy složit pouze z adiabatických a izoter-
mických děj̊u mezi dvěma stavy charakterizovanými r̊uznými hodnotamiX1 aX2 některé
stavové proměnné X . Jestliže lze dosáhnout nulové teploty konečným počtem takových
proces̊u, potom muśı platit S(T = 0, X1) 6= S(T = 0, X2), levý panel obrázku 2.10.
Jestliže na druhé straně entropie při nulové teplotě nezáviśı na ostatńıch stavových
proměnných, potom se realizuje scénář z pravého panelu obrázku 2.10, a k dosažeńı nu-
lové teploty budeme potřebovat nekonečně mnoho konečných termodynamických pro-
ces̊u mezi stavy charakterizovanými parametry X1 a X2.

Třet́ı termodynamický zákon lze matematicky zapsat jako

lim
T→0

[S(T,X1) = S(T,X2)] = 0 , (2.106)

nebo jinak

lim
T→0

(
∂S(T,X)

∂X

)
T

= 0 . (2.107)

To znamená, že všechny derivace entropie při konstantńı teplotě spojitě klesaj́ı k nule v
limitě nulové teploty. Toto je matematický zápis nezávislosti entropie na materiálových
a jiných termodynamických vlastnostech.

2.3.2 Důsledky třet́ıho termodynamického zákona

Třet́ı termodynamický zákon a nezávislost entropie na parametrech systému omezuj́ı
chováńı některých fyzikálńıch veličin v ńızkých teplotách. Předně jsou to koeficienty
teplotńı roztažnosti α = V −1(∂V/∂T )P a teplotńı tuhosti γ = P−1(∂P/∂T )V . Vyjdeme
z fundamentálńı rovnice termodynamiky pro jednoduchý systém

dU = TdS − PdV , (2.108)

kterou přeṕı̌seme na jiný totálńı diferenciál

d(U − TS) = −SdT − PdV . (2.109)
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Ze záměnnosti druhých derivaćı funkce na levé straně dostaneme(
∂S

∂V

)
T

=

(
∂P

∂T

)
V

. (2.110)

Dı́ky nezávislosti entropie na jakýchkoliv termodynamických parametrech (kromě tep-
loty) v nulové teplotě, rovnice (2.107), dostaneme

lim
T→0

γ(T ) =
1

P

(
∂P

∂T

)
V

= 0 . (2.111)

Pro koeficient roztažnosti použijeme totálńı diferenciál źıskaný z fundamentálńı rov-
nice termodynamiky ve tvaru

d(U − TS + PV ) = −SdT + V dP . (2.112)

Odkud (
∂S

∂P

)
T

=

(
∂V

∂T

)
P

, (2.113)

a tedy

lim
T→0

α(T ) =
1

V

(
∂V

∂T

)
P

= 0 . (2.114)

Obecně můžeme pro libovolnou dvojici sdružených parametr̊u A, a psát

lim
T→0

(
∂A

∂T

)
a

= lim
T→0

(
∂a

∂T

)
A

= 0 . (2.115)

Z třet́ıho termodynamického zákona vyplývá, že entropie fyzikálńıch systémů je
nezáporná a s teplotou v chemicky čistých systémech klesá k nule. To dává omezeńı
na chováńı tepelných kapacit. Z definice obecného měrného tepla

Cx = T

(
∂S

∂T

)
x

(2.116)

dostaneme pro entropii při konečné teplotě

S(T, x) =

∫ T

0

Cx(T
′)

T ′
dT ′ . (2.117)

Jelikož entropie je konečná, muśı integrál v rovnici (2.117) být koneřný. To vede na
omezeńı závislosti tepelných kapacit na teplotě v limitě ńızkých teplot. Integrabilita
integrálu s měrným teplem je zaručena, pokud

Cx(T ) = CT 1−α , α < 1 . (2.118)

To znamená, že všechny tepelné kapacity, nezávisle na termodynamickém procesu, kterým
je tepelná kapacita definována, v nulové teplotě vymiźı. Ideálńı plyn tedy selhává v
ńızkých teplotách. Správný popis ńızkoteplotńıho chováńı plyn̊u dává až kvantová sta-
tistická mechanika, která zavád́ı kvantové ideálńı plyny vybudované na mikroskopické
kvantové dynamice.



Kapitola 3

Metody termodynamiky

3.1 Termodynamická homogenita

3.1.1 Eulerovo lemma a Gibbs̊uv-Duhamův vztah

V předchoźıch kapitolách jsem argumentovali, že rovnovážný termodynamický je úplně
popsán vnitřńı energíı U a souborem vněǰśıch parametr̊u A1, . . . , Ar. K těmto veličinám
jsme ještě zavedli (absolutńı) teplotu T jako parametr vyjadřuj́ıćı termodynamickou
rovnováhu. Potom každý rovnovážný stav je jednoznačně popsán vnitřńı energíı, která
je funkćı teploty a vněǰśıch parametr̊u, to jest U(T ;A1, . . . , Ar). Všechny proměnné
vnitřńı energie kromě teploty jsou extenzivńı veličiny stejně jako vnitřńı energie sa-
motná. Závislost vnitřńı energie na extenzivńıch stavových proměnných omezuje Eule-
rovo lemma.

Lemma 3.1.1 (Euler). Vnitřńı energie rovnovážného stavu je homogenńı funkćı prvńıho
řádu všech svých extenzivńıch proměnných.

Toto lemma má matematický zápis

U(T ;λA1, . . . , λAr) = λU(T ; ;A1, . . . , Ar) (3.1)

pro libovolný škálovaćı faktor λ. Nyńı zderivujeme obě strany rovnice (3.1) podle para-
metru λ polož́ıme jej roven jedné. Dostaneme tak integrálńı Euler̊uv vztah

U(T ;A1, . . . , Ar) =
r∑
i=1

(
∂U

∂Ai

)
T,AJ 6=Ai

Ai . (3.2)

Tento obecný Euler̊uv vztah nemá př́ımé d̊usledky pro termodynamické proměnné,
nebot’ v sumě vystupuj́ıćı derivace vnitřńı energie podle extenzivńıch proměnných při
konstantńı teplotě nemaj́ı př́ımou termodynamickou interpretaci. To jsou až derivace při
adiabatických změnách, to jest při konstantńı entropii. Z fundamentálńı termodynamické
rovnice

dU = TdS −
r∑
i=1

aidAi (3.3)

45
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můžeme považovat vnitřńı energii za funkci entropie S a vněǰśıch proměnných U(S;A1, . . . , Ar),
to jest pouze extenzivńıch proměnných. Pro takto definovanou vnitřńı energii dostaneme
z Eulerova lemmatu

U(S;A1, . . . , Ar) = TS −
r∑
i=1

aiAi . (3.4)

Jestliže uvažujeme jednoduchý systém a proměnným počtem částic, potom U(S, V,N)
splňuje Gibbs̊uv-Duhemův vztah

U(S, V,N) = TS − PV + µN . (3.5)

Toto je integrálńı Gibbs̊uv-Duhamův vztah. Existuje ještě jiný diferenciálńı Gibbs̊uv-
Duhemův vztah, který omezuje nezávislost intenzivńıch parametr̊u ai. Tento vztah
źıskáme, jestliže vytvoř́ıme totálńı diferenciál obou stran rovnice (3.4) a použijeme roz-
klad diferenciálu vnitřńı energie U(S,A1, . . . , Ar) do jeho proměnných. Výsledkem je

SdT −
r∑
i=1

Aidai = 0 , (3.6)

která matematicky vyjadřuje Gibbsovo-Duhemovo tvrzeńı, že termodynamická funkce
závislá pouze na intenzivńıch proměnných je konstanta.

3.1.2 Fundamentálńı a stavové rovnice

Význam fundamentálńı rovnice termodynamiky je v tom, že nese veškerou informaci o
rovnovážném stavu. Tato rovnice nám totiž umožňuje pracovat s entropíı jako stavovou
proměnnou vnitřńı energie. Pro jednoduchý systém charakterizovaný pouze teplotou,
objemem a počtem částic má fundamentálńı rovnice tvar:

dU(S, V,N) = T (S, V,N)dS − P (S, V,N)dV + µ(S, V,N)dN . (3.7)

Řešeńım této diferenciálńı rovnice dostaneme všechny termodynamické veličiny jako
funkce tř́ı nezávislých extenzivńıch proměnných, entropie, objemu a počtu částic. Ke
každé z těchto extenzivńıch proměnných existuje sdružená intenzivńı proměnná. K en-
tropii je to teplota, k objemu tlak a k počtu částic chemický potenciál. Řešeńım rov-
nice (3.7) dostaneme závislost U(S, V,N). Vnitřńı intenzivńı veličiny jsou potom funk-
cemi extenzivńıch proměnných z definičńıch vztah̊u:

T =

(
∂U

∂S

)
V,N

, (3.8)

P = −
(
∂U

∂V

)
S,N

, (3.9)

µ =

(
∂U

∂N

)
S,V

. (3.10)

Před t́ım, než jsme zavedli entropii a fundamentálńı rovnici termodynamiky jsme
hledali řešeńı termodynamických problémů z prvńıho termodynamického zákona, kde
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jsme potřebovali vyjádřit tepelný tok, jeho neúplný diferenciál, pomoćı totálńıch dife-
renciál̊u vnitřńı energie a ostatńıch vněǰśıch extenzivńıch proměnných. K tomu jsme ale
potřebovali vyjádřit vnitřńı energii jako funkci teploty T a vněǰśıch parametr̊u A1, . . . , Ar
(kalorická stavová rovnice) a současně bylo nutné naj́ıt závislost všech vnitřńıch, inten-
zivńıch proměnných a1, . . . , ar sdružených k nezávislým vněǰśım stavovým proměnným
(termické stavové rovnice). V této, tak zvané teplotńı reprezentaci, je úplné řešeńı
základńı termodynamické úlohy skryto v nalezeńı řešeńı (r + 1) stavových rovnic. Na-
lezeńı vnitřńı energie z kalorické stavové rovnice jako funkci U(T,A1, . . . , Ar) nestač́ı
k úplnému řešeńı termodynamické úlohy, nebot’ z ńı nedostaneme závislost vnitřńıch
intenzivńıch proměnných a1, . . . , ar na teplotě a vněǰśıch proměnných.

Zcela rozd́ılná je situace v tak zvané entropické reprezentaci, kdy řešeńı funda-
mentálńı rovnice termodynamiky, vnitřńı energie U(S,A1, . . . , Ar) již obsahuje úplnou
informaci o termodynamickém systému. Všechny intenzivńı proměnné, teplota T a
vnitřńı parametry a1, . . . , ar jsou určeny z parciálńıch derivaćı podle sdružených ex-
tenzivńıch proměnných. Jesltiže tedy máme r vnitřńıch proměnných a teplotu, potom
těchto rovnic je r + 1. Ty nahrazuj́ı stavové rovnice z teplotńı reprezentace. Nalézt ale
vnitřńı energii jako funkci entropie a vněǰśıch parametr̊u je ekvivalentńı řešeńı stavových
rovnic. Celá informace o vnitřńıch stupńıch volnosti jsou zakódovány v entropii, kterou
většinou neznáme. Termodynamická úloha v entropické reprezentaci je formulována, že
vstupńı data do fundamentálńı diferenciálńı rovnice pro vnitřńı energii z kalorické a
termických stavových rovnic pro jednotlivé parciálńı derivace podle všech extenzivńıch
proměnných.

3.2 Metoda termodynamických potenciál̊u

3.2.1 Legendreovy transformace

V prvńı kapitole, kde jsme formulovali základy rovnovážné termodynamiky, jsme po-
stulovali, že jedinou funkćı, která nese informaci o vnitřńı, mikroskopické dynamice
rovnovážných stav̊u je vnitřńı energie. Mimo vnitřńı energii jsme taky zavedli teplotu,
jej́ıž skutečný termodynamický význam se stal zřejmý až zavedeńım entropie. V mi-
nulém odd́ılu jsme taky argumentovali, že vnitřńı energie, kterou známe pouze jako
funkci teploty a vněǰśıch parametr̊u, U(T ;A1, . . . , Ar), neobsahuje úplnou termodyna-
mickou informaci. Ta je obsažena v termických stavových rovnićıch. Z fundamentálńı
rovnice termodynamiky ale můžeme nalézt závislost vnitřńı energie na entropii, to
jest U(S;A1, . . . , Ar). Vnitřńı energie v této fundamentálńı entropické reprezentaci pak
již obsahuje úplnou termodynamickou informaci. Tato reprezentace vnitřńı energie je
významná v tom, že umožňuje kontrolovat termodynamické procesy. Proměnná entro-
pie kontroluje tepelné toky, kdežto vněǰśı proměnné potom adiabatické změny energie.

V konkrétńıch termodynamických procesech ovšem neńı vždy generováńı tepla odděleno
od mechanické práce. Abychom mohli kontrolovat pr̊uběh termodynamických proces̊u,
snaž́ıme se zavést takový popis, ve kterém budeme použ́ıvat nezávislé proměnné, které
v daném termodynamickém procesu kontrolujeme vněǰśımi prostředky. Takže entro-
pická reprezentace pro izotermické procesy neńı optimálńı. V takovém př́ıpadě je lepš́ı
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Obrázek 3.1: Idea konstrukce Legendreovy transformace. (Zdroj:Wikipedia)

mı́t k dispozici veličinu, která má teplotu jako nezávislou proměnnou. Na prvńı po-
hled by se zdálo, že stač́ı se vrátit k p̊uvodńı vnitřńı energii závislé na teplotě. To však
ale neńı konsistentńı, nebot’ tato vnitřńı energie neobsahuje úplnou termodynamickou
informaci. Vnitřńı energii muśıme nahradit jinou veličinou s teplotou jako nezávislou
proměnnou, která ale neztrat́ı informaci o termodynamickém stavu. Problém, jakou
termodynamickou veličinu zvolit pro popis izotermického děje, řeš́ı tak zvaná Legen-
dreova transformace. Obecné Legendreovy transformace zprostředkovávaj́ı změnu
funkčńıch proměnných, kdy mı́sto p̊uvodńı proměnné voĺıme derivaci funkce podle vy-
brané proměnné.

Uvažujme fundamentálńı funkci jedné proměnné x:

y = f(x) . (3.11)

V našem procesu ale nekontrolujeme proměnnou x, ale derivaci

P =
df

dx
. (3.12)

Na prvńı pohled by se zdálo, že řešeńı bude uvažovat f(x(P )). V tomto řešeńı ovšem
ztrat́ıme informaci o křivce f(x) v rovině souřadnic x, y. Z hodnoty derivace P =
df(x)/dx urč́ıme p̊uvodńı funkci až na aditivńı konstantu. Pomoćı proměnné známe
v každém bodě křivky jej́ı derivaci P . Nyńı muśıme naj́ıt jinou proměnnou k této de-
rivaci, která nám umožńı p̊uvodńı křivku plně zrekonstruovat. To jest k dané hodnotě
derivace funkce f v bodě x0, P (x0), naj́ıt jiné č́ıslo, které nám umožńı přǐradit tuto hod-
notu y, kde derivace křivky f(x)) má hodnotu P , obr. 3.1. Jestliže k hodnotě derivace
P vybereme hodnotu −f ∗, bod kde tangenta ke křivce f(x) v bodě x0 prot́ıná osu y.
Potom tento bod urč́ıme z rovnice

P =
f(x0) + f ∗

x0

, (3.13)
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odkud pak dostaneme výsledný tvar Legendreovy transformace pro libovolné x

φ(P ) = −f ∗ = f(x)− Px . (3.14)

Je jednoduché se přesvědčit, že funkce f ∗ nezáviśı na proměnné x. Proměnné x a P jsou
legendreovsky sdružené proměnné.

Z této obecné úvahy dostaneme odpověd’ na otázku, jakou termodynamickou funkci
zvolit pro popis izotermického děje bez ztráty informace o termodynamickém stavu,
kterou v sobě nese entropie. Jelikož

T =
∂U

∂S
, (3.15)

potom z obecné rovnice Legendreovy transformace, rovnice (3.14)

F (T ) = U(S)− TS . (3.16)

Tato nová funkce je závislá na teplotě, ale na rozd́ıl od vnitřńı energie závislé na teplotě,
obsahuje stejnou informaci o termodynamickém stavu jako entropie. Tato funkce se
nazývá volná energie.

3.2.2 Termodynamická rovnováha a termodynamické potenciály

Popis izotermického děje je celkem př́ımočarý, nebot’ v́ıme od začátku, kterou proměnnou
daný proces kontrolujeme, to jest, která se během procesu zachovává. Jelikož entropie je
termodynamická veličina, která záviśı pouze na extenzivńıch proměnných, Legendreovy
transformace maj́ı smysl, pokud vněǰśımi prostředky systému vnut́ıme hodnotu některé
vnitřńı proměnné. V izotermickém procesu to byla teplota. Izotermický proces znamená,
že během tohoto děje systém i okoĺı jsou v termodynamické rovnováze. Již před formulaćı
termodynamických zákon̊u jsme zavedli empirickou teplotu, která vyjadřovala termody-
namickou rovnováhu těles v tepelném kontaktu. Je tomu tak i s absolutńı teplotou, nebo
lépe, odkud plyne, že při termodynamické rovnováze dvou makroskopických systémů se
jejich teploty vyrovnaj́ı? Rovnost teplot v rovnováze vyplývá z principu maxima entro-
pie. Tento princip můžeme znovu formulovat v následuj́ıćı podobě

Tvrzeńı 3.2.1 (Princip maxima entropie). Každá neomezená stavová proměnná
nabývá v rovnováze hodnotu, která odpov́ıdá maximu entropie pro fixńı hodnotu vnitřńı
energie.

Otázka je, jak se projev́ı tento princip na chováńı vnitřńı energie při pevné hod-
notě entropie, nebot’ i takový popis je termodynamicky ekvivalentńı. Tento princip je
ekvivalentńı principu minima energie, který lze formulovat následově.

Tvrzeńı 3.2.2 (Princip minima energie). Každá neomezená stavová proměnná
nabývá v rovnováze hodnotu, která odpov́ıdá minimu energie pro fixńı hodnotu entropie.
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Ekvivalenci obou tvrzeńı dokážeme pro jednoduchý systém s jedinou vněǰśı proměnnou,
objemem. V takovém př́ıpadě základńı rovnice termodynamiky je

TdS = dU + PdV . (3.17)

Maximu entropie při neměnné vnitřńı energii znamená(
∂S

∂V

)
U

=
P

T
= 0 ,

(
∂2S

∂V 2

)
U

=
1

T

(
∂P

∂V

)
U

< 0 , (3.18)

nebot’ při neměnné vnitřńı energii se neměńı ani teplota.
Pro derivace vnitřńı energie při fixńı entropii dostaneme z fundamentálńı rovnice

termodynamiky (
∂U

∂V

)
S

= −P = 0 ,

(
∂2U

∂V 2

)
S

= −
(
∂P

∂V

)
S

> 0 , (3.19)

za předpokladu, že absolutńı teplota je pozitivńı. To znamená, že maximu entropie
odpov́ıdá minimum energie.

Nyńı použijeme princip minima energie na dokázáńı, že i absolutńı teplota se vyrovná
při diatermickém kontaktu dvou termodynamických systémů. Mějme tedy dva stavy
popsané vnitřńımi energiemi U (1)(S(1);V (1)) a U (2)(S(2);V (2)) v kontaktu umožňuj́ıćım
tok tepla mezi systémy. Celková energie je

U = U (1)
(
S(1);V (1)

)
+ U (2)

(
S(2);V (2)

)
(3.20)

a zachovává se při procesu dosahováńı termodynamické rovnováhy. Obecně ale z funda-
mentálńı rovnice termodynamiky plat́ı v termodynamické rovnováze

dU = T (1)dS(1) + T (2)S(2) = 0 , (3.21)

pro teploty prvńıho a druhého systému, T (1) a T (2). Jelikož spojený termodynamický
systém je izolovaný, celková entropie se během procesu neměńı a entropie je aditivńı,
dS(1) + dS(2) = 0. Odkud

dU =
(
T (1) − T (2)

)
dS(1) = 0 . (3.22)

To znamená, že v rovnováze se teploty obou systémů vyrovnaj́ı.
Každá z funkćı U(S, V,N) a S(U, V,N) obsahuje v sobě úplnou informaci o ter-

modynamickém stavu s vněǰśımi extenzivńımi proměnnými objemem a počtem částic
(molárńım č́ıslem) V,N . Tyto funkce se lǐśı pouze t́ım, která z těchto je vybrána jako
proměnná a která jako termodynamická funkce. V termodynamice maj́ı speciálńı význam
funkce s fyzikálńım rozměrem energie a které obsahuj́ı celou termodynamickou informaci,
tak zvané termodynamické potenciály. Termodynamické potenciály jsou obecně ex-
tenzivńı funkce nesoućı úplnou informaci o termodynamickém systému. To jest, představuj́ı
řešeńı fundamentálńı rovnice,, nebo stavových rovnic. Termodynamické potenciály mo-
hou být r̊uzné a kromě vnitřńı energie a entropie jsou ještě jiné, které použ́ıvaj́ı jiné
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veličiny jako nezávislé proměnné. Tyto potenciály jsou mezi sebou propojeny Legen-
dreovými transformacemi. Pro základńı systém je základńım potenciálem vnitřńı ener-
gie U(S, V,N), která má všechny proměnné extenzivńı. Pro takový systém rozeznáváme
následuj́ıćı základńı termodynamické potenciály, které nahrazuj́ı některé vněǰśı exten-
zivńı proměnné jejich sdruženými vnitřńımi intenzivńımi proměnnými.

1. (Helmholtzova) volná energie:

F (T, V,N) = U(S, V,N)− TS .

2. Entalpie:
H(S, P,N) = U(S, V,N) + PV .

3. Gibbs̊uv potenciál:

G(T, P,N) = U(S, V,N)− TS + PV .

4. Velký kanonický potenciál:

Ω(T, V, µ) = U(S, V,N)− TS − µN .

Jak v́ıme z Gibbsova-Duhemova vztahu (3.6), neexistuje termodynamický potenciál,
který by měl nezávislé pouze intenzivńı proměnné.

Uvedli jsme, že kromě vnitřńı energie taky entropie S(U, V,N) nese plnou informaci
o termodynamické systému. Taky k této funkci můžeme konstruovat nové termody-
namické funkce, které stejně jako entropie nesou plnou informaci o termodynamickém
rovnovážném stavu. Tyto funkce nemaj́ı ale rozměr energie, takže nejsou v termody-
namice tolik rozš́ı̌reny, Legendreovy transformace entropie jsou tak zvané Massieuovy
funkce.

3.3 Princip minima termodynamických potenciál̊u

Rovnovážný stav termodynamických systémů v kontaktu nastane, jestliže celková vnitřńı
energie jako funkce entropie dosáhne minima. Tento princip minima lze zobecnit na
obecný princip minima termodynamických potenciál̊u.

Tvrzeńı 3.3.1 (Princip minima termodynamických potenciál̊u). Každá neome-
zená stavová proměnná X systému v kontaktu se systémem tepelných rezervoár̊u charak-
terizovaných nezávislými intenzivńımi parametry a1, . . . , al, nabývá v rovnováze hodnotu,
která odpov́ıdá minimu termodynamického potenciálu při fixovaných těchto parametrech
Φ(X, . . . , a1, . . . , al).

Tento obecný princip minima termodynamických potenciál̊u je zobecněńım principu
minima vnitřńı energie. Systémy v kontaktu s tepelnými rezervoáry, které jsou charak-
terizovány hodnotami intenzivńıch parametr̊u, již nejsou kontrolovatelné pomoćı jejich
vněǰśıch, extenzivńıch parametr̊u, které jsou nezávislými proměnnými vnitřńı energie.
Tepelné rezervoáry vnucuj́ı termodynamickým systémům v rovnováze hodnoty svých
charakteristický intenzivńıch proměnných. Proto je výhodné přej́ıt k popisu termody-
namického systému v kontaktu s vněǰśımi rezervoáry k termodynamickému potenciálu,
který má nezávislé proměnné charakteristické intenzivńı veličiny rezervoáru.
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3.3.1 Helmholtzova volná energie a izotermická práce

Úkolem termodynamického popisu je naj́ıt vhodný termodynamický potenciál, který
umožńı řešit základńı termodynamickou úlohu pouze pomoćı proměnných zkoumaného
systému bez nutnosti uvažovat změny proměnných tepelných rezervoár̊u. Ty vstupuj́ı do
termodynamického popisu pouze skrze intenzivńı parametry, které termodynamickým
systémům v rovnováze vnucuje.

Uvažujme obecně dva termodynamické systémy ve vzájemné interakci vnořené do te-
pelného rezervoáru, od kterého jsou odděleny vhodnými stěnami. Všechny části jsou pak
v termodynamické rovnováze. Interaguj́ıćı systém a rezervoár tvoř́ı dohromady uzavřený
systém, a proto jejich celková energie je v rovnovážném stavu minimálńı. To jest

d
(
U + U (r)

)
= 0 (3.23)

a
d2
(
U + U (r)

)
> 0 . (3.24)

Budeme li ještě předpokládat, že podsystémy jsou odděleny neproniknutelnou pevnou
diatermickou stěnou, potom nav́ıc

dV (1) = dV (2) = 0 dN (1) = dN (2) = 0 . (3.25)

Z izolovanosti termodynamického systému a rezervoáru nav́ıc ještě

d
(
S + S(r)

)
= 0 . (3.26)

Z prvńıho termodynamického zákona potom pro změny energie v těchto podmı́nkách
plat́ı dU = T (1)dS(1) +T (2)dS(2) a dU (r) = T (r)dS(r). Z podmı́nky minima celkové energie
systém + rezervoár, rovnice (3.23) dostaneme

T (1)dS(1) +T (2)dS(2) +T (r)dS(r) =
(
T (1) − T (r)

)
dS(1) +

(
T (2) − T (r)

)
dS(2) = 0 . (3.27)

Odtud tedy vyplývá, že termostat vnucuje svoji teplotu termodynamickým systémům,
které jsou s ńım v rovnováze. To znamená, že absolutńı teplota plńı stejnou roli jako
empirická, vyjadřuje termodynamickou rovnováhu makroskopických stav̊u.

Z rovnic (3.23) a (3.26) dostaneme

d
(
U + U (r)

)
= d

(
U + T (r)dS(r)

)
= d

(
U − T (r)S

)
= 0 . (3.28)

Jelikož T (1) = T (2) = T (r) jsou konstantńı, potom podmı́nku minima celkové energie,
rovnice (3.24) můžeme přepsat do tvaru

d2
(
U + U (r)

)
= d2

(
U − T (r)S

)
> 0 . (3.29)

Tento matematický vztah můžeme formulovat jako

Tvrzeńı 3.3.2 (Princip minima Helmholtzovy volné energie). Každá neome-
zená stavová proměnná X systému v diatermickém kontaktu s termostatem o teplotě
T (r) nabývá v rovnováze hodnotu, která odpov́ıdá minimu Helmholtzovy volné energie
F (T,X, . . .) ze všech stav̊u, které maj́ı stejnou teplotu jako termostat, T = T (r).
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Je jasné, že minimum volné energie je ekvivalentńı minimu celkové energie systému
a termostatu pouze, pokud teplota v nerovnosti (3.29) je konstantńı.

Předpokládejme nyńı, že systém v diatermickém kontaktu s termostatem bude konat
vratným procesem práci. Potom tato práce je konána na úkor změny vnitřńı energie
systému a termostatu, tud́ıž

δW = −d
(
U + U (r)

)
= −d

(
U + T (r)dS(r)

)
= −d (U − TS) = −dF . (3.30)

Práce vykonaná reversibilńım procesem systémem v rovnováze s termostatem je rovna
sńıžeńı Helmholtzovy volné energie tohoto systému. Volná energie tak vyjadřuje źıskatelnou
práci při izotermických děj́ıch.

3.3.2 Entalpie a Joule̊uv-Thompson̊uv proces

Entalpie je termodynamický potenciál, který významný pro děje v termodynamických
systémech v kontaktu s tlakovým rezervoárem, to jest, systém je od rezervoáru oddělen
adiabatickou ale pohyblivou stěnou. Potom

dV + dV (r) = 0 , (3.31)

a tud́ıž z rovnice (3.23)

d
(
U + U (r)

)
= −

(
P − P (r)

)
dV = 0 . (3.32)

To znamená, že systém má stejný tlak jako tlakový rezervoár. Princip minima termo-
dynamického potenciálu pro kontakt s tlakovým rezervoárem je

Tvrzeńı 3.3.3 (Princip minima entalpie). Každá neomezená stavová proměnná X
systému v kontaktu s tlakovým rezervoárem a tlakem P (r) nabývá v rovnováze hodnotu,
která odpov́ıdá minimu entalpie H(P,X, . . .) ze všech stav̊u, které maj́ı stejný tlak jako
rezervoár, P = P (r).

Při vyrovnaném tlaku potom podmı́nka (3.24) je

d2
(
U + U (r)

)
= d2

(
U − P (r)V (r)

)
= d2 (U + PV ) > 0 , (3.33)

což je matematické vyjádřeńı principu minima entalpie.
Entalpie je d̊uležitý termodynamický potenciál, který, na rozd́ıl od vnitřńı ener-

gie neńı mı́rou reversibilńı práce, ale dodaného tepla systému při konstantńım tlaku
a neměnných ostatńıch nezávislých proměnných. To lze vidět z přepisu fundamentálńı
rovnice termodynamiky do tvaru

δQ = TdS + V dP − µdN = dH . (3.34)

V praxi se často využ́ıvá tak zvaný Joule̊uv-Thomson̊uv proces k ochlazováńı a
zkapalňováńı plyn̊u. V tomto procesu je entalpie veličina, která umožňuje př́ımý popis
tohoto procesu. V tomto procesu, který je obecně nevratný se umožńı pr̊uchod plynu
skrze pórovitý pohyblivý ventil odděluj́ıćı dvě plynové komory o objemech V1 a V2.
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Obrázek 3.2: Konfigurace Jouleova-Thomsonova procesu.

Přitom tlak v levé komoře P2 je vyšš́ı než tlak v pravé komoře P1. Koncové ṕısty vlevo
i vpravo udržuj́ı tlak v obou komorách konstantńı, viz. obr. 3.2. Vnitřńı energie plynu
v komorách jsou U1 a U2. Ṕıst p̊usob́ıćı vlevo na komoru s vyšš́ım tlakem P2 vykoná
práci P2V2 po protlačeńı celého objemu plynu do komory s nižš́ım tlakem. Po protlačeńı
plynu do druhé komory vykoná tento plyn práci na uzav́ıraćım ventilu P1V1, aby udržel
hodnotu tlaku neměnnou. Jelikož se během procesu do systému nedodává žádně vněǰśı
teplo, potom z prvńıho termodynamického zákona dostaneme energetickou bilanci

0 = U2 − U1 + P2V2 − P1V1 = H2 −H1 . (3.35)

To jest entalpie počátečńıho stavu H2 se rovná entalpii koncového stavu H1. Tato rovnost
vyjadřuje fakt, že veškeré teplo vygenerované anihilaćı stavu plynu s vnitřńı energíı U2

v komoře o objemu V2 při konstantńım tlaku P2 se předá druhé komoře o objemu V1 s
plynem o vnitřńı energii U1 při konstantńım tlaku P1.

Reálný Joule̊uv-Thomson̊uv proces je nevratný, kde pouze iniciálńı a koncová ental-
pie jsou stejné. Nyńı si můžeme tento proces zidealizovat a reprezentovat kvazistatickým
kontrolovatelným dějem, při kterém entalpie je konstantńı. Bude nás zaj́ımat změna
teploty plynu při tomto procesu. To jest budeme cht́ıt naj́ıt izentalpu definovanou Jou-
leovým-Thomsonovým koeficientem

µJT =

(
∂T

∂P

)
H

. (3.36)

Jestliže budeme považovat entalpii za funkci teploty a tlaku, H = H(T, P ), potom z
cyklického vtahu (1.21) aplikovaného na veličiny H,T, P dostaneme

µJT = − 1

CP

(
∂H

∂P

)
T

, (3.37)

kde jsme ještě využili definice CP = (∂H/∂T )P . Termodynamický potenciál, který je
funkćı teploty a tlaku je Gibbs̊uv potenciál G(T, P ) = H(S, P )−TS. Odtud dostaneme(

∂H

∂P

)
T

= V + T

(
∂S

∂P

)
T

, (3.38)

kde jsme využili V = (∂G/∂P )T . Ze záměnnosti druhých derivaćı Gibbsova potenciálu
dále (

∂2G

∂P∂T

)
= −

(
∂S

∂P

)
T

=

(
∂V

∂T

)
P

= αV , (3.39)
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Obrázek 3.3: Křivky Jouleova-Thmsonova koeficientu pro vybrané plyny za atmosfe-
rického tlaku.(Zdroj:Wikipedia)

kde α je koeficient teplotńı roztažnosti. Spojeńım těchto vztah̊u dospějeme k vyjádřeńı
Jouleova-Thomsonova koeficientu

µJT =
V

CP
(αT − 1) . (3.40)

Z tohoto vztahu vid́ıme, že zálež́ı na koeficientu teplotńı roztažnosti plynu a teplotě,
zda během Jouleova-Thomsonova procesu docháźı k ochlazováńı (při snižováńı tlaku). To
nastane jestliže, αT > 1. Mezńı teplota Tinv = 1/α se nazývá inverzńı teplotou. Závislost
Jouleova-Thomsonova koeficientu na teplotě pro r̊uzné plyny lze vidět na obrázku 3.3.
Z tohoto diagramu vyplývá, že účinnost Jouleova-Thomsonova procesu chlazeńı roste s
klesaj́ıćı teplotou.

3.3.3 Gibbs̊uv potenciál a chemické reakce

Systém, který je současně v rovnováze s termostatem a tlakovým rezervoárem minima-
lizuje Gibbs̊uv potenciál.

Tvrzeńı 3.3.4 (Princip minima Gibbsova potenciálu). Každá neomezená sta-
vová proměnná X systému v kontaktu současně s termostatem o teplotě T (r) a tlakovým
rezervoárem s tlakem P (r) nabývá v rovnováze hodnotu, která odpov́ıdá minimu ental-
pie G(T, P,X, . . .) ze všech stav̊u, které maj́ı stejnou teplotu T = T (r) jako termostat a
stejný tlak jako tlakový rezervoár, P = P (r).

Gibbs̊uv potenciál je úzce spojen s chemickým potenciálem systému s proměnným
počtem částic. Z definice Gibbsova potenciálu a Eulerova vztahu dostaneme př́ımo

G = Nµ . (3.41)

To znamená, že chemický potenciál je Gibbs̊uv potenciál na jednu částici. Vyjadřuje tak
energii potřebnou na zvýšeńı počtu částic systému o jednu při dané teplotě a tlaku. Pro
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multikomponentńı systém potom plat́ı

G = N
∑
i=1

µiνi , (3.42)

kde νi = Ni/N jsou molárńı poměry jednotlivých komponent.
Gibbs̊uv potenciál je obzvláště významný pro chemické reakce, proto taky název che-

mický potenciál. Chemické reakce obvykle prob́ıhaj́ı ve volné atmosféře za atmosferické
teploty a atmosferického tlaku. Uvažujme chemickou reakci

0�
∑
i=1

νiAi , (3.43)

kde νi jsou nyńı stechiometrické koeficienty jednotlivých reaktant̊u Ai, které odpov́ıdaj́ı
molárńım poměr̊um. Proto můžeme psát pro molárńı změny jednotlivých reaktant̊u

dNi = νidÑ , (3.44)

kde dÑ je rozsah nebo extenze chemické reakce. Za normálńı atmosferických podmı́nek
je celková hodnota Gibbsova potenciálu konstantńı, a tedy

dG = dÑ
∑
i

νiµi = 0 . (3.45)

Gibbs̊uv potenciál vyjadřuje rovnováhu chemických reakćı. Při chemických reakćıch
docháźı ke generováńı tepla (exotermické reakce) nebo absorbováńı tepla (endotermické
reakce). Tepelné poměry chemických reakćı popisuje tepelný potenciál - entalpie. Etento
potenciál vyjádř́ıme z Gibbsova

H = G+ TS = G− T
(
∂G

∂T

)
P,N1,...

. (3.46)

Během chemické reakce nás zaj́ımá diferenciálńı změna entalpie.

dH =
dH

dÑ
dÑ =

[
dG

dÑ
− T ∂

∂T

(
dG

dÑ

)
P,N1,...

]
dÑ . (3.47)

Jelikož Gibbs̊uv potenciál je konstantńı během chemické reakce, spotřebované teplo
během chemické reakce je

dH

dÑ
= −T ∂

∂T

(∑
i

νiµi

)
P,N1,...

. (3.48)

3.3.4 Velký kanonický potenciál - systémy s proměnným počtem
částic

V určitých situaćıch, hlavně v ńızkých teplotách, kdy se projevuj́ı efekty kvantové dyna-
miky, může zkoumaný termodynamický být napojen na termostat a na zásobńık částic.
Jedná se o otevřený systém, který si může vyměňovat s okoĺım částice. Takový systém
je vhodné popsat velým kanonickým potenciálem, pro který plat́ı následuj́ıćı princip
minima.
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Tvrzeńı 3.3.5 (Princip minima velkého kanonického potenciálu). Každá neo-
mezená stavová proměnná X systému v kontaktu současně s termostatem o teplotě T (r)

a rezervoárem částic s chemickým potenciálem µ(r) nabývá v rovnováze hodnotu, která
odpov́ıdá minimu velkého kanonického potenciálu Ω(T, µ,X, . . .) ze všech stav̊u, které
maj́ı stejnou teplotu T = T (r) jako termostat a stejný chemický potenciál jako rezervoár
částic, µ = µ(r).

Velký kanonický potenciál je fundamentálńı v kvantové statistické fyzice, kde jed-
notlivé částice jsou nerozlǐsitelné a reálné mnohočásticové systémy jsou popisovány jako
otevřené systémy s proměnným počtem částic. Chemický potenciál slouž́ı jako pomocná
veličina, kterou urč́ıme z podmı́nky rovnováhy při daném počtu částic, pokud je che-
mický potenciál nenulový. Př́ıpad systémů s nulovým chemickým potenciálem jsou ob-
zvláště významné, nebot’ v takovém př́ıpadě počet částic je nezachovávaj́ıćı se veličina. K
dodáńı/odebráńı jedné částice do/ze systému neńı potřebná žádná energie. Rovnovážný
počet částic potom záviśı na teplotě. Typické objekty s nulovým chemickým potenciálem
jsou harmonické excitace fyzikálńıch poĺı.

Velký kanonický potenciál lze využ́ıt k určeńı termické stavové rovnice pro tlak. Z
definice tohoto potenciálu a Gibbsova-Duhemova vztahu dostaneme

Ω(T, V, µ) = −PV . (3.49)

Pro stavovou rovnici potřebujeme ještě vyloučit závislost tlaku na chemickém potenciálu.
K tomu použijeme podmı́nku termodynamické rovnováhy

N = −
(
∂Ω

∂µ

)
T,V

. (3.50)

Tato formulace stavové rovnice propojuje termodynamický popis se statistickou fyzikou.

3.4 Termodynamická stabilita

3.4.1 Princip maxima entropie a stabilita termodynamických
systémů

Základem termodynamiky je princip maxima entropie, který v diferenciálńı podobě má
vyjádřeńı

d2S(U, V,N) < 0 . (3.51)

To znamená, že hessián entropie, matice druhých derivaćı entropie vzhledem k jejich
nezávislým proměnným je negativně definitńı,

Ĥ(S) =

∂2
UUS ∂2

UV S ∂2
UNS

∂2
V US ∂2

V V S ∂2
V NS

∂2
NUS ∂2

NV S ∂2
NNS

 , (3.52)

jej́ı vlastńı č́ısla jsou záporná. Použili jsme zkrácené označeńı pro parciálńı derivace
∂2
xyf = ∂2f/∂x∂y. Diferenciálńı formu maxima entropie lze zobecnit do formy konečných
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změn entropie ve fyzikálńıch procesech

S(U + ∆U, V + ∆V,N + ∆N) + S(U −∆U, V −∆V,N −∆N) ≤ 2S(U, V,N) . (3.53)

Princip maxima entropie je současně podmı́nkou na stabilitu termodynamických systémů.
Podmı́nky stability maj́ı d̊usledky na znaménko fyzikálńıch veličin, druhých derivaćı en-
tropie. V klasické (vysokoteplotńı) termodynamice fluktuace v počtu částic (otevřené
systémy) nemaj́ı významné využit́ı, proto je možné zredukovat podmı́nky maxima ent-
ropie na následuj́ıćı. Z podmı́nky negativity diagonálńıch člen̊u hessiánu dostaneme(

∂2S

∂U2

)
V,N

= − 1

T 2

(
∂T

∂U

)
V,N

= − 1

T 2CV
< 0 (3.54)

positivitu měrného tepla. Z druhé derivace podle objemu dostaneme(
∂2S

∂V 2

)
U,N

=
1

T

(
∂P

∂V

)
T,N

= − εT
TV

< 0 (3.55)

pozitivitu izotermického modulu pružnosti εT .
Podmı́nka maxima entropie při variaci entropie a objemu vede na omezeńı smı́̌sených

derivaćı (
∂2S

∂U2

)
V,N

(
∂2S

∂V 2

)
U,N

−
(

∂2S

∂U∂V

)2

N

> 0 . (3.56)

Jestliže vezmeme do úvahy, že(
∂2S

∂U∂V

)
N

= − P

T 2CV
(1− γT ) (3.57)

dostaneme kombinaćı výše uvedených rovnic daľśı podmı́nku stability

CV εTT − P 2V (1− γT )2 > 0 . (3.58)

Tento vztah ještě pomoćı rovnice (1.21) přepsat

γCV T > αPV (1− γT )2 . (3.59)

3.4.2 Podmı́nky stability pro termodynamické potenciály

Z principu maxima entropie, jak již v́ıme, plynou princip minima termodynamických
potenciál̊u. Rovnice stability pro konečné změny vnitřńı energie lze zapsat

U(S + ∆S, V + ∆V,N + ∆N) +U(S −∆S, V −∆V,N −∆N) ≥ 2U(S, V,N) . (3.60)

Obecné diferenciálńı podmı́nky stability vedou na pozitivńı definitnost hessiánu vnitřńı
energie Ĥ(U). Pro variace pouze entropie a objemu dostaneme pro diagonálńı derivace(

∂2U

∂S2

)
V,N

=

(
∂T

∂S

)
V,N

> 0 ,

(
∂2U

∂V 2

)
S,N

= −
(
∂P

∂V

)
S,N

> 0 (3.61)
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a pro smı́̌sené derivace(
∂2U

∂S2

)
V,N

(
∂2U

∂V 2

)
S,N

−
(
∂2U

∂S∂V

)2

N

> 0 . (3.62)

Podmı́nky stability rozš́ı̌ŕıme na daľśı termodynamické potenciály pomoćı obecných
vztah̊u pro Legendreovy transformace. Jestliže obecná Legendreova transformace φ(P ) =
f(x)− Px, potom plat́ı

dx

dP
=

1

dP

dx

= − d
2φ

dP 2
=

1

d2f

dx2

. (3.63)

Takže pro jednotlivé termodynamické potenciály dostaneme pro diagonálńı druhé deri-
vace (

∂2F

∂T 2

)
V,N

< 0 ,

(
∂2F

∂V 2

)
T,N

> 0 , (3.64)(
∂2H

∂S2

)
P,N

> 0 ,

(
∂2H

∂P 2

)
S,N

< 0 (3.65)

a konečně (
∂2G

∂T 2

)
P,N

< 0 ,

(
∂2G

∂P 2

)
T,N

< 0 . (3.66)

Z těchto vztah̊u plyne, že termodynamické potenciály jsou konvexńımi funkcemi svých
extenzivńıch proměnných a konkávńı funkce svých intenzivńıch proměnných. To, že
druhé derivace vzhledem k intenzivńım proměnným v termodynamických potenciálech
jsou záporné, neńı v rozporu s principem minima termodynamických potenciál̊u, ne-
bot’ ty nabývaj́ı minima pouze vzhledem k variaćım extenzivńıch proměnných, při kon-
stantńıch intenzivńıch proměnných.

Z podmı́nek na druhé diagonálńı derivace entalpie dostaneme(
∂2H

∂S2

)
P,N

=
T

CP
> 0 ,

(
∂2H

∂P 2

)
S,N

= −V
εS

< 0 . (3.67)

3.4.3 Le Chatelier̊uv-Braun̊uv princip

Le Chatelier a později Braun formulovali podmı́nku stability termodynamiky z principu
minima energie. Tento princip lze slovně vyjádřit jako

Tvrzeńı 3.4.1 (Le Chatelier̊uv - Braun̊uv princip). Každá nehomogenita rov-
novážného termodynamického stavu vyvolá takovou reakci systému, která se snaž́ı tuto
poruchu kompenzovat a systém vrátit do homogenńıho stavu.

Toto slovńı vyjádřeńı můžeme taky zformulovat matematicky z následuj́ıćı fyzikálńı
úvahy. Necht’ na termodynamický stav zap̊usob́ıme (zobecněnou) silou a, která vyvolá
změnu (zobecněné) souřadnice A. Systém tak bude vyveden z termodynamické rov-
nováhy a v reakci na tuto poruchu dojde ke změně jiné zobecněné souřadnice B. Tato
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reakce bude prob́ıhat tak dlouho, až se ustav́ı nová rovnováha při nové hodnotě zo-
becněné śıly b, sdružené proměnné k souřadnici reakce systému B. To znamená, že bez
reakce systému na poruchu bude změna termodynamického stavu charakterizována de-
rivaćı (∂A/∂a)B, kdežto v nové rovnováze po reakci systému na poruchu bude změna
souřadnice A charakterizována derivaćı (∂A/∂a)b. Le Chatelier̊uv-Braun̊uv princip pak
ř́ıká, že (

∂A

∂a

)
B

>

(
∂A

∂a

)
b

. (3.68)

Tato podmı́nka je d̊usledkem principu minima změny vnitřńı energie vyvolané poruchou,
zdrojem a. Z prvńıho termodynamického zákona

dU(A,B) = −adA− bdB . (3.69)

Legendreovou transformaćı přejdeme k funkci s proměnnými a a b,

dŨ(a, b) = Ada+Bdb . (3.70)

Z definice Legendreovy transformace a záměnnosti druhých derivaćı dotaneme(
∂A

∂b

)
a

=

(
∂B

∂a

)
b

. (3.71)

Jakobián transformace U → Ũ je

∂(A,B)

∂(a, b)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
(
∂A

∂a

)
b

(
∂A

∂b

)
a(

∂B

∂a

)
b

(
∂B

∂b

)
a

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

(
∂A

∂a

)
b

(
∂B

∂b

)
a

−
(
∂A

∂b

)
a

(
∂B

∂a

)
b

. (3.72)

Dále použijeme transformace jakobián̊u(
∂A

∂a

)
B

=
∂(A,B)

∂(a,B)
=
∂(A,B)

∂(a, b)

∂(a, b)

∂(a,B)

=

[(
∂A

∂a

)
b

(
∂B

∂b

)
a

−
(
∂A

∂b

)
a

(
∂B

∂a

)
b

](
∂b

∂B

)
a

. (3.73)

S využit́ım vztah̊u (3.63) a (3.71) źıskáme(
∂A

∂a

)
B

=

(
∂A

∂a

)
b

−
(
∂A

∂b

)2

a

/

(
∂B

∂b

)
a

. (3.74)

Z podmı́nky minima potenciálu U(A,B), který d́ıky vztahu (3.63) přejde na maximum

Legendreovy transformace Ũ(a, b), plyne(
∂2Ũ

∂b2

)
a

=

(
∂B

∂b

)
a

< 0 (3.75)
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plyne platnost vztahu (3.68).
Z Le Chatelierova-Braunova principu potom dostaneme vztahy mezi termodyna-

mickými parametry poč́ıtanými v r̊uzných termodynamických procesech. Vztah (3.69)
konkretizujeme pro jednoduchý systém

dU(S, V ) = TdS − PdV . (3.76)

Volbou a = T , A = −S a b = P , B = V dostaneme nerovnost mezi měrnými teply

−
(
∂S

∂T

)
V

= −CV
T

> −
(
∂S

∂T

)
P

= −CP
T

. (3.77)

Jestliže význam proměnných a,A a b, B zaměńıme, potom(
∂V

∂P

)
S

= − V
εS

>

(
∂V

∂P

)
T

= − V
εT

. (3.78)

Tyto nerovnosti mezi měrnými teply a moduly pružnosti jsme odvodili již dř́ıve.

3.5 Maxwellovy vztahy a redukce derivaćı termody-

namických veličin

Existence r̊uzných termodynamických potenciál̊u, které dávaj́ı stejnou informaci o ter-
modynamickém systému, má d̊usledek, že specifické veličiny lze vyjádřit několika ekvi-
valentńımi zp̊usoby. Na druhé straně, existence termodynamických potenciál̊u gene-
ruj́ıćıch všechny termodynamické vztahy vede na vztahy mezi derivacemi stavových
proměnných. Pro jednoduchý termodynamický systém jsou to tři dvojice sdružených
stavových proměnných: S, T , V, P a N,µ. Jednotlivé termodynamické potenciály maj́ı
vždy trojici stavových proměnných, z nichž alespoň jedna muśı být extenzivńı. Pro tento
jednoduchý systém je to sedm možných kombinaćı stavových proměnných. Maxwellovy
vztahy mezi derivacemi stavových proměnných plynou ze záměnnosti druhých smı́̌sených
derivaćı jednotlivých termodynamických potenciál̊u. Pro každý potenciál, volbu nezávislých
stavových proměnných, dostaneme tři Maxwellovy vztahy. Pro obecněǰśı systémy s
vněǰśımi poli a t+ 1 stavových proměnných dostaneme t(t+ 1)/2 Maxwellových vztah̊u.
Nebudeme explicitně uvádět všechny možné vztahy, ale omeźıme se pouze na př́ıklad
základńıch vztah̊u, kdy nebudeme uvažovat derivace podle počtu částic. To jest omeźıme
se na dvě dvojice proměnných S, T a V, P . Pro čtyři základńı potenciály U, F,H,G do-
staneme čtyři Maxwellovy vztahy pro čtyři stavové proměnné S, T, V, P

∂2U

∂S∂V
= −

(
∂P

∂S

)
V

=

(
∂T

∂V

)
S

, (3.79)

∂2F

∂T∂V
= −

(
∂P

∂T

)
V

= −
(
∂S

∂V

)
T

, (3.80)

∂2H

∂S∂P
=

(
∂V

∂S

)
P

=

(
∂T

∂P

)
S

, (3.81)

∂2G

∂T∂P
=

(
∂V

∂T

)
P

= −
(
∂S

∂P

)
T

. (3.82)
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Při všech těchto derivaćıch byl rovněž počet částic, molárńı obsah, konstantńı. Rozš́ı̌reńı
o dvojici proměnných N,µ je př́ımočaré.

Maxwellovy vztahy maj́ı význam pro redukci a transformaci derivaćı termodyna-
mických veličin. Jestliže ještě použijeme obecné vztahy mezi derivacemi funkćı v́ıce
proměných, (

∂X

∂Y

)
Z

= 1/

(
∂Y

∂X

)
Z

(3.83)(
∂X

∂Y

)
Z

=

(
∂X

∂W

)
Z

/

(
∂Y

∂W

)
Z

(3.84)(
∂X

∂Y

)
Z

= −
(
∂Z

∂Y

)
X

/

(
∂Z

∂X

)
Y

(3.85)

můžeme redukovat a zjednodušit výpočet parciálńıch derivaćı t́ım, že je převedeme na
derivace pouze stavových proměnných. Postupujeme podle následuj́ıćıch pravidel:

1. Pokud derivace obsahuje chemický potenciál, potom použijeme Gibbs̊uv-Duham̊uv
vztah

dµ = −sdT + vdP .

2. Pokud je termodynamický potenciál konstantńı při derivováńı, použijeme cyklický
vztah (3.85), abychom převedli výraz na derivace termodynamického potenciálu.
Pokud derivujeme podle některé proměnné konstantńıho potenciálu, potom využit́ım
fundamentálńı rovnice převedeme derivaci na jinou s konstantńı druhou proměnnou.

3. Pokud derivace obsahuje entropii, potom bud’to pomoćı Maxwellových stav̊u tuto
proměnnou z derivace odstrańıme nebo po převedeńı entropie na derivovanou veličinu
pak vztahem (3.84), kde W = T , transformujeme derivaci na měrné teplo CV nebo
CP .

4. Jestlǐze v derivaci vystupuje objem, převedeme výraz tak, aby objem byla proměnná,
podle které derivujeme.

5. Výsledná derivace je nyńı vyjádřitelná jako kombinace tepelných kapacit CP , CV ,
modulu teplotńı roztažnosti α a modulu pružnosti εT . Nav́ıc jednu z tepelných ka-
pacit vylouč́ıme ještě ze vztahu

CV = CP − V Tα2εT .

Jako př́ıklad redukce derivaćı zjednoduš́ıme následuj́ıćı derivaci:(
∂µ

∂S

)
H

= − S
N

(
∂T

∂S

)
H

+
V

N

(
∂P

∂S

)
H

, (3.86)

kde jsme rovnou vyloučili chemický potenciál. Z cyklického vztahu (3.85) źıskáme(
∂P

∂S

)
H

= −
(
∂H

∂S

)
P

/

(
∂H

∂P

)
S

= −T
V
. (3.87)
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Dále (
∂T

∂S

)
H

=

(
∂T

∂S

)
P

+

(
∂T

∂P

)
S

(
∂P

∂S

)
H

=
T

CP
− T

V

(
∂T

∂P

)
S

. (3.88)

Opět použijeme cyklický vztah (3.85) pro(
∂T

∂P

)
S

= −
(
∂S

∂P

)
T

/

(
∂S

∂T

)
P

=
T

CP

(
∂2G

∂P∂T

)
=

T

CP

(
∂V

∂T

)
P

, (3.89)

kde jsme využili Maxwell̊uv vztah (3.82). Výsledkem je vyjádřeńı(
∂µ

∂S

)
H

=
T

V NCP
(SV [1− αT ]−NCP ) . (3.90)



Kapitola 4

Užit́ı termodynamických metod

4.1 Fáze, fázová rovnováha a fázové přechody

Zat́ım jsme uvažovali homogenńı jednokomponentńı systémy, které byly v kontrolova-
telné termodynamické rovnováze s okoĺım. Podle typu stěn odděluj́ıćıch termodynamický
systém od okoĺı jsme volili př́ıhodný termodynamický potenciál. Vı́me. že termodyna-
mický potenciál v sobě zahrnuje úplnou informaci o interakci systému s okoĺım, o které se
dále nemuśıme starat. Můžeme se proto zaměřit na termodynamické vlastnosti složitých
systémů, které jdou za rámec jednokomponentńıho homogenńıho systému.

4.1.1 Fázová rovnováha

Budeme nejdř́ıve uvažovat jednokomponentńı (chemicky homogenńı) systém, který ale
obsahuje dvě fáze, které se lǐśı hodnotami některých svých (fyzikálńıch) charakteris-
tických vlastnost́ı. Bude nás zaj́ımat, jaké podmı́nky je třeba splnit, aby dvě fáze byly v
termodynamické rovnováze. Jelikož již nemuśıme uvažovat okoĺı, můžeme předpokládat
že systém složený ze dvou fáźı je izolovaný. Jestliže S1 a S2 jsou entropie odpov́ıdaj́ıćı
fázi 1 a 2, potom v rovnováze plat́ı

d
(
S(1) + S(2)

)
= 0 . (4.1)

Jelikož jednotlivé fáze jsou nezávislé plat́ı pro každou z nich samostatně fundamentálńı
rovnice termodynamiky, to jest

T (1)dS(1) = dU (1) + P (1)dV (1) − µ(1)dN (1) (4.2)

T (2)dS(2) = dU (2) + P (2)dV (2) − µ(2)dN (2) . (4.3)

Z izolovanosti složeného systému potom přirozeně pro extenzivńı veličiny

dU (1) = −dU (2) , dV (1) = −dV (2) , dN (1) = −dN (2) . (4.4)

Entropie vylouč́ıme z fundamentálńı rovnic a dosad́ıme do podmı́nky rovnováhy (4.1),
přičemž použijeme podmı́nky izolovanosti celé soustavy, rovnice (4.4). Dospějeme k

64
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podmı́nce termodynamické rovnováhy(
1

T (1)
− 1

T (2)

)
dU (1) +

(
P (1)

T (1)
− P (2)

T (2)

)
dV (1) −

(
µ(1)

T (1)
− µ(2)

T (2)

)
dN (1) = 0 . (4.5)

Řešeńım této podmı́nky je rovnost intenzivńıch parametr̊u jednotlivých fáźı

T (1) = T (2) , P (1) = P (2) µ(1) = µ(2) . (4.6)

Rovnost teplot vyjadřuje vyjadřuje termodynamickou rovnováhu, druhá pak mechanic-
kou rovnováhu a třet́ı chemickou rovnováhu.

Tyto tři podmı́nky můžeme zapsat ve formě jediné rovnice

µ(1)(T, P ) = µ(2)(T, P ) . (4.7)

Tato rovnice vyjadřuje, že v rovnováze dvou fáźı stejné látky přestávaj́ı teplota a tlak
být nezávislé proměnné. Tento závěr plat́ı pouze pro homogenńı systémy bez p̊usobeńı
vněǰśıch sil. V př́ıpadě vněǰśıch sil je třeba daľśı nezávislé proměnné charakterizuj́ıćı
interakci systému s vněǰśım zdrojem.

Podmı́nku rovnováhy dvou fáźı můžeme př́ımočaře rozš́ı̌rit na složitěǰśı systémy
skládaj́ıćı se z v́ıce komponent, která každá může být v r̊uzných fáźıch. Je jasné, že
rovnováha jednokomponentńıho v́ıcefázového systému bude charakterizována rovnost́ı
chemických potenciál̊u všech fáźı.

µ(1)(T, P ) = µ(2)(T, P ) = . . . = µ(n)(T, P ) . (4.8)

Jestliže budeme zkoumat systém skládadaj́ıćı se z k komponent a n fáźı, pak Gibbs̊uv
potenciál takové soustavy je

G(T, P,N
(1)
1 , . . . , N

(1)
k , N

(2)
1 , . . . , N

(n)
k ) =

n∑
i=1

G(i)(T, P,N
(i)
1 , . . . , N

(i)
k ) . (4.9)

Totálńı diferenciál Gibbsova potenciálu pro jednotlivé fáze má d́ıky termodynamické
homogenitě tvar

G(i)(T, P,N
(i)
1 , . . . , N

(i)
k ) = N (i)

k∑
j

µ
(i)
j

(
P, T, c

(i)
1 , . . . , c

(i)
k

)
, (4.10)

pro i = 1, . . . , n, přičemž jsme označili koncentrace jednotlivých komponent c
(i)
j =

N
(i)
j /N i, když N i =

∑k
j=1 N

(i)
j . To znamená, že chemické potenciály uvnitř každé fáze

jsou funkćı pouze koncentraćı jednotlivých komponent.
Při hledáńı minima celkového Gibbsova potenciálu muśıme ještě zohlednit zachováńı

počtu částic (molárńıch obsah̊u) jednotlivých komponent, to jest, muśıme splnit k ved-
leǰśıch podmı́nek

d
n∑
i=1

N
(i)
j = 0 . (4.11)
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pro j = 1, . . . , k. Tyto podmı́nky zahrneme do termodynamického potenciálu pomoćı
Lagrangeových multiplikátor̊u

Gλ =
n∑
i=1

G(i)(T, P,N
(i)
1 , . . . , N

(i)
k ) +

k∑
j=1

λj

(
n∑
i=1

N
(i)
j −Nj

)
. (4.12)

Podmı́nka termodynamické rovnováhy z minima rozš́ı̌reného Gibbsova poyenciálu Gλ

má tvar
n∑
i=2

k∑
j=1

(
µ

(i)
j − µ

(1)
j

)
dN

(i)
j = 0 . (4.13)

Rovnice pro prvńı fázi je identita z podmı́nky stacionarity vzhledem k variaci Legendre-
ova multiplikátoru λj. Dostáváme tak k(n− 1) rovnic pro chemické potenciály

µ
(i)
j (T, P ) = µ

(1)
j (T, P ) , (4.14)

pro i = 2, . . . , n a j = 1, . . . , k.

4.1.2 Gibbsovo fázové pravidlo

V termodynamické rovnováze maj́ı všechny fáze všech komponent stejnou teplotu a
stejný tlak. To, co urč́ıme z podmı́nek rovnováhy jsou hodnoty množstv́ı, počtu částic
(molárńıch objemů), každé komponenty v jednotlivých fáźıch. Rovnovážná soustava má

P, T,N
(1)
1 , . . . , N

(n)
k proměnných, které definuj́ı konkrétńı realizaci termodynamického

systému. Celkový molárńı obsah uvnitř jedné fáze nehraje roli pro určeńı rovnováhy,
nebot’ chemické potenciály záviśı pouze na koncentraćıch jednotlivých komponent, to
jest výsledná rovnováha je charakterizována n(k−1) koncentracemi. Podmı́nky stability
představuj́ı k(n− 1) rovnic pro 2 + n(k − 1) proměnných, které by měly nabýt hodnot
minimalizuj́ıćıch totálńı termodynamický (Gibbs̊uv) potenciál.

Aby řešeńı pro tuto úlohu mohlo existovat a termodynamická rovnováha byla dosažitelná,
počet volných parametr̊u muśı být větš́ı než počet rovnic. Podmı́nka na existenci řešeńı
tedy je

2 + n(k1) ≥ k(n− 1) , (4.15)

to znamená
n ≤ k + 2 . (4.16)

Toto omezeńı vyjadřuje tak zvané Gibbsovo fázové pravidlo, které ř́ıká, že v k-
komponentńım systému nemůže existovat v rovnováze v́ıce než k+2 r̊uzných fáźı. Rozd́ıl
mezi pravou a levou stranou nerovnosti (4.16) je počet termodynamických stupň̊u volnosti
daného systému

f = k + 2− n . (4.17)

Počet stupň̊u volnost roste s počtem vněǰśıch sil p̊usob́ıćıch na systém. Vztah (4.17)
plat́ı pro izolované systémy, na které nep̊usob́ı žádné vněǰśı śıly. Jedinou silovou (vnitřńı)
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Obrázek 4.1: Typický fázový diagram pro jednokomponnentńı systém.(Zdroj:Wikipedia)

proměnnou je tlak. Jestliže na systém p̊usob́ı q sil, vnirřńıch nebo vněǰśıch, potom počet
termodynamických stupň̊u volnosti je

f = k + q + 1− n . (4.18)

Gibbsovo pravidlo určuje maximálńı počet fáźı, které mohou v termodynamické rov-
nováze koexistovat. Pro jednokomponentńı systém f = 3−n, to jest, maximálně mohou
existovat tři fáze, pokud na systém nep̊usob́ı dodatečné vněǰśı śıly. To je samozřejmě
známý fakt z praxe. Co můžeme ř́ıci o rovnovážné situace koexistence v́ıce fáźı? Pro jed-
nokomponentńı systém a dvou fáźıch je počet termodynamických stupň̊u volnost f = 1.
Máme jedinou podmı́nku rovnováhy (4.20), ze které můžeme vyloučit jednu stavovou
proměnnou a vyjádřit ji v závisloti na druhé, která je nezávislá, jeden stupeň volnosti,

P = P (T ) . (4.19)

Tato křivka ve fázovém PT -diagramu se nazývá křivka fázové rovnováhy. Termodyna-
mické stavy s hodnotami tlaku a teploty odpov́ıdaj́ıćı řešeńı rovnice (4.19) mohou dvě
fáze jedné látky koexistovat. Stavy, pro které P < P (T ) nebo P > P (T ) jsou rovnovážné
v jedné nebo druhé fázi. Křivka fázové rovnováhy definuje hraničńı hodnoty pro tlak a
teplotu pro jednotlivé fáze.

Pro jednokomponentńı systém mohou koexistivat tři fáze, n = 3. V tom př́ıpadě
f = 0 a takový stav nemá žádný termodynamický stupeň volnosti. Ve fázovém PT -
diagramu je to jediný bod, který je řešeńım dvou rovnic pro dvě proměnné

µ(1)(T, P ) = µ(2)(T, P ) = µ(3)(T, P ) . (4.20)

Řešeńı těchto rovnic je trojný bod chemicky čisté látky. Trojný bod je pr̊useč́ıkem tř́ı
křivek fázové rovnováhy r̊uzných fázových rozhrańı, obr. 4.1. Pro vodu je trikritický bod
definován Tc = 0.01

◦
C a Pc = 0.006 atm.
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Obrázek 4.2: Schematický fázový diagram pro fáze jedné látky včetně oboustranných
přechod̊u a plazmového stavu v závislosti na dodaném teple. (Zdroj:Wikipedia)

Na začátku přednášky jsme zmiňovali, že kromě tř́ı základńıch fáźı existuje ještě
čtvrtá fáze hmoty, tak zvané plazma. Plazma je vysoce ionizovaný stav ve vysokých
teplotách, kde se atomy rozpadnou na ionty a volné elektrony. Z diagramu je vidět, že
všechny čtyři fáze nemohou nikdy koexistovat, nebot’ čtvrtá fáze je speciálńı vysokotep-
lotńı a vysokoenergetický stav, který je označován jako nová fáze, nebot’ se chová jinak
než ostatńı tři regulárńı fáze.

Termodynamicky zaj́ımavá je rovnováha dvou fáźı v binárńım systému složeném
ze dvou komponent. V tomto př́ıpadě z Gibbsova pravidla máme dva termodynamické
stupně volnosti. Vı́m z předchoźıho, že r̊uzné komponenty v obou fáźıch maj́ı v rovnováze
stejnou teplotu T jsou vystaveny stejnému tlaku P . Daľśı dvě volné proměnné jsou
koncentrace c

(1)
1 a c

(1)
2 komponent v prvńı fázi. Tyto čyři proměnné jsou svázány dvěma

rovnicemi

µ
(1)
1 (T, P, c

(1)
1 , 1− c(1)

1 ) = µ
(2)
1 (T, P, c

(2)
1 , 1− c(2)

1 ) , (4.21)

µ
(1)
2 (T, P, c

(1)
1 , 1− c(1)

1 ) = µ
(2)
2 (T, P, c

(2)
1 , 1− c(2)

1 ) . (4.22)

Rovnice pro fázovou rovnováhu binárńıho systému se často zapisuje v jiné formě, kde se
využ́ıvá Gibbsova-Duhemova vztahu. Pro každou fázi plat́ı

s(1)dT − v(1)dP + c
(1)
1 dµ1 + c

(1)
2 dµ2 = 0 , (4.23)

s(2)dT − v(2)dP + c
(2)
1 dµ1 + c

(2)
2 dµ2 = 0 . (4.24)

Těmito rovnicemi definujeme vztah mezi rovnovážnými chemickými potenciály a kon-
centracemi. Takže msto koncentraćı můžeme považovat za volné proměnné chemické po-
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tenciály. Z těchto rovnic potom vylouč́ıme chemický potenciál µ2 patřičným vynásobeńım
rovnic tak, aby po jejich odečteńı tato proměnná vypadla. Dostaneme tak fundamentálńı
rovnici fázové rovnováhy pro binárńı systém(

s(1)c
(2)
2 − s(2)c

(1)
2

)
dT −

(
v(1)c

(2)
2 − v(2)c

(1)
2

)
dP +

(
c

(1)
1 c

(2)
2 − c

(2)
1 c

(1)
2

)
dµ1 = 0 . (4.25)

K této rovnici ještě plat́ı normalizačńı podmı́nky

c
(1)
1 + c

(1)
2 = 1 , c

(2)
1 + c

(2)
2 = 1 , (4.26)

které jsou d̊usledkem závislosti chemických potenciál̊u pouze na koncentraćıch. To jest,
termodynamická rovnováha nezáviśı na celkovém molárńım obsahu v jednotlivých fáźıch.
Rovnice (4.25) vylouč́ı jednu ze tř́ı volných parametr̊u T, P, µ1 pro nadplochu rov-
novážných stav̊u binárńıho systému.

4.1.3 Klasifikace fázových přechod̊u

Křivka fázové rovnováhy rozděluje dvě fáze jednoho materiálu. Fáze se obecně lǐśı
změnami termodynamických parametr̊u a některými fyzikálńımi vlastnostmi. Přechod z
jedné fáze do druhé se nazývá fázový přechod. Existuj́ı r̊uzné typy fázových přechod̊u a
zp̊usob, jakým jedna termodynamicky rovnovážná fáze může přej́ıt v jinou, taky termo-
dynamicky rovnovážnou fázi, je jedńım z center studia termodynamiky a statistické fy-
ziky. Z předchoźıch úvah v́ıme, že teplota, tlak a chemický potenciál se v bodu přechodu
vyrovnaj́ı, a tedy při přechodu z jedné fáze do druhé se měńı spojitě. Jestliže ale se
během přechodu měńı některé parametry skokem, jako např́ıklad měrný objem nebo
entropie, potom mluv́ıme o fázovém přechodu prvńıho druhu. Ehrenfest navrhl klasi-
fikaci fázových fázových přechod̊u podle zp̊usobu, jakým se měńı derivace Gibbsova
(chemického) potenciálu. Chemický potenciál muśı být spojitou funkćı během přechodu
a př́ıpadné nespojitosti během přechodu se mohou objevit pouze v derivaćıch tohoto
potenciálu. Objem a entropie jsou definovány z prvńıch derivaćı Gibbsova potenciálu:

S = −
(
∂G

∂T

)
P

, V =

(
∂G

∂P

)
T

. (4.27)

Během fázového přechodu prvńıho druhu docháźı ke skokové změně prvńıch derivaćı
Gibbsova potenciálu. Tento typ fázových přechod̊u nastává při změně skupenstv́ı látek
a obecně strukturńımi fázovými přechody v krystalech a je charakterizován latentńım
teplem spojeným se skokovou změnou entropie λ = T

(
S(1) − S(2)

)
.

Tuto charakteristiku Ehrenefest rozš́ı̌ril tak, že fázový přechod n-tého druhu má
nespojitosti v n-tých derivaćıch Gibbsova potenciálu. Takže podle této klasifikace fázové
přechody druhého druhu maj́ı spojité prvńı derivace, ale skoky ve druhých derivaćıch
Gibbsova potenciálu. To jest v některé derivaci

CP = −T
(
∂2G

∂T 2

)
P

, α =
1

V

(
∂2G

∂T∂P

)
T

, β = − 1

V

(
∂2G

∂P 2

)
. (4.28)

Fázové přechody druhého druhu by byly přechody se skokovou změnou měrného tepla
nebo koeficientu teplotńı roztažnosti nebo modulu pružnosti. Tento typ fázového přechodu
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je spojen se změnami uspořádáńı (typicky magnetickým) látky beze změny struktury
nebo skupenstv́ı. Obecně podle Ehrenfestova schématu by mohly existovat i fázové
přechody vyšš́ıho druhu, ty ale experimentálně nebyly zjǐstěny.

Ehrenfestova klasifikace fázových přechod̊u neńı úplná, nebot’ přehĺıž́ı možnost, že
některé derivace termodynamického potenciálu mohou být nekonečné v bodě přechodu.
To znamená, že některé derivace v bodě přechodu nejsou v̊ubec definovány. Jestliže
toto nastane, pak mluv́ıme o kritickém fázovém přechodu. A jevy v bĺızkosti takového
kritického přechodu se nazývaj́ı kritické jevy. Např́ıklad magnetické fázové přechody
mohou vykazovat jak skokovou změnu měrného tepla tak divergenci v susceptibilitě,
druhé derivaci volné energie podle magnetického pole. Divergence v termodynamických
veličinách ale nastávaj́ı pouze v limitě nekonečného objemu, tak zvané termodynamické
limitě. Kritické fázové přechody jsou obecně spojeny se změnou symetrie rovnovážného
stavu. Kontrolńım parametrem většinou bývá teplota a snižováńım teploty docháźı při
fázovém přechodu ke sńıžeńı symetrie volné energie. Toto sńıžeńı symetrie je pak popsáno
tak zvaným parametrem uspořádáńı, který je nulový ve vysokoteplotńı fázi a nenulový v
ńızkoteplotńım rovnovážném stavu. V kritických fázových přechodech se tento parametr
měńı spojitě, a proto kritické fázové přechody označujeme jako spojité přechody. Mo-
derńı chápáńı fázových přechod̊u modifikuje Ehrenfestovu klasifikaci a rozlǐsuje pouze
dva typy přechod̊u: nespojité (prvńıho druhu) a spojité (kritické, druhého druhu). V
prvńım př́ıpadě jsou přechody charakterizovány, shodně s Ehrenfestovým schématem,
nespojitostmi v prvńıch derivaćıch termodynamického potenciálu. V druhém pak bud’to
nespojitostmi nebo divergencemi v druhé a vyšš́ıch derivaćıch.

4.2 Nespojité a spojité fázové přechody

4.2.1 Fázové přechody prvńıho druhu - Clapeyronova-Clausiova
rovnice

Rovnice rovnováhy dvou fáźı jednokomponentńıho systému přeṕı̌seme do diferenciálńıho
tvaru. Dostaneme tak rovnici kritické izotermy v PT fázovém diagramu. Diferencováńı
rovnice (4.7) dostaneme

dµ(1)(T, P ) = dµ(2)(T, P ) . (4.29)

Rozepsáńım totálńıho diferenciálu do komponent, diferenciál̊u nezávislých proměnných(
∂µ(1)

∂T

)
P

dT +

(
∂µ(1)

∂P

)
T

dP =

(
∂µ(2)

∂T

)
P

dT +

(
∂µ(2)

∂P

)
T

dP (4.30)

a sloučeńım stejných diferenciál̊u dospějeme k rovnici

dP

dT
=

(
∂µ(1)/∂T

)
P
−
(
∂µ(2)/∂T

)
P

(∂µ(2)/∂P )T − (∂µ(1)/∂P )T
. (4.31)

Chemický potenciál je Gibbs̊uv potenciál na mol látky, to jest µ = G/N . Z definic
derivaćı Gibbsova potenciálu a zavedeńı latentńıho tepla λ = T

(
s(2) − s(1)

)
, kde s =
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S/N je měrná entropie na mol (částici), dospějeme ke Clapeyronově-Clausiově rovnici

dT

dP
=
T
(
v(2) − v(1)

)
λ

, (4.32)

pro v = V/N .
Clapeyronova-Clausiova rovnice je fundamentálńı vztah určuj́ıćı křivku rovnováhy

dvou fáźı, kritickou izotermu, při fázovém přechodu prvńıho druhu, kdy docháźı ke sko-
kové změně entropie a měrného objemu (hustoty). Toto jsou typické přechody mezi
r̊uznými skupenstv́ımi látky. Clapeyronova-Clausiova rovnice určuje závislost tepoty
skupenského přechodu na tlaku. Ve standardńı situaci, např́ıklad přechod kapalina-pára,
je latentńı teplo kladné, stejně tak molárńı objem vzroste při tomto přechodu. Potom
teplota varu kapaliny s tlakem roste. V př́ıpadě tuhnut́ı však závislost teploty táńı pevné
látky (ledu) nemuśı s tlakem r̊ust. To je zp̊usobeno t́ım, že u některých látek molárńı
objem při přechodu pevná látka - kapalina klesne. To je situace právě u táńı ledu, kdy
ze zkušenosti v́ıme, že měrný objem vody je menš́ı než ledu. Teplota táńı ledu tedy s
tlakem klesá. V př́ıpadě přechodu led - voda jsou hodnoty měrného objemu při T = 0◦C
ledu v(1) = 1, 091 cm3/g a vody v(2) = 1 cm3/g. Latentńı teplo přechodu při této teplotě
je λ = 80 cal/g. S těmito parametry dostaneme tlak potřebný na změnu teploty táńı o
jeden stupeň

dP

dT
=

λ

T (v(2) − v(1))
= − 80.41, 3

273.0, 091
atm/grad = −134 atm/grad = −135×105PaK−1 .

(4.33)
Odtud je vidět, že sńıžeńı teploty táńı ledu o jeden stupeň vyžaduje taký tlak, který led
nevydrž́ı v krystalické podobě a bude rozdrcen dř́ıve než roztaje.

4.2.2 Fázové přechody prvńıho druhu - Maxwellova konstrukce

Fázové přechody prvńıho druhu se typicky realizuj́ı ve skupenských přechodech pevná
látka - kapalina -plyn. Tř́ırozměrný fázový PV T diagram je vykreslen na obr. 4.3.
Speciálńı pozornost vyžaduje přechod kapalina - plyn, kde izotermy fázové rovnováhy
v projekci diagramu do PV roviny nemaj́ı stejný pr̊uběh. Ve vysokých teplotách jsou
tyto izotermy monotonńı, kdežto při ńızkých teplotách procházej́ı minimem a maximem.
Takové chováńı vykazuj́ı izotermy van der Waalsovy stavové rovnice

P =
kBT

v − b
− a

v2
. (4.34)

Nejdř́ıve nalezneme možné extrémy van der Waalsových izoterm. Ty jsou určeny řešeńım
kubické rovnice

2a

kBTc
=

v3

(v − b)2
. (4.35)

Snadno najdeme podmı́nku na řešitelnost rovnice (4.35). Funkce na pravé straně má
minimum pro v = 3b. Takže pro

kBT >
8a

27b
(4.36)
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Obrázek 4.3: Typický skupenský fázový diagram s kritickým bodem K, trojným bodem
G a oblast́ı koexistence kapaliny a plynu (páry), pevné látky a kapaliny a pevné látky a
plynu. (Zdroj: J. Obdržálek)
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Obrázek 4.4: Grafické znázorněńı Maxwellovy konstrukce stabilńı izotermy v reduko-
vaných proměnných při fázových přechodech prvńıho duhu. (Zdroj: Wikipedia)

izotermy van der Walsovy rovnice jsou monotónńı a nevykazuj́ı žádný extrém. Pro nižš́ı
teploty potom van der Waalsovy izotermy v PV diagramu vykazuj́ı minimum, sedlový
bod a maximum, která odpov́ıdaj́ı třem kořen̊um rovnice (4.35), viz obr. 4.4. Hodnota

kBTc =
8a

27b
(4.37)

definuje kritickou teplotu, ke které ze stavové rovnice dostaneme kritický objem a kri-
tický tlak

vc = 3b , Pc =
a

27b2
. (4.38)

Van der Waalsova stavová rovnice se často zapisuje v takzvaných redukovaných bez-
rozměrných proměnných TR = T/Tc, PRP/PR, vR = v/vR(

PR +
3

v2
R

)
(3vR − 1) = 8TR . (4.39)

Toto je univerzálńı rovnice pro popis fázových přechod̊u prvńıho druhu.
Izotermy P (v), které nejsou monotónně klesaj́ıćı funkćı neodpov́ıdaj́ı v celém roz-

sahu stabilńım stav̊um. Z podmı́nky stability rovnovážného stavu, minima volné energie,
dostaneme omezeńı na závislost tlaku na objemu(

∂P

∂v

)
T

= −
(
∂2f

∂v2

)
T

< 0 . (4.40)

To znamená, že část izotermy fázové rovnováhy na obr. 4.4 mezi body e − d je ter-
modynamicky nestabilńı. Přitom pod křivkou očekáváme, že stabilńı je kapalná fáze
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a nad křivkou potom plynná. Na úseku e − d ovšem izoterma neodpov́ıdá stabilńım
rovnovážným stav̊um. Stabilńı rovnováha mezi kapalinou a plynem je charakterizována
pouze částmi nalevo od bodu d a napravo od bodu e. Z obrázku ale vid́ıme, že danému
tlaku mezi hodnotami Pd a Pe existuj́ı dva rovnovážné objemy. Jeden pro objem v < vd
a druhý v > ve. Takže závislost P (v) neńı invertovatelná na funkci v(P ) mezi hodnotami
tlaku Pd a Pe. Na tomto intervalu ke každé hodnotě tlaku existuj́ı tři hodnoty objemu,
z nichž obě krajńı hodnoty jsou fyzikálně přijatelné. Toto je typická situace pro fázové
přechody prvńıho druhu. Rovnovážný stav muśı ale být pouze jeden. Bude to ten, který
bude minimalizovat Gibbs̊uv potenciál pro dané hodnoty tlaku a teploty. Metodu, jak
nalézt správný termodynamicky rovnovážný stav pro fázové přechody prvńıho druhu
navrhl J. C. Maxwell, a proto se nazývá Maxwellova konstrukce stabilńı izotermy.

Termodynamicky rovnovážný stav mezi tlaky Pd a Pe najdeme hodnoty Gibbsova
potenciálu, nebo chemického potenciálu µ(T, P ) = G(T, P )/N . Pro libovolnou hodnotu
tlaku P ∈ [Pd, Pe] spočteme př́ır̊ustek chemického potenciálu podél spočtené izotermy
od jednoho stabilńıho řešeńı do druhého. Jestliže zvoĺıme P = PV a začneme s řešeńım s
objemem vL, potom př́ır̊ustek chemického potenciálu podél křivky adbec bude vyjádřen
křivkovým integrálem

∆acµ(T, Pv) =

∮
adbec

v(P )dP =

∫ Pv

Pd

(−vad(P ) + vdb(P )) dP+

∫ Pe

Pv

(vbe(P )− vec(P )) dP .

(4.41)
Minus znaménko d́ıky orientaci integračńı cesty, od vyšš́ı hodnoty k nižš́ı. Geometricky
integrál vyjadřuje rozd́ıl plochy vymezené body izotermy adb a úsečkou ab a plochy
vymezené izotermou bec a úsečkou ce. Jesltiže

∆acµ > 0 , (4.42)

chemický potenciál podél izotermy vzroste, a tedy počátečńı stav (Pv, vL) je rovnovážný.
V opačném př́ıpadě je to koncový stav s hodnotou objemu vG.

Významná je hodnota tlaku, při kterém ∆acµ = 0 a rozd́ıl ploch je nulový. V takovém
př́ıpadě maj́ı oba krajńı body izotermy stejnou hodnotu chemického potenciálu, a jsou
tedy v rovnováze. Přechod z jednoho stavu do druhého nestoj́ı žádnou energii, chemický
potenciál je konstantńı. Izochora ac se v takovém př́ıpadě stává stabilńı izotermou.
Úsek izotermy adbec odpov́ıdaj́ıćı řešeńı van der Waalsovy rovnice je nestabilńı větv́ı
zvolené izotermy a stavy odpov́ıdaj́ıćı těmto bod̊um jsou nestabilńı nebo metastabilńı.
Metastabilńı jsou v úsećıch ad a ce.

Z pr̊uběhu izotermy taky vid́ıme, že skok v objemu a entropii během fázového
přechodu je

∆acv = vG − vL , ∆acs = −
(
∂∆acµ

∂T

)
P

. (4.43)

V bodech zlomu stabilńı izotermy docháźı ke skokové změně kompresibility. V in-
tervalu, kde izoterma splývá s izochorou je kompresibilita nekonečná. To znamená, že
stavy na úsečce ac mohou být libovolně stlačeny mezi krajńımi hodnotami objmu vL a
vG. Krajńı body jsou potom dvě r̊uzné čisté fáze, kapalina (L) a plyn (G). Stavy mezi
jsou směsi těchto dvou fáźı. Libovolný stav na této větvi izotermy je termodynamicky
rovnovážný a stabilńı.
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Kritické hodnoty teploty, objemu a tlaku z rovnic (4.37) a (4.38) jsou koncovým
bodem křivky fázové rovnováhy přechod̊u prvńıho druhu. V tomto bodě se při přechodu
z jedné fáze do druhé neměńı ani objem ani entropie, úsečka ac se redukuje na bod.
Fázový přechod je v tomto bodě druhého druhu. Z této analýzy plyne taky obecný závěr,
že křivka fázových přechod̊u prvńıho druhu muśı končit v kritických bodech odpov́ıdaj́ıćı
fázovému přechodu druhého nebo vyšš́ıho druhu. Podobnou analýzu můžeme provést i
na přechod pevná látka - plyn, pevná látka - kapalina. V trojném bodě splývaj́ı koncové
body všech tř́ı křivek fázové rovnováhy.

4.2.3 Fázové přechody druhého druhu - Ehrenfestovy rovnice

Nespojité fázové přechody a křivka fázové rovnováhy jsou charakterizovány Clapeyronovou-
Clausiovou rovnićı. Fázové přechody druhého druhu nevykazuj́ı skok ani v měrném ob-
jemu ani v entropii. Můžeme z nich ale odvodit jiné, Ehrenfestovy rovnice, které cha-
rakterizuj́ı nespojité změny v druhých derivaćıch chemického potenciálu. K odvozeńı
těchto rovnic aplikujeme L’Hopitalovo pravidlo na Clapeyronovou-Clausiovou rovnici.
Můžeme použ́ıt libovolnou derivaci podle stavové proměnné chemického potenciálu. Z
derivaćı podle teploty dostaneme

dP

dT
=

(
∂s(2)/∂T

)
P
−
(
∂s(1)/∂T

)
P

(∂v(1)/∂T )P − (∂v(2)/∂T )P
=

∆CP
vT∆α

. (4.44)

Z derivace podle tlaku a použit́ım Maxwellova vztahu (3.82) źıskáme jiné vyjádřeńı

dP

dT
=

(
∂s(2)/∂P

)
T
−
(
∂s(1)/∂P

)
T

(∂v(1)/∂P )T − (∂v(2)/∂P )T
= −∆ (∂v/∂T )P

∆ (∂v/∂P )T
=

∆α

∆β
. (4.45)

Kombinaćı těchto vztah̊u dostaneme Ehrenfestovy rovnice

∆CP = Tv

(
dP

dT

)2

∆β, , ∆α =

(
dP

dT

)
∆β , (4.46)

kde jsme ještě použili definici koeficientu teplotńı roztažnosti α = v−1 (∂v/∂T )P a izo-
termické stlačitelnosti β = −v−1 (∂v/∂P )T . Z těchto rovnic vid́ıme, že skok v tepelné
kapacitě a skok v koeficientu teplotńı roztažnosti jsou př́ımo úměrné skoku v koeficientu
izotermické stlačitelnosti.

Předpokladem Ehrenefestových rovnic je existence skoku v druhých derivaćıch che-
mického potenciálu. V obecných spojitých fázových přechodech ale druhé derivace mo-
hou divergovat v kritickém bodě. V takovém př́ıpadě Ehrenfestovy rovnice nelze použ́ıt k
popisu spojitého fázového přechodu s kritickým chováńım. Konsistentńı popis kritických
jev̊u v termodynamických systémech je jedńım z nejtěžš́ıch úkol̊u moderńı statistické fy-
ziky. Nebot’ pro studium kritických jev̊u je d̊uležité pracovat s elementárńımi modely,
podobně jako je van der Waalsova rovnice pro fázové přechody prvńıho druhu.
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4.3 Chemická rovnováha nasycených par a roztok̊u

Budeme nyńı hledat rovnováhu v systémech s v́ıce komponentami, jako jsou směsi a
roztoky v plynné, kapalné a eventuálně pevné fázi. Budeme předpokládat že obě plynná
i kapalná fáze jsou v rovnováze, to jest budeme uvažovat pouze nasycené páry, abychom
zákonitosti odvozené pro plyny mohli aplikovat současně na kapalné, př́ıpadně pevné
roztoky. Abychom źıskali kvantitativńı výsledky, budeme předpokládat, že jednotlivé
komponenty jsou ideálńı plyny a jejich kondenzáty. To nám umožńı použ́ıt explicitńı
vyjádřeńı chemického potenciálu µ(T, P ). Pro ideálńı plyn plat́ı

µ(T, P ) = kBT ln
P

P0

+ µ0(T ) , (4.47)

kde jsme vydělili chemický potenciál při normálńım tlaku P0, který už záviśı pouze na
teplotě

µ0(T ) = cPT

(
1− ln

T

T0

)
− Ts0 + u0 . (4.48)

Referenčńı entropie s0 a vnitřńı energie u0 jsou hodnoty při teplotě T0.

4.3.1 Zákon p̊usob́ıćıch hmot

Uvažujme směs n plyn̊u v rovnováze. Necht’ ci = Ni/
∑

j Nj je koncentrace i-té kompo-
nenty. Potom parciálńı tlaky pro jednotlivé komponenty jsou

Pi = ciP , (4.49)

kde P je celkový tlak směsi plyn̊u. Chemický potenciál i-té komponenty směsi ideálńıch
plyn̊u je

µi = kBT ln
ciP

P0

+ µ0i(T ) . (4.50)

Podmı́nka chemické rovnováhy, rovnice (3.45), má v tomto př́ıpadě explicitńı vyjádřeńı∑
i

νi

[
kBT ln

Pi
P0

+ µ0i(T )

]
= 0 , (4.51)

kde νi jsou stechiometrické koeficienty. Tuto rovnici ještě přeṕı̌seme ještě do jiné podoby,
která obsahuje chemický potenciál čisté látky s korekćı d́ıky směšovaćı entropii pomoćı
koncentraćı jednotlivých složek

kBT
∑
i

νi ln ci + kBT ln
P

P0

(∑
i

νi

)
+
∑
i

νiµ0i(T ) = 0 . (4.52)

Zavedeme-li ještě konstantu rovnováhy chemické reakce

K(T ) = exp

{
− 1

kBT

∑
i

νiµ0i(T )

}
. (4.53)
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dostaneme Guldberg̊uv-Waag̊uv zákon p̊usob́ıćıch hmot

∏
i

cνii =

(
P

P0

)−∑
i νi

K(T ) . (4.54)

Tento výraz lze taky zapsat pomoćı parciálńıch tlak̊u∏
i

P νi
i = P

∑
i νi

0 K(T ) . (4.55)

V př́ıpadě
∑

i νi = 0, to jest počet vstupuj́ıćıch a vystupuj́ıćıch složek je stejný, dosta-
neme

∏
i

P νi
i =

∏
j

c
ν+j
j∏

l

c
ν−l
l

= K(T ) , (4.56)

kde ν+
j jsou stechiometrické koeficienty vstupuj́ıćıch komponent do chemické reakce a

ν−j koeficienty látek z reakce vystupuj́ıćıch.
Zákon p̊usob́ıćıch hmot využijeme při určeńı termodynamické rovnováhy zředěných

elektrolyt̊u. Elektrolyt je roztok aktivńı látky v rozpouštědle. Můžeme uvažovat nejjed-
nodušš́ı př́ıpad roztoku kuchyňské soli NaCl ve vodě. V roztoku se přitom část molekul
soli rozpadne na ionty Na+, Cl− a nastává tak zvaná disociace. Proces disociace neńı ale
jednosměrný a stejně jako prob́ıhá v elektrolytu disociace, docháźı současně i k asociaci,
to jest, navázáńı iont̊u do neutrálńıch molekul. V ustáleném termodynamickém stavu
jsou oba procesy v rovnováze. Budeme předpokládat, že počet mol̊u rozpouštědla je N0.
Počet mol̊u aktivńı látky je N a počet mol̊u kladných (záporných) iont̊u je n. Stupeň
disociace se nazývá poměr α = n/N .

Koncentrace aktivńı látky je c = N/N0, koncentrace kladných a záporných iont̊u je
c± = n/N0 a koncentrace neutrálńıch molekul je c0 = (N − n)/N0. Chemická reakce v
elektrolytu je

A+ +B− 
 AB , (4.57)

odkud dostaneme stechiometrické koeficienty vstupuj́ıćıch a vystupuj́ıćıch složek do
zákona p̊usob́ıćıch hmot. Ten v tomto specifickém př́ıpadě má tvar

c+c−
c0

= K , (4.58)

kde K se nazývá disociačńı konstanta. Jestliže tento výraz přeṕı̌seme pomoćı stupně
disociace α dostaneme Ostwald̊uv zákon disociačńı aktivity

α2

1− α
c = K . (4.59)

Z tohoto zákona vyplývá, že stupeň disociace roste α → 1 se zřed’ováńım elektrolytu
c→ 0 při konstantńı teplotě.
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Zákon p̊usob́ıćıch hmot je možné zobecnit i na neideálńı plyny, např. van der Wa-
als̊uv. V obecném (neideálńım) př́ıpadě je třeba modifikovat vztah (4.47) na

µ(T, P ) = kBT ln f(T, P ) + µ0(T ) , (4.60)

kde f(T, P ) je těkavost neideálńıho plynu, která pro van der Waals̊uv plyn má explicitńı
vyjádřeńı

f(T, P ) =
(
P +

a

v2

)
e
−2a

v
− kBT

v − b . (4.61)

Jiná forma zápisu chemického potenciálu neideálńıch směśı a roztok̊u je pomoćı
aktivity. Tato se znač́ı ai a je mı́rou odchylky chemického potenciálu komponenty ve
směsi v̊uči chemickému potenciálu čisté látky, to jest

µi(T, P ) = kBT ln ai(T, P ) + µ0
i (T, P ) , (4.62)

kde prvńı člen je na pravé straně je pokles chemického potenciálu d́ıky směšovaćı entropii
(ai < 1) a druhý je entropie čisté látky za stejných termodynamických podmı́nek. Jelikož
aktivita záviśı ještě na koncentraci látky ve směsi, zavád́ı se normalizovaný koeficient
aktivity

γi(T, P ) =
ai(T, P )

ci
, (4.63)

kde ci je koncentrace i-té komponenty. Zákon p̊usob́ıćıch hmot ve stechiometrické rov-
nováze pro neideálńı plyn má potom tvar∏

i

(Piγi)
νi = Kc(T, P ) . (4.64)

Pro ideálńı plyn γi = 1.

4.3.2 Osmotický tlak

V živých organismech, buňkách v lidském těle nastává situace, kdy roztok v tkáni, buňce
je ohraničen polopropustnou stěnou od okolńı tkáně tak, že pouze rozpouštědlo (voda)
může procházet stěnou. Stěna je nepropustná pro rozpuštěnou látku. Uvažujme situace,
kdy roztok v polopropustné slupce je obklopen pouze rozpouštědlem. V termodynamické
rovnováze se vyrovnaj́ı tlaky rozpouštědla, ale na straně roztoku bude nav́ıc p̊usobit
tak zvaný osmotický tlak rozpuštěné látky, která stěnou nemůže procházet, obr. 4.5.
Osmotický tlak označ́ıme Π.

Podmı́nka termodynamické rovnováhy mezi roztokem a rozpouštědlem je

µs(T, P + Π, cs) = µs(T, P ) , (4.65)

kde µs(T, P ) = µs(T, P, 1) je chemický potenciál čistého rozpouštědla. Chemický po-
tenciál roztoku obsahuje dodatečný člen d́ıky směšovaćı entropii, který pro obecný (ne-
ideálńı) plyn je

µs(T, P, cs) = kBT ln [γs(T, P, cs)cs] + µs(T, P ) , (4.66)
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Obrázek 4.5: Laboratorńı mechanická realizace osmotického tlaku s polopropustnou
membránou mezi dvěma r̊uzně koncetrovanými roztoky. Vlevo počátečńı stav, vpravo
koncový rovnovážný stav. (Zdroj: Wikipedia)

Konečný rovnovážný stav s polopropustnou stěnou doćıĺıme taky tak, že v nejdř́ıve
obě komory na obr. 4.5 naplńıme rozpouštědlem a pak do jedné z nich (levé) dodáme
rozpouštěnou látku, př́ısadu. Tlak v komoře s rozpouštědlem vzroste o osmotický tlak.
Z řešeńı rovnováhy při osmóze muśıme ještě naj́ıt, jak se změńı chemický potenciál
rozpouštědla při změně tlaku. Při izotermickém procesu, který náz zaj́ıma, je to

µs(T, P + Π) = µs(T, P ) +

∫ P+Π

P

v(P ′)dP ′ . (4.67)

Dosazeńı rovnic (4.66) a (4.67) do rovnice rovnováhy (4.65) dostaneme obecné vyjádřeńı
pro osmotický tlak

kBT ln [γs(T, P, cs)cs] = −
∫ P+Π

P

v(P ′)dP ′ . (4.68)

Jestliže rozpouštědlo je ideálńı, nestlačitelná kapalina a γi = 1, potom explicitně

Πv = −kBT ln cs . (4.69)

Osmotický tlak je nula, jestliže roztok přejde v čisté rozpouštědlo, cs = 1. Pro slabě
zředěný roztok kdy ci = 1− cs � 1 dostaneme

Π = kBTci/v . (4.70)

4.4 Termodynamika rozhrańı a objemových látek

4.4.1 Povrchové jevy

Při popisu rovnováhy dvou fáźı jsme uvažovali pouze objemové př́ıspěvky do volné ener-
gie. Reálně ale rozhrańı mezi dvěma fázemi přisṕıvaj́ı do energetické bilance a ovlivňuj́ı
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ustaveńı termodynamické rovnováhy v́ıce fáźı. Typicky budeme uvažovat přechod kapalina-
plyn, kdy formováńı kapek kapaliny v plynu je ovlivněno povrchovým napět́ım mezi
kapalinou a plynem. Existence povrchového napět́ı je patrná z toho, že nová fáze ne-
vzniká homogenně v celém objemu, ale v zárodćıch, kondenzačńıch centrech. Povrch
kondenzačńıch jader je zakřivený tak, aby se minimalizovala povrchová energie.

Změna volné energie systému s konečným objemem V a zakřiveným povrchem Σ je

dF = −SdT − PdV + σdΣ , (4.71)

kde σ je povrchové napět́ı. Kladná hodnota znamená, že systém se snaž́ı minimalizovat
hraničńı povrch. Předpokládejme, že zárodky kapalné fáze mohou vznikat v plynné fázi.
Přitom necht’ µ(2), T (2) a P (2) jsou hodnoty chemického potenciálu, teploty a tlaku kapa-
liny, µ(1), T (1) a P (1) stejné veličiny pro plyn. V termodynamické rovnováze se vyrovnaj́ı
teploty i chemické potenciály. Tlaky, d́ıky př́ıspěvku povrchového napět́ı, nebudou stejné
v obou fáźıch. Rovnováhu mezi tlaky v obou fáźıch najdeme z minima volné objemové a
povrchové energie. Při stejných chemických potenciálech a teplotách v obou fáźıch plat́ı

dF = −P (1)dV (1) − P (2)dV (2) + σdΣ . (4.72)

Systém kapalina - plyn je uzavřený, proto dV (1) = −dV (2). Mechanická rovnováha se
tedy ustav́ı pro

P (2) = P (1) + σ
dΣ

dV (2)
. (4.73)

Jestliže zárodky nové fáze jsou ve formě kouĺı o poloměru r , objem s nejmenš́ım povr-
chem, potom tlak uvnitř kapek kapaliny v plynu v termodynamické rovnováze je

P (2) = P (1) +
2σ

r
. (4.74)

Rozd́ıl tlak̊u mezi zárodky nové fáze a staré dominantńı fáze se nazývá povrchový La-
place̊uv tlak.

U fázových přechod̊u prvńıho druhu jsme uvedli, že jedna fáze může existovat v
metastabilńım stavu i v př́ıpadě, že chemický potenciál nově vznikaj́ıćı fáze je menš́ı
než existuj́ıćı. Povrchová energie nám pomůže odhadnout, kdy existuj́ıćı fáze je stále
stabilńı, třebaže má větš́ı chemický potenciál než vznikaj́ıćı. Budeme předpokládat, že
zárodky nové fáze maj́ı formu kouĺı. Jestliže označ́ıme N počet molekul plynu (staré
fáze), které přejdou do nové (kapalné) fáze, potom dojde ke změně volné energie

∆F =
(
µ(2)(T, P )− µ(1)(T, P )

)
N + σΣ , (4.75)

když jsme předpokládali, že povrchové napět́ı nezálež́ı na velikosti povrchu. Opět budeme
předpokládat, že nová fáze má tvar koule, potom

Σ = 4πR2 , Nv(2) =
4π

3
R3 , (4.76)

kde v(2) je měrný objem na jednu částici ve vznikaj́ıćı kapalné fázi. Změna volné energie
se vznikem nové fáze potom je

∆F =
4π

3

(
µ(2) − µ(1)

) R3

v(2)
+ 4πR2σ . (4.77)
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Z tohoto vztahu můžeme naj́ıt velikost poloměru R nové fáze µ(2) < µ(1), pro který
dojde k lavinovému přechodu do nové fáze. Z minimalizace změny volné energie (4.77)
dostaneme

Rc =
2σv(2)

µ(1) − µ(2)
. (4.78)

Hodnotu kritického poloměru nové fáze můžeme naj́ıt ještě jinak. V okamžiku, kdy
se stará fáze stane nestabilńı, se vyrovnaj́ı chemické potenciály obou fáźı

µ(2)(T, P (2)) = µ(1)(T, P (1)) . (4.79)

Pro malý rozd́ıl tlak̊u použijeme Taylor̊uv rozvoj µ(2)(T, P (2)) = µ(2)(T, P (1))+v(2)(P (2)−
P (1)) a dostaneme kritický poloměr ve tvaru

Rc =
2σ

P (2) − P (1)
. (4.80)

Tento vztah je v souladu s rovnićı (4.74) pro rozd́ıl tlak̊u v kapalině a plynu v termo-
dynamické rovnováze.

Povrchové napět́ı má taky za následek proces adsorpce, to jest kumulace atomů na
povrchu, rozhrańı mezi fázemi. Dı́ky povrchovému napět́ı je hustota částic na povrchu
vyšš́ı než v objemu. Jestliže nsi je povrchová hustota i-té složky (fáze), potom změna
volné energie při konstantńı teplotě a objemu se změnou plochy povrchu Σ

dF (Σ, nsi ) = σdΣ +
∑
i

µidn
s
iΣ . (4.81)

Povrchové napět́ı σ a plocha povrchu Σ jsou Legendreovy sdružené proměnné, které
vstupuj́ı to termodynamických funkćı. S těmito proměnnými Euler̊uv vztah termodyna-
mické homogenity v povrchové vrstvě má tvar∑

i

µin
s
iΣ = U − TS − Σσ . (4.82)

Toto je stejný vztah jako u objemových materiál̊u, kde pouze objem se nahrad́ı plo-
chou povrchu a tlak záporným povrchovým napět́ı. Záporným z toho d̊uvodu, že kladné
povrchové napět́ı vede ke kontrakci plochy povrchu. Analogicky k Eulerovu vztahu na
povrchu dostaneme Gibbs̊uv-Duhemův vztah pro povrchové termodynamické proměnné∑

i

nsidµi = −S
Σ
dT − dσ . (4.83)

V tepelné rovnováze nav́ıc dT = 0. Z Gibbsovy-Duhemovy relace potom př́ımo vyplývá
Gibbs̊uv vztah pro povrchovou hustotu

nsi = − ∂σ
∂µi

. (4.84)

Pro směsi ideálńıch plyn̊u a kapalin můžeme ještě použ́ıt vyjádřeńı (4.50) pro chemický
potenciál a Gibbs̊uv vztah přeṕı̌seme na závislost povrchového napět́ı na koncentraci ci
složek

nsi = − ci
kBT

∂σ

∂ci
. (4.85)
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4.4.2 Termodynamika dielektrik a magnetik

Dosud jsme uvažovali pouze jednoduché systémy, na které nep̊usobila žádná vněǰśı śıla.
Působeńım vněǰśıch sil se ale měńı termodynamické poměry makroskopické látky. Prvńı
d̊usledek je zvýšeńı počtu fáźı, které mohou v termodynamické rovnováze existovat. Nové
fáze d́ıky p̊usobeńı vněǰśıch sil mohou vzniknout interakćı komponent systému s vněǰśım
polem vedoućı na uspořádáńı celku nebo část́ı systému, tak aby se minimalizovala vnitřńı
nebo volná energie termodynamického systému. Jako př́ıklad vněǰśıho p̊usobeńı budeme
uvažovat elektrické pole v dielektriku a magnetické pole v magnetiku. Je jasné, že aby
pole vněǰśı pole vedlo na změnu termodynamických poměr̊u, je nutné aby, systém byl
aktivńı ve smyslu, že některé jeho extenzivńı proměnné jsou legendreovsky sdružené k
p̊usob́ıćımu poli. K elektrickému poli E je sdružená proměnná elektrická indukce D a
k magnetickému poli H je sdružená proměnná magnetická indukce B. Práce vykonaná
elektrickým/magnetickým polem v látce je

δW =
1

4π
E · dD , δW =

1

4π
H · dB . (4.86)

Volná energie termodynamického systému v elektrickém/magnetickém pole potom je

dF (T, V,D) = −SdT − PdV +
1

4π
E · dD , (4.87)

dF (T, V,B) = −SdT − PdV +
1

4π
H · dB , (4.88)

Abychom termodynamickou úlohu mohli vyřešit i s účinky elektrického/magnetického
pole, muśıme ještě znát stavovou rovnici svazuj́ıćı vnitřńı proměnnou (pole) a vněǰśı (in-
dukce). Tuto rovnici źıskáme z teorie elektro-magnetismu zavedeńım tenzor̊u permitivity
ε a permeability µ.

Di =
∑
j

εijEj , Bi =
∑
j

µijHj . (4.89)

Obě veličiny, permitivita a permeabilita jsou materiálové parametry, které záviśı na
odezvě systému na p̊usobeńı vněǰśıho elektrického/magnetického pole. Pro jednoduchost
budeme uvažovat izotropńı situaci, kdy tenzor odezvy je diagonálńı, εij = V εδij, µij =
V µδij. Elektrická a magnetická indukce jsou závislé na vněǰśım poli a na reakci elek-
trických (dipólových) a magnetických moment̊u systému. Ty maj́ı tendenci uspořádávat
se. Uspořádávaćı tendence materiálu se vyjadřuj́ı pomoćı vektoru elektrické polarizace
P a magnetického momentu M

δD = E + 4πδP , δB = H + 4πδM , (4.90)

kde δD a δB jsou změnou nábojové hustoty v systému vyvolané objemové hustoty elek-
trické a magnetické indukce, to jest, dD = δDdV , dB = δBdV . Z materiálového hlediska
nás zaj́ımá změna termodynamického potenciálu indukovaná reakćı systému na p̊usobeńı
vněǰśıho elektrického pole, to jest nezaj́ımá nás změna energie samotným elektrickým
polem. Proto se zavád́ı vlastńı hustota vnitřńı energie dielektrika (magnetika)

dUc = TdS − PdV + E · dP , dUc = TdS − PdV + H · dM , (4.91)
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kde Uc = U−U2/8π je vnitřńı energie dielektrika bez energie elektrického pole ve vakuu.
Vnitřńı energii aktivńıho materiálu zaṕı̌seme ještě ve formě Gibbsovy-Helmholtzovy

rovnice

Uc(T, V,P) = Fc(T, V,P)− T
(
∂Fc
∂T

)
V,P

, (4.92)

kde jsme zavedli vlastńı volnou energii dielektrika Fc(T, V,P) = F (T, V,P) + V (ε −
1)E2/8π. Přitom jsme předpokládali, že dielektrická konstanta ε nezáviśı na p̊usob́ıćım
elektrickém poli E. Analogicky pro magnetika plat́ı

Uc(T, V,M) = Fc(T, V,M)− T
(
∂Fc
∂T

)
V,M

, (4.93)

a Fc(T, V,M) = F (T, V,M) + V χH2/2. Mı́sto permeability µ jsme zavedli magnetickou
susceptibilitu ze vztahu M = V χmH platného pro slabá magnetická pole.

Od volné energie můžeme ještě přej́ıt ke Gibbsovu potenciálu s nezávislými proměnnými
T, P a E/H

dG(T, P,E) = −SdT + V dP −P · dE , (4.94)

dG(T, P,H) = −SdT + V dP −M · dH . (4.95)

Termodynamika dielektrik a magnetik je d̊uležitá pro zkoumáńı elektro/magneto-
mechanických vlastnost́ı, př́ıpadně elektrických/magnetických kalorických jev̊u. Typickým
elektro/magneto-mechanicým jevem je elektro/magnetostrikce. Při tomto procesu
docháźı k objemové deformaci objemového dielektrika, magnetika p̊usobeńım vněǰśıho
elektrického/magnetického pole. Za předpokladu, že vněǰśı pole je slabé, a dielektrikum-
/magnetikum je izotropńı, můžeme považovat polarizaci/magnetizaci za lineárně závislou
na vněǰśım poli, to jest, susceptibilita nezáviśı na poli. Změna volné energie, Gibbsova
potenciálu d́ıky slabé izotermické změně elektrického/magnetického pole je

∆G(P,E) = −1

2
V χeE

2 , ∆G(P,H) = −1

2
V χmH

2 . (4.96)

Objemová změna indukovaná vněǰśım elektrickým polem potom je

∆V =

(
∂∆G

∂P

)
T,E

= −1

2
E2 ∂

∂P
(V χe)T =

1

2
E2V

[
βχe −

(
∂χe
∂P

)
T

]
, (4.97)

kde β je koeficient izotermické stlačitelnosti. Analogicky pro objemovou deformaci slabým
magnetickým polem

∆V =

(
∂∆G

∂P

)
T,H

= −1

2
H2 ∂

∂P
(V χm)T =

1

2
H2V

[
βχm −

(
∂χm
∂P

)
T

]
. (4.98)

Tato vněǰśım pole indukovaná objemová změna dielektrika/magnetika je magnetostrikčńı
jev. Znaménko změny záviśı nam elektro/magneto-strikčńım parametru

∆e = βχe −
(
∂χe
∂P

)
T

, ∆m = βχm −
(
∂χm
∂P

)
T

. (4.99)
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Susceptibility jsou materiálové parametry, které urč́ıme bud’to ze stavové rovnice nebo
z Gibbsova potenciálu, Gibbsovy volné energie

χe = − 1

V

(
∂2G

∂E2

)
T

, χm = − 1

V

(
∂2G

∂H2

)
T

. (4.100)

Z fundamentálńı rovnice (4.94)/(4.95) pro Gibbs̊uv potenciál dostaneme tak zvaný
piezoelektrický/piezomagnetický jev. Ze záměnnosti druhých derivaćı dostaneme(

∂V

∂Ei

)
T

= −
(
∂Pi
∂P

)
T

,

(
∂V

∂Hi

)
T

= −
(
∂Mi

∂P

)
T

. (4.101)

Piezolelektrický jev, elastické deformace krystalu zp̊usobené tlakem indukovanou změnou
elektrické polarizace, nacháźı široké využit́ı radiotechnice a elektroakustice.

Prakticky významným magnetokalorickým jevem je Debyeova metoda magne-
tického chlazeńı. Tato metoda využ́ıvá možnost snižováńı teploty magnetických látek
jejich demagnetizaćı, to jest redukćı magnetizace v slabém magnetickém poli. Magne-
tizaćı látky p̊usobeńım vněǰśıho magnetického pole se vygeneruje teplo, které můžeme
zapsat ve tvaru

∆Q =

∫
TdS = T∆S . (4.102)

Entropii urč́ıme ze změny entalpie během magnetizováńı materiálu,

∆S = −
(
∂H

∂T

)
P

=
1

2
H2 ∂

∂T
(χmV )P . (4.103)

Teplo vygenerované při izotermicko-izobarické magnetizaci je

∆Q =
1

2
TH2V ϑ , (4.104)

kde jsme označili

ϑ = χmα +

(
∂χm
∂T

)
P

, (4.105)

kde α = V −1 (∂V/∂T )P je koeficient objemové roztažnosti. V ńızkých teplotách můžeme
zanedbat koeficientobjemové roztažnosti a pro paramagnetické materiály můžeme využ́ıt
Curiev̊uv zákon pro teplotńı závislost magnetické susceptibility

χm =
C

T
, (4.106)

kde C Curievoa konstanta úměrná kvadrátu velikosti lokálńıho magnetického momentu.
Magnetizačńı teplo při izotermicko-izochorické změně magnetického pole dH potom v
ńızkých teplotách je

dQ = −HV C
T

∑
i

dHi . (4.107)
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To znamená, že při magnetizaci paramagnetického vzorku (dHi > 0) docháźı k vylučováńı
tepla (dQ < 0) a pro demagnetizaci paramagnetika (dHi < 0) je teplo naopak potřeba
dodat.

K ochlazováńı pomoćı demagnetizace se využije adiabatický děj. Systém adiabaticky
izolujeme, tud́ıž nebude systému při demagnetizaci dodáváno vněǰśı teplo a teplota se
bude nutně snižovat. Pro odhad sńıžeńı teploty při adiabatické demagnetizaci dostaneme
z fundamentálńı rovnice pro entalpii

dH = TdS + V dP −M · dH . (4.108)

Odkud ze záměnnosti druhých derivaćı(
∂T

∂Hi

)
S,P

= −
(
∂Mi

∂S

)
P,H

= −
(
∂Mi

∂T

)
P,H

(
∂T

∂S

)
P,H

= − T

CH

(
∂Mi

∂T

)
P,H

, (4.109)

kde CH je tepelná kapacita při konstantńım magnetickém poli. S použit́ım Curieova
zákona pak (

∂T

∂Hi

)
S,P

=
CH

TCH
> 0 . (4.110)

Při adiabatické demagnetizaci (dHi < 0) docháźı k ochlazováńı paramagnetika. Tato
metoda ochlazováńı funguje pouze pro paramagnetické látky, pro které plat́ı, že mag-
netizace s rostoućı teplotou klesá. Dolńı meźı aplikovatelnosti potom je kritická tep-
lota přechodu látky do feromagnetického stavu, kdy se magnetické momenty uspořádaj́ı
ve směru pole a z̊ustanou spořádány i po vypnut́ı magnetického pole. U látek jejichž
magnetický moment je dán magnetickými momenty atomů lze dosáhnout teplot kolem
10−3K. Nižš́ıch teplot je potom možné dosáhnout pro látky, jejichž magnetické chováńı
je d̊usledkem existence a interakce jaderných spinových (magnetických) moment̊u, pro
něž jsou kritické teploty mnohonásobně nižš́ı než u atomových magnetických moment̊u.



Kapitola 5

Základy statistického popisu
termodynamiky

5.1 Základńı teoretické pojmy a formalismus statis-

tické mechaniky

Ćılem termodynamiky je popis a pochopeńı chováńı makroskopických systémů, které
jsou v rovnováze s tepelným rezervoárem. Termodynamika sama o sobě nemůže zd̊uvodnit,
odkud se berou základńı zákonitosti a zda jsou v souladu s mikroskopickou dynamikou
elementárńıch objekt̊u, ze kterých se makroskopické objekty, jako základńı elementy ter-
modynamického popisu, skládaj́ı. Prvńı termodynamický zákon je samozřejmě př́ımým
d̊usledkem zákona zachováńı energie v makroskopických podmı́nkách. K jeho přijet́ı ne-
potřebujeme bližš́ı znalost mikroskopické dynamiky. Přijet́ı druhého termodynamického
zákona a nevratnosti v termodynamice je méně př́ımočaré.

Podstatné pro termodynamický popis je to, že relevantńı časová škála, na které pozo-
rujeme makroskopické děje, je mnohem větš́ı než časové škály mikroskopických proces̊u
elementárńıch objekt̊u, ze kterých se makroskopická tělesa skládaj́ı. Takže makrosko-
picky rovnovážný stav neznamená vymizeńı mikroskopické dynamiky, ale pouze nezávislost
makroskopických parametr̊u na dynamických fluktuaćıch mikroskopických veličin. Ter-
modynamická rovnováha z mikroskopického hlediska je tedy kvazistacionárńı stav, kde
jsou mikroskopické dynamické fluktuace efektivně vystředovány. To znamená, že časový
vývoj v termodynamice již neńı časovým vývojem mikroskopických objekt̊u, ale vývojem
veličin vystředovaných přes mikroskopické fluktuace. Takže v termodynamice nelze ani
očekávat, že odvod́ıme z prvńıch mikroskopických princip̊u dynamiku termodynamických
stav̊u. Nicméně i tak je d̊uležité zjistit, do jaké mı́ry jsou d̊usledky nevratnosti z druhého
termodynamického zákona v souladu s mikroskopickou dynamikou.

Třet́ı termodynamický zákon je v termodynamice čistě empirická záležitost a k jeho
hlubš́ımu pochopeńı potřebujeme znát detaily mikroskopické dynamiky, hlavně pak
makroskopickými d̊usledky rozd́ılu mezi klasickou a kvantovou mikroskopickou dyna-
mikou.

V neposledńı řadě k úplnému termodynamickému popisu potřebujeme znát sta-
vové rovnice. Bez mikroskopického základu tyto rovnice lze pouze postulovat z expe-

86



KAPITOLA 5. ZÁKLADY STATISTICKÉHO POPISU TERMODYNAMIKY 87

rimentálńıch pozorováńı. Abychom omezili závislost termodynamického popisu na em-
pirických a fenomenologických vstupńıch parametrech, pokuśıme se dospět k termo-
dynamickým zákon̊um a termodynamickému popisu z mikroskopické dynamiky. Tento
postu rozděĺıme do dvou část́ı. Nejdř́ıve se pokuśıme vybudovat termodynamiku v rámci
klasické dynamiky částic a později pak termodynamiku kvantových systémů. Prvńı krok
je jednodušš́ı a je dostatečný pro vysokoteplotńı děje. Kdežto druhý, úplněǰśı postup je
nezbytný pro správný ńızkoteplotńı popis termodynamické rovnováhy.

Základńı reprezentačńı prostory pro klasickou a kvantovou mechaniku jsou r̊uzné. V
prvńım postupu budeme vycházet z klasické hamiltonovské mechaniky a z ńı vyplývaj́ıćıho
statistického popisu ne plně mikroskopicky charakterizovatelného souboru mnoha částic.
Tak vytvoř́ıme rámec klasické statistické mechaniky. Jej́ım ćılem je vytvořit mik-
rskopické modely pro stavové rovnice termodynamického popisu.

5.1.1 Fázový prostor, mikroskopické a makroskopické stavy

Statitická mechanika (fyzika) se zabývá popisem souboru N hmotných částic, jejichž
dynamika se ř́ıd́ı zákony bud’to klasické nebo kvantové mechaniky. I když kvantová
mechanika je obecněǰśı než mechanika klasická, přesto z pedagogických d̊uvod̊u nejdř́ıve
rozebereme statistický popis klasických částic.

N klasických částic je popsáno 3N souřadnicemi (x1, y1, z1, . . . ) a 3N hybnostmi
(px1, py1, pz1, . . . ). Tzn. že stavu N částic odpov́ıdá bod v 6N -rozměrném fázovém pro-
storu. Obecně tento bod označ́ıme X = (q1, . . . , q3N , p1, . . . , p3N) ∈ <6N . Pohybové
rovnice pro tento bod jsou Hamiltonovy rovnice

q̇k =
∂H

∂pk
, ṗk = −∂H

∂qk
, k = 1, 2, . . . , 3N (5.1)

Jelikož Hamiltonovy rovnice jsou diferenciálńımi rovnicemi 1. řádu, potom pohyb
hmotného bodu X v čase t je plně určen počátečńı hodnotou X0 v čase t = 0. Fázový
prostor je tedy geometrickým prostorem transformuj́ıćım vývoj N -částicového systému
do geometrické trajektorie. Ve statistické fyzice se budeme zabývat pouze hamiltoniány,
které vedou na jednoznačné trajektorie (vyloučeny tedy jsou tzv. bifurkace dynamických
trajektoríı).

Nejjednodušš́ım př́ıkladem fázového prostoru je fázová rovina (qp). Typickými tra-
jektoriemi zde jsou harmonický oscilátor popsaný elipsami př́ıpadně pohyb částice v
potenciálové jámě (pravoúhelńık).

Bodem v 6N -rozměrném fázovém prostoru budeme nazývat mikroskopickým sta-
vem. Tento stav je jednoznačně určen 6N souřadnicemi ve fázovém prostoru. V praxi
je však nemožné určit všech 6N parametr̊u jednoznačně definuj́ıćı evoluci N -částicového
systému. Jelikož jsme schopni experimentálně určit pouze některé charakteristiky systému
(globálńı integrály pohybu jako je např. energie), potom nemáme dostatečný počet
proměnných, pomoćı kterých bychom rozlǐsili jednotlivé mikroskopické stavy. Proto ne
jednotlivé mikroskopické stavy jsou pro nás d̊uležité, ale sṕı̌se soubory mikroskopických
stav̊u, které vyhovuj́ı určitým makroskopickým podmı́nkám (např. maj́ı stejnou energii,
atd.) a které nazýváme makroskopické stavy. Úkolem fyzikálńı teorie je ze zadaných ex-
perimentálńıch fakt̊u zkonstruovat dynamické rovnice pro fundamentálńı objekty daného
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problému. Fundamentálńımi objekty jsou takové veličiny, které se daj́ı dostupnými (ex-
perimentálńımi) prostředky rozlǐsit.

Jelikož v systémech s mnoha částicemi jsme schopni rozlǐsovat pouze makroskopické
veličiny, jsou fundamentálńı objekty statistické mechaniky makroskopické stavy.

5.1.2 Statistický popis, fázová kapalina, Liouville̊uv teorém

Mechanika, kde elementárńımi objekty jsou makroskopické stavy, se stává statistickou
teoríı, statistickou mechanikou. Makroskopickými stavy totiž do mechaniky vstupuje te-
orie pravděpodobnosti, nebot’ všechny mikroskopické stavy, které odpov́ıdaj́ı jedinému
makroskopickému stavu, jsou z hlediska statistické mechaniky ekvivalentńı, a tedy ne-
rozlǐsitelné. Tzn. statistický popis má v mechanice za ćıl popsat vývoj neúplně určeného
mechanického systému.

Předpokládejme nyńı, že makroskopický stav je popsán souborem makroskopických
veličin, funkćı na 6N -rozměrném prostoru F1(x), . . . , Fn(x), přičemž n � N . Potom
makroskopickým stavem Φ = (f1, . . . , fn) je část fázového objemu ΓΦ daná vzorem
bodu Φ ∈ Rn , tj.

ΓΦ = {F−1
1 (f1) ∩ F−1

2 (f2) . . . F−1
n (fn)} (5.2)

Tzn. makroskopický stav neurčuje mikroskopické souřadnice ve fázovém prostoru
jednoznačně. Souřadnice ve fázovém prostoru X jsou náhodné veličiny a muśıme přej́ıt
na statistický popis.

Od každé fyzikálńı teorie očekáváme, že je schopna determinovat vývoj elementárńıch
objekt̊u. Tak i statistická mechanika, jakožto fyzikálńı teorie, muśı nalézt dynamickou
rovnici pro makroskopické stavy nebo funkci na makroskopických stavech. Touto rovnićı
je Liouvilleova rovnice, která je dynamickou rovnićı pro fázovou kapalinu. Jak jsme viděli,
tak makroskopické veličiny jsou náhodnými proměnnými. Jevy jsou jednotlivé mikrosko-
pické stavy, body fázového prostoru. Makroskopickému stavu odpov́ıdá část (souvislá
nebo nesouvislá) fázového objemu. Proto zavedeme distribučńı, rozdělovaćı funkci (z
teorie pravděpodobnosti) neboli fázovou hustotu pravděpodobnosti rozložeńı mikrosko-
pických stav̊u odpov́ıdaj́ıćıch danému makrostavu Φ. Označ́ıme tuto hustotu w(x, t). Li-
ouvilleova rovnice je dynamickou rovnićı popisuj́ıćı časový vývoj funkce w(x, t). Funkce
w(x, t) popisuje geometricky časový vývoj fázové kapaliny s hustotou w(x, t). Ukážeme,
že v d̊usledku Hamiltonových rovnic je fázová kapalina nestlačitelná. Vzhledem k makro-
skopickým stav̊um vyjadřuje w(x, t) pravděpodobnost, že mikroskopický stav X v čase
t realizuje makroskopický stav Φ.

Liouvilleova rovnice je př́ımým d̊uledkem Hamiltonových rovnic 5.1. Plat́ı

dw(x, t)

dt
=

3N∑
i=1

[
∂w

∂qi

dqi
dt

+
∂w

∂pi

dpi
dt

]
+
∂w

∂t
=

3N∑
i=1

[
∂w

∂qi

dH

dpi
− ∂w
∂pi

dH

dqi

]
+
∂w

∂t
= {w,H}+∂w

∂t
,

(5.3)
kde {} označuje Poissonovy závorky. V daľśım kroku využijeme nestlačitelnosti fázové
kapaliny. Tj.

d

dt
|Γ(t)| = d

dt

∫
Γ0

∂X t

∂X0

dX0 = 0, (5.4)
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kde ∂Xt

∂X0 = det
( ∂Xt

i

∂X0
j

)
= D(t) je jakobián kanonické transformace z času t0 → t. Předpokládáme,

že jednotlivé fázové trajektorie se neprot́ınaj́ı, tj. kanonická transformace je jednoznačná.
Označ́ıme

aij =
∂X t

i

∂X0
j

;
∂D

∂aij
= Dij.

Z vlastnost́ı determinantu v́ıme, že
∑

kDikajk = δijD. Plat́ı tedy

dD

dt
=

6N∑
i,k

∂D

∂aik

daik
dt

=
6N∑
i,k

Dik
d

dt

(
∂X t

i

∂X0
k

)
=

6N∑
i,k

Dik
∂Ẋ t

i

∂X0
k

=
6N∑
i,k,l

Dik
∂Ẋ t

i

∂X t
l

∂X t
l

∂X0
k

=
6N∑
i,k

Dikajk
∂Ẋ t

i

∂X t
l

= D
6N∑
l

∂Ẋ t
l

∂X t
l

.

Z pohybových rovnic źıskáme

6N∑
j=1

∂Ẋj

∂Xj

=
3N∑
k=1

(
∂q̇k
∂qk

+
∂ṗk
∂pk

)
=

3N∑
k=1

(
∂2H

∂qk∂pk
− ∂2H

∂pk∂qk

)
= 0.

S použit́ım těchto vztah̊u dostaneme

d

dt
|Γ(t)| =

∫
Γ0

d

dt
D(t)dX0 = 0.

Vztah (5.4) se někdy nazývá Liouville̊uv teorém o nestlačitelnosti fázové kapaliny.
Hustota na fázovém prostoru w(x, t) muśı být normována na jednotku.

1 =

∫
Γ

w(X t, t)dX t ⇒ d

dt

∫
Γ

w(X t, t)dX t = 0

Posledńı rovnici můžeme ještě upravit

0 =
d

dt

∫
Γ

w(X t, t)dX t =

∫
Γ0

d

dt
(w(X t, t)D(t))dX0 =

∫
Γ0

d

dt
w(X t, t)D(t)dX0.

Jelikož fázový objem Γ0 může být libovolně malý, potom d
dt
w(X t, t) = 0. Dostáváme

tak Liouvilleovu rovnici charakterizuj́ıćı dynamiku fázové kapaliny

∂

∂t
w(X t, t) = {H,w}. (5.5)

5.2 Matematická statistika a teorie pravděpodobnosti

Jestliže popisujeme systém, který se skládá z velkého počtu elementárńıch objekt̊u,
potom je zapotřeb́ı tyto objekty nějakým zp̊usobem započ́ıtávat a klasifikovat. Je-
likož, jak uvid́ıme později, makroskopické veličiny nezáviśı na konkrétńı realizaci mi-
krostavu, tj. okamžitých poloh a rychlost́ı jednotlivých částic, je nutné zavést pojmy
jako jsou pravděpodobnost, permutace, kombinace, stochastická proměnná atd. Těmito
elementárńımi jevy se budeme zabývat v této kapitole.
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5.2.1 Permutace, kombinace, pravděpodobnost

Jestliže popisujeme systém s velkým počtem objekt̊u, tak je mnohdy potřeba z tohoto
systému vybrat podsystém s určitými vlastnostmi, které splňuje jen část z celkového
počtu objekt̊u. K tomuto účelu je dobré zavést kombinatorické pojmy jako jsou permu-
tace a kombinace.

Permutace je libovolný, uspořádaný výběr objekt̊u.

Kombinace je libovolný výběr objekt̊u bez zohledněńı uspořádáńı.

Tzv. permutace a kombinace jsou specifická omezeńı výběru z dané množiny prvk̊u.
Co nás bude zaj́ımat je počet možných výběr̊u nebo počet realizaćı určitého typu výběru.

Př́ıklad 5.2.1. Počet permutaćı N prvk̊u

PN = N(N − 1) . . . 2 = N !.

Př́ıklad 5.2.2. Počet r̊uzných permutaćı n prvk̊u vybraných z množiny o N elementech

PN
n = N(N − 1) . . . (N − n+ 1) =

N !

(N − n)!
.

Př́ıklad 5.2.3. Počet r̊uzných kombinaćı n prvk̊u vybraných z množiny o N elementech

CN
n =

(
N

n

)
=

N !

n!(N − n)!
.

Třebaže pojmy permutace a kombinace jsou jednoznačně definovány, nemuśı být v
praxi mnohdy zcela jasné, zda-li se jedná o kombinatorický či permutačńı výběr.

Ve fyzice, a nejen tam, nás zaj́ımá sṕı̌se než celkový počet možných realizaćı, poměr
mezi možnými a všemi realizacemi, tj. dostáváme se k pojmu kombinatorické pravděpodobnosti
(existuje ještě také množinová, čili axiomatická pravděpodobnost). Mnohdy také mluv́ıme
o poměrné četnosti výskytu daného jevu. Např. háźıme-li kostkou, pravděpodobnost, že
padne některé č́ıslo (poměrná četnost jednotlivých č́ısel) je 1/6.

Pravděpodobnost je č́ıslo vyjadřuj́ıćı poměr mezi počtem realizaćı určitého jevu a
celkovým počtem možných realizaćı.

To znamená, že pravděpodobnost lze chápat jako nezápornou funkci P (A) na je-
vovém poli A (3 A), splňuj́ıćı následuj́ıćı vlastnosti:

1. A 3 A −→ P (A) ∈ [0, 1]

2. Pravděpodobnost jistého jevu se rovná jedné a pravděpodobnost prázdného jevu
se rovná nule.

P (I) = 1 ∧ P (0) = 0.
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3. Jestliže se dva jevy vylučuj́ı, tzn. jeden jev nemůže nastat současně s druhým, pak
je pravděpodobnost výskytu jednoho nebo druhého jevu rovna součtu pravděpodobnost́ı
jednotlivých jev̊u.

AB = 0⇒ P (A+B) = P (A) + P (B).

4. Jestliže se zaj́ımáme o poměrnou četnost jevu A při současné realizaci jevu B
P (AB), potom mluv́ıme o podmı́něné pravděpodobnosti jevu A jevem B a plat́ı
pro ni

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
.

5. Jestliže jevy A, B jsou nezávislé, pak plat́ı

P (AB) = P (A)P (B).

Mnohdy je užitečné použ́ıt množinovou charakterizaci jev̊u, tzn. sjednoceńı jev̊u:
A+B ⇐⇒ A ∪B a pr̊unik jev̊u: AB ⇐⇒ A ∩B.

Často se tedy ṕı̌se P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) a P (A|B) = P (A∩B)
P (B)

.
Tyto pravděpodobnostńı pojmy budeme ilustrovat na několika př́ıkladech.

Př́ıklad 5.2.4. Dokažte, že P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) .
Můžeme psát A∪B = A∪(Ā∩B), přičemž Ā = I \A je doplněk množiny A (jevu A).

Tedy A∩ĀB = 0 a P (A∪B) = P (A)+P (ĀB). Současně P (B) = P (A∩B)+P (Ā∩B).
Vzájemným odečteńım dostaneme P (A ∪B)− P (B) = P (A)− P (A ∩B).

Př́ıklad 5.2.5. Máme n kouĺı, které máme rozdělit doN krabic. Je třeba naj́ıt pravděpodobnost,
že v jedné libovolné krabici bude k kouĺı za předpokladu, že

a) koule jsou neekvivalntńı (Maxwell-Boltzmann),
b) koule jsou ekvivalentńı (Bose-Einstein),
c) koule jsou ekvivalentńı, ale v jedné krabici smı́ být maximálně jedna koule (Fermi-

Dirac).
Nejdř́ıve spočtěme počet všech realizaćı rozděleńı n kouĺı do N krabic:
a) Pro každou kouli máme N možnost́ı, tj ZMB = Nn.
b) Jelikož jsou koule nerozlǐsitelné, potom počet možných rozmı́stěńı źıskáme tak,

že mezi n kouĺı vkládáme N − 1 děĺıtek. Přičemž do prvńı krabice dáme všechny koule,
které jsou před prvńım děĺıtkem, atd. Celkem tedy máme ZB =

(
n+N−1

n

)
.

c) Jestliže n > N , potom ZFD = 0, jestliže n < N , tak počet realizaćı je dán počtem
možných výběr̊u n krabic (obsazených) z celkového počtu N , tj. ZFD =

(
N
n

)
.

V daľśım kroku je potřeba naj́ıt pravděpodobnost, že ve vybrané krabici je k kouĺı.
a) Máme

(
n
k

)
možnost́ı vybrat k kouĺı z n. Zbylých n− k kouĺı je potřeba rozdělit do

N − 1 krabic.

PMB(k;n,N) =

(
n

k

)
(N − 1)n−k

1

Nn
=

(
n

k

)(
1

N

)k(
1− 1

N

)n−k
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b) Jelikož koule jsou ekvivalentńı, tak stač́ı uvažovat pouze počet možnost́ı, kterými
lze rozdělit n− k kouĺı do N − 1 krabic. Tj.

PBE(k;n,N) =

(
n−k+N−2

n−k

)(
n+N−1

n

)
c) V krabici může být maximálně jedna koule (k ≤ 1) a n ≤ N . Potom analogicky k

předchoźımu př́ıpadu źıskáme

PFD(1;n,N) =

(
N−1
n−1

)(
N−1
n

) =
n

N

5.2.2 Stochastické (náhodné) proměnné a distribučńı funkce

V předchoźım př́ıkladě jsme viděli elementárńı aplikaci fyzikálńıch rozděleńı (distribučńıch
funkćı). Abychom pochopili lépe význam distribučńıch funkćı, je třeba zavést pojem sto-
chastické (náhodné) proměnné.

Náhodná proměnná je zobrazeńı z jevové množiny A do reálných č́ısel

X : A 3 A −→ R1, X = {x1, x2, . . . },

přičemž inverzńı zobrazeńı přǐrazuje každému intervalu nějaký jev z A.

Náhodné proměnné mohou být bud’to diskrétńı, kdy hodnoty náhodné proměnné
X jsou diskrétńı č́ısla x1, x2, . . . nebo spojitý interval.

Distribučńı funkce Nezáporná funkce f definovaná na hodnotách náhodných proměnných
s vlastnost́ı úplnosti:

∑
i

f(xi) = 1 př́ıpadně

∫
dxf(x) = 1 (5.6)

se nazývá pravděpodobnostńı distribučńı funkce.

Momenty distribučńıch funkćıch V daľśım bude výhodné definovat momenty dis-
tribučńı funkce, nebot’ většinou ty jsme schopni určit, na rozd́ıl od distribučńı
funkce jako takové.

〈Xn〉 =
∑
i

xni f(xi) př́ıpadně 〈Xn〉 =

∫
xnf(x)dx (5.7)

Přičemž velkými ṕısmeny označujme náhodné proměnné, malými jej́ı hodnoty.

Znalost všech moment̊u náhodné proměnné dává úplnou informaci o náhodném
procesu nebo distribučńı funkci.
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Variance (rozptyl) náhodné proměnné je

σ(X) = [〈X2〉 − 〈X〉2]1/2 (5.8)

Charakteristická funkce může být vhodněǰśı pro popis problému než distribučńı
funkce. Jedná se o Fourier̊uv obraz distribučńı funkce.

Φ(k) = 〈eikx〉 =

∫
dµ(x)eikxf(x) =

∞∑
n=0

(−ik)n

n!
〈xn〉, (5.9)

kde mı́ra µ(x) je bud’to bodová pro diskrétńı náhodné proměnné nebo Lebesguova
pro spojité.

Kumulantńı rozvoj

Φ(k) = exp

{
∞∑
n=1

(ik)n

n!
Cn(x)

}
,

kde Cn(x) je n-tý kumulant charakteristické funkce.

C1(x) = 〈x〉, C2(x) = 〈x2〉 − 〈x〉2.

Jestliže máme dvě náhodné proměnné X, Y , potom lze X x Y opět chápat jako
náhodnou proměnnou, přičemž společná distribučńı funkce bude f(x, y). Můžeme defi-
novat několik veličin

Kovariance

cov(X, Y ) =

∫
dµ(X)dµ(Y )f(x, y)(X−〈X〉)(Y −〈Y 〉) = 〈XY 〉−〈X〉〈Y 〉, (5.10)

přičemž fx(x) =
∫
dµ(y)f(x, y) a fy(y) =

∫
dµ(x)f(x, y).

Korelace je daľśım významným pojmem, definovaný následovně

cor(X, Y ) =
cov(X, Y )

σ(x)σ(y)
=

〈XY 〉 − 〈X〉〈Y 〉
[(〈X2〉 − 〈X〉2)(〈Y 2〉 − 〈Y 〉2)]1/2

(5.11)

Korelace tedy určuje mı́ru závislosti mezi veličinami X a Y , přičemž cor(X,X) = 1
a naopak, jestliže cor(X, Y ) = 1⇒ X = Y .
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Binomické rozděleńı

Představme si, že máme sériiN statisticky nezávislých pokus̊u s dvěma možnými výsledky.
Těm přǐrad́ıme náhodnou proměnnouX s hodnotami±1. Přičemž necht’ pravděpodobnost,
že při jednom źıskáme výsledek 1 je p a výsledek -1 źıskáme s pravděpodobnost́ı q = 1−p.
Zaj́ımá nás nyńı pravděpodobnost, že z N pokus̊u źıskáme právě n výsledk̊u +1. Jelikož
s jedná o nezávislé pravděpodobnosti, potom hledané č́ıslo je

PN(n) =
N !

n!(N − n)!
pnqN−n. (5.12)

Celková pravděpodobnost výsledku N pokus̊u muśı být 1, tedy

N∑
n=0

PN(n) =
N∑
n=0

N !

n!(N − n)!
pnqN−n = (p+ q)N = 1

Snadno urč́ıme momenty binomického rozděleńı:

〈n〉 =
N∑
n=0

nPN(n) =
N∑
n=0

N !n

n!(N − n)!
pnqN−n = p

d

dp
[
N∑
n=0

PN(n)] = p
d

dp
(p+ q)N = Np

〈n2〉 =
N∑
n=0

n2PN(n) = (p
d

dp
)2[

N∑
n=0

PN(n)] = (Np)2 +Npq

Rozptyl tedy je
σ2
N = 〈n2〉 − 〈n〉2 = Npq.

Stirlingova formule

V limitě velkých č́ısel, velkého počtu realizaćı N →∞ potřebujeme analyticky vyjádřit
faktoriály a kombinatorická č́ısla. Takové potřebné analytické vyjádřeńı nab́ıźı Stirlin-
gova formule

N !
.
=
√

2πN

(
N

e

)N
, (5.13)

která plat́ı asymptoticky v limitěN →∞. Jednoduché odvozeńı vedoućıho řádu závislosti
faktoriálu na mocnině N lze dostat z následuj́ıćıho vyjádřeńı:

lnN ! =
N∑
n=1

lnn −−−→
N→∞

∫ N

1

dm lnm = N lnN −N + 1

což vede na závislost N ! ≈ (N/e)N .
Přesněǰśı odvozeńı asymtotického chováńı chováńı faktoriálu źıskáme z integrálńı

reprezentace gamma funkce. Plat́ı

n! =

∫ ∞
0

dttne−t =

∫ ∞
0

dtef(t)
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kde jsme označili f(t) = n ln t−t. V limitě velkého n je hlavńı př́ıspěvek do integrálu kon-
centrován kolem sedlového bodu odpov́ıdaj́ıćıho minimu funkce f(t). Snadno zjist́ıme,
že sedlový bod je pro t = n. Zavedeme nyńı proměnnou ξ = t − n. V této proměnné
rozvineme exponent kolem sedového bodu.

f(n+ ξ)− f(n) = −ξ
2

n

∞∑
m=0

(−1)m
(ξ/n)m

m+ 2
= −η2 + g

(
η

√
2

n

)
,

když jsem označili η = ξ/
√

2n. Tud́ıž

n! = ef(n)

∫ ∞
−∞

dξ exp

{
−η2 + g

(√
2

n
η

)}
=
√

2n
(n
e

)n ∫ ∞
−∞

dη e−η
2
∞∑
m=0

g
(
η
√

2
n

)m
m!

.

Prvńı člen tohoto rozvoje je Stirlingovo asymptotické vyjádřeńı faktoriálu.

Výpočet asymptotických integrál̊u metodou největš́ıho spádu

Užitečná metoda výpočtu asymptotických hodnot integrál̊u analytických funkćı je tak
zvaná metoda největš́ıho spádu. Tato metoda dává předpis asymptotického chováńı
integrálu typu

∫∞
0
dt exp{−xh(t)}v limitě x → ∞ pro funkce h(t) ≥ 0. Obecně plat́ı

následuj́ıćı tvrzeńı

Tvrzeńı 5.2.1. Necht’ g(t) je omezená a spojitá funkce pro 0 ≤ t < ∞ a g(0) 6= 0.
Necht’ dále h(t) je reálná a spojitá funkce na intervalu [0,∞), přičemž h(t) < h(0) pro
všechna t > 0. Jestlǐze derivace h′(t) existuje na intervalu [0, δ] pro některé δ, přičemž
h′(0) = 0 a existuj́ı druhá derivace v počátku h′′(0) > 0 a integrál

∫∞
0

exp{zh(t)}dt pro
<z > 0, potom v limitě z →∞∫ ∞

0

g(t)ezh(t)dt ∼ g(0)

√
π

−2zh′′(0)
ezh(0), (5.14)

pro | arg z| ≤ π/2− α a 0 < α < π/2.

Z podmı́nek h(t) < h(0) a h′(0) = 0 plyne, že h′′(0) < 0. Z věty o středńı hodnotě
pro spojité funkce reálné proměnné pro každé ε > 0 najdeme delta > 0 takové, že

|h(t)− h(0)− 1

2
h′′(0)t2| ≤ εt2

pro všechna t ≤ δ. Z této nerovnosti dostaneme dolńı a horńı mez pro integrál na
intervalu [0, δ]∫ δ

0

ez(h(0)+1/2t2h′′(0)−εt2dt <

∫ δ

0

ezh(t)dt <

∫ δ

0

ez(h(0)+1/2t2h′′(0)+εt2dt .

Dále plat́ı ∫ ∞
δ

ezh(t)dt =

∫ ∞
δ

e(z−1)h(t)eh(t)dt < e(z−1)h(δ)

∫ ∞
δ

eh(t)dt −−−→
z→∞

0 .
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To znamená, že v limitě z →∞ do integrálu přisṕıvá pouze integrand z bĺızkosti maxima
integrandu. Toto plat́ı taky pro horńı a dolńı mez, které pak můžeme explicitně spoč́ıtat∫ ∞

0

ez(h(0)+1/2t2h′′±εt2dt =

√
π

−2z[h′′(0)± ε]

pro <z > 0 a odmocnina je brána z levé komplexńı poloroviny. Jelikož ε je libovolné obě
meze v limitě z →∞ splynou a definuj́ı výslednou hodnotu hledaného integrálu.

Metoda největš́ıho spádu funguje pro integrály na kladné poloose. V komplexńı ro-
vině potom metoda největš́ıho spádu přecháźı v metodu sedlového bodu, kterou později
použijeme pro odvozeńı nejpravděpodobněǰśıho statistického rozděleńı v odd́ılu sec:Darwin.

5.2.3 Zákon velkých č́ısel a centrálńı limitńı věta

Ve statistické fyzice se zaj́ımáme o systémy s velkým počtem částic, a tedy s velkým
počtem možných stav̊u (jev̊u). Proto nás zaj́ımaj́ı v prvé řadě pravděpodobnost dis-
tribučńı funkce v limitě velkých počt̊u pokus̊u N →∞. V této limitě budeme využ́ıvat
dvou teorémů.

Tvrzeńı 5.2.2 (Zákon velkých č́ısel (Bernoulli)). Jestlǐze pravděpodobnost výskytu
daného jevu A je P (A) = p , 0 < p < 1 a hA(N) je poměrná četnost jevu A v po-
sloupnosti N nezávislých pokus̊u. Potom

lim
N→a

hA(N) = p. (5.15)

D̊ukaz. Plat́ı

P (|hA(N)− p| < ε) =
∑

k;|k−Np|<Nε

(
N

k

)
pkqN−n,

nebot’ se jedná o nezávislé pokusy. Jelikož z binomického rozděleńı v́ıme, že

N∑
k=0

(k −Np)2

(
N

k

)
pkqN−k = Npq

potom

Npq ≥
∑

|k−Np|≥εN

(
N

k

)
pkqN−k(k −Np)2 ≥ ε2N2

∑
|k−Np|≥εN

(
N

k

)
pkqN−k

∑
|k−Np|≤εN

(
N

k

)
pkqN−k = 1−

∑
|k−Np|≤εN

(
N

k

)
pkqN−k ≥ 1− pq

ε2N

V limitě N →∞ tedy P (|hA(N)− p| < ε)→ 1, tud́ıž hA(N)→ p.
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Tvrzeńı 5.2.3 (Centrálńı limitńı věta). Jestlǐze náhodná proměnná X je charakteri-
zována distribučńı funkćı f(x), potom nová náhodná proměnná YN = 1

N

∑N
i=1 xi − 〈x〉

(xi maj́ı stejnou distribučńı funkci, N je počet realizaćı proměnné Y ) je v limitě N →∞
charakterizována gaussovskou distribučńı funkćı

f(yN) =

√
N

2πσ2
e−Ny

2
N/2σ

2

, (5.16)

kde 〈X〉 =
∫
dµ(x)xf(x) a 〈σ2〉 =

∫
dµ(x)x2f(x)− [

∫
dµ(x)xf(x)]2 = 〈x2〉 − 〈x〉2.

D̊ukaz. Charakteristická funkce náhodné proměnné yN je

ΦYN =

∫
dµ(x1) . . . dµ(xN)f(x1) . . . f(xN)e

i
N
k
∑N
i=1(xi−〈x〉) =

[
φX

(
k

N

)]N
=

=

[
1− k2

2N2
(〈x2〉 − 〈x〉2)

]N
= e−

kσ2

2N .

zpětnou Fourierovou transformaćı źıskáme výsledek.

Př́ıklad 5.2.6 (Přibĺıžeńı binomického rozděleńı gaussovým). Použijeme Stirlingovu
formuli, která pro n→∞ aproximuje faktoriál

n! ≈
√

2πn

(
n

e

)n
(5.17)

Tato formule nám umožńı převést kombinatorická č́ısla na analytické funkce. Použijeme
tedy Stirlingovu formuli ve vztahu pro binomické rozděleńı a dostaneme

PN(n) =
1√

1πN

(
n

N

)−n−1/2(
N − n
N

)n−N−1/2

pn(1− p)N−n

což přeṕı̌seme do exponenciálńıho tvaru

PN(n) =
1√

1πN
e−(n+1/2) ln n

N
−(N−n+1/2)ln(1− n

N
)+n ln p+(N−n) ln 1−p. (5.18)

Nyńı rozvineme tento vztah kolem středńı hodnoty 〈n〉 = Np. Potom

PN(n) = PN(〈n〉)e
1
2
B2ε2+ 1

6
B3ε3+...,

kde ε = n− 〈n〉 a Bk =

[
dk ln

√
2πNPN (n)
dnk

]
n=〈n〉

.

Snadno se přesvědč́ıme, že plat́ı

B2 = − 1

Npq
, B3 =

1

N2p2q2
(q2 − p2).
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Pak v př́ıpadě Npq � 1 (limita velkých č́ısel)

PN(n) ∼ 1

σN
√

2π
exp

{
−1

2

(n− 〈n〉)2

σ2
N

}
, (5.19)

kde σN =
√
Npq � 1. Tzn. pro velká N můžeme binomické rozděleńı velice dobře

přibĺıžit normálńım (gaussovským) rozděleńım. PřičemžN , kde normálńı rozděleńı dobře
aproximmuje binomické, má hodnotu N ∼ 10.

Gaussovské rozděleńı je limitou rozděleńı při velkém počtu realizaćı, pokud p je
konečné a tedy Np → ∞ . Pokud plat́ı n → ∞, p → 0 a zaroveň Np = a, pak je
výsledkem pro n� N je Poissonovo rozděleńı

PN(n) =
an

n!
e−a. (5.20)

5.3 Termodynamika na fázovém prostoru – statis-

tický popis ideálńıho plynu

Termodynamicky rovnovážný stav odpov́ıdá řešeńı Liouvillevy rovnice, která na makro-
skopických časových škálách neměńı makroskopické parametry systému. Celková energie
se zachovává a jelikož vnitřńı energie je jediný vnitřńı parametr termodynamicky rov-
novážného stavu, můžeme předpokládat, že celková energie je jediným makroskopickým
parametrem rovnovážného stavu. Systém je z mikroskopického hlediska neurčen, jeho
mikroskopická realizace je tedy náhodná veličina. Muśıme se tedy uchýlit ke statis-
tickému popisu rovnovážných stav̊u. Statistický popis ovšem nikterak neřeš́ı problém
jakým zp̊usobem a zda v̊ubec trajektorie Liouvilleovy rovnice může dosáhnout rov-
novážného stavu. To muśıme, stejně jako v termodynamice, předpokládat.

V tomto odd́ılu ukážeme, jak je možné dospět k termodynamickým veličinám na
fázovém prostoru částic, které splňuj́ı zákony klasické mechaniky. Samozřejmě takto
vybudovaná teorie nemůže být úplná a bezesporně platná, nebot’ ne klasická, ale kvan-
tová mechanika muśı být základem úplné statistické mechaniky. Jednak z historických
ale i pedagogických d̊uvod̊u voĺıme cestu přes klasickou statistickou mechaniku k úplné
kvantové statistické mechanice. Matematické a obecněǰśı základy statistického popisu
termodynamických děj̊u, které jsou ćılem statistické mechaniky vylož́ıme až v následuj́ıćı
kapitole.

5.3.1 Izolovaný systém – postulát stejných pravděpodobnost́ı

Jak jsme již uvedli, statistická mechanika nemá za ćıl určit jednoznačně a úplně stav N ≈
1023 částic statistického souboru. Vzhledem k možnostem experimentálńıho rozlǐseńı se
naše znalost statistického souboru redukuje na několik makroskopických veličin jako
jsou počet částic, energie, objem atd. Tzn. jednomu makrostavu odpov́ıdá celý soubor
mikrostav̊u a fyzikálńı, měřitelné veličiny se stávaj́ı náhodnými proměnnými. Statis-
tická mechanika má k dispozici neúplnou informaci o mikroskopické realizaci makrosko-
pického stavu. Tento nedostatek je třeba ke konzistentńımu popisu nahradit novým po-
stulátem o rozložeńı pravděpodobnosti realizace daného makroskopického stavu. Tento
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postulát nemůže být chápán jako nový fundamentálńı fyzikálńı zákon. Je to sṕı̌se odraz
naš́ı zkušenosti se statistickými soubory. Jediným motivem zavedeńı tohoto postulátu
je umožnit kvantitativně popsat s dostupným počtem měřitelných veličin statistické
soubory, jejichž mikroskopické realizace se ř́ıd́ı výhradně bud’to klasickou nebo kvan-
tovou mechanikou. Jediným kritériem pro přijet́ı nebo odmı́tnut́ı postulátu statistické
mechaniky je souhlas nebo rozpor s pozorovanými př́ırodńımi jevy.

Statistická mechanika je teorie, která se zabývá idealizovanými izolovanými systémy
v rovnováze. Statistická mechanika nezkoumá, jakým zp̊usobem se systémy do rovnováhy
dostanou a zda se v̊ubec do rovnováhy mohou dostat. Statistická mechanika pouze
určuje, jaké vlastnosti má rovnovážný stav daného systému.

Ve statistické formulaci na fázovém prostoru potom rovnovážný stav odpov́ıdá rozděleńı
pravděpodobnost́ı, které nezáviśı explicitně na čase. Tj. z Liouvilleovy rovnice plat́ı pro
rovnovážný stav

∂w

∂t
= {H,w} = 0. (5.21)

To znamená, že rozdělovaćı funkce w(X) na fázovém prostoru je integrálem pohybu,
respektive funkćı pouze integrál̊u pohybu.

Postulát stejných pravděpodobnost́ı Jestlǐze je makroskopický, izolovaný systém v
termodynamické rovnováze, potom všechny jeho mikroskopické realizace, které vy-
hovuj́ı podmı́nkám charakterizuj́ıćım daný makroskopický stav, jsou stejně pravdě-
podobné.

Standardně ve statistické mechanice voĺıme jako makroskopické paramtery N – počet
částic tvoř́ıćıch makroskopický soubor, V – objem, který tyto částice zauj́ımaj́ı a E –
celková energie systému. Tzn. zabýváme se pouze ergodickými systémy. Pro tyto systémy
je prakticky postulát stejných pravděpodobnost́ı př́ımým d̊usledkem ergodičnosti, tj.
předpokladu, že existuje pouze jediný izoluj́ıćı integrál pohybu, totiž energie. N, V,E
jsou extenzivńı veličiny, tj. úměrné N .

Z postulátu stejných pravděpodobnost́ı plyne, že izolovaný systém v termodynamické
rovnováze je tzv. mikrokanonickým souborem. Takový soubor je definován pravděpodobnost́ı
w(X) vztahem

w(x) =

{
konst jestliže E < H(X) < E + ∆
0 v jiných př́ıpadech

, (5.22)

kde X := (q1, . . . ,qN; p1, . . . ,pN), ∆ � E je jednotka energetické škály (nezávislé
na N). Vztah (5.22) vypov́ıdá, že v mikrokanonickém souboru jsou všechny stavy v
energetické slupce E ′ ∈ (E,E + ∆) stejně pravděpodobné a stavy s energíı mimo tento
interval nepřisṕıvaj́ı do mikrokanonického souboru v̊ubec.

Jelikož rozdělovaćı funkce mikrokanonického souboru w(x) nezáviśı na definici ener-
getické škály, lze tuto funkci zapsat ve tvaru

w(X) =
1∑
(E)

δ(E −H(X)), (5.23)
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přičemž Σ(E) = dΩ(E)/E,Ω(E) =
∫
H(x)<E

dX; tj Σ(E) je plocha energetické nadplochy

ve fázovém prostoru, Ω(E) je fázový objem. Budeme ještě použ́ıvat značeńı Γ(E)

Γ(E) = Ω(E + ∆)− Ω(E). (5.24)

Jelikož statistická mechanika je mikroskopickou teoríı fenomenologické termodyna-
miky, muśıme naj́ıt veličinu, která nám zprostředkuje spojeńı mezi termodynamickými
veličinami a fázovým prostorem. Touto veličinou je entropie. Entropii na fázovém pro-
storu definujeme následuj́ıćım zp̊usobem

S(E, V ) ≡ kB ln (Γ(E)/∆Γ) , (5.25)

kde ∆Γ = (2π~)3N je elementárńı fázový objem a k je Boltzmannova konstanta (uni-
verzálńı) k = 1, 38 · 10−23JK−1.

Entropie je tedy mı́rou nebo počtem realizaćı daného makroskopického stavu s danou
energíı (určenou s přesnost́ı ∆) a daným objemem. Obecně můžeme entropii definovat v
libovolně velkém fázovém prostoru, ovšem vlastnosti termodynamické entropie má entro-
pie pouze v limitě velkého počtu částic. Obecně to dokážeme později. V tomto okamžiku
z uvedené definice entropie můžeme odvodit termodynamiku klasického ideálńıho plynu.

5.4 Ideálńı plyn – řešeńı Gibbsova paradoxu

Ideálńı plyn se skládá z N neinteraguj́ıćıch částic, jejichž dynamika je popsána sumou
jednočásticových hamiltonián̊u

H =
1

2m

N∑
i=1

pi
2 (5.26)

Nyńı vypočteme fázový objem plynu, který je uzavřen v objemu V . Abychom však
mohli definovat entropii, muśıme zavést fyzikálńı konstantu h, která má rozměr [hyb-
nost]x[vzdálenost]. Jej́ı význam vyplyne později z kvantové statistické mechaniky. Tedy

Ω(E) =

∫
d3q1 . . . d

3qNd3p1 . . . d
3pN

h3N
(5.27)

Jelikož E = p2

2m
, potom se výpočet fázového objemu redukuje na výpočet objemu

3N -rozměrné koule K3N , s poloměrem R =
√

2mE. Naṕı̌seme

Ω(E) =

(
V

h3

)N
K3N(R), (5.28)

kde

K3N(R) =

∫
∑3N
i=1 p

2
i=R

2

dp1..dp3N .

Je jasné, že K3N(R) = C3NR
3N . K určeńı konstanty C3N využijeme následuj́ıćıch vztah̊u∫ ∞

−∞
dx1 . . .

∫ ∞
−∞

dx3N e−(x21+···+x23N ) = π3N/2,
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S3N(R) =
∂

∂R
K3N(R)

a

∫ ∞
−∞

dx1 . . .

∫ ∞
−∞

dx3N e
−(x21+···+x23N ) =

∫ ∞
0

dR S3N(R)e−R
2

= 3NC3N

∫ ∞
0

dR R3Ne−R
2

=

=
3N

2
C3N

∫ ∞
0

dt t
3N
2
−1e−t =

3N

2
C3NΓ(

3N

2
).

Odtud pak

C3N =
π3N/2

Γ(3N
2

+ 1)
∼ π3N/2

√
3πN(3N

2e
)3N/2

.

Fázový objem tedy je

Ω(E) =

√
1

3πN

[
V

h3

(
4πmEe

3N

)3/2]N
(5.29)

Z rovnice (6.25) dostaneme vyjádřeńı pro entropii ideálńıho plynu

S(E, V ) = Nk ln

[
V

(
4πm

3h2

E

N

)3/2]
+

3

2
NkB. (5.30)

Uvědomme si, ž E/N je konečná veličina v termodynamické limitě. Vnitřńı energie je

U(S, V ) =

(
3h2

4πm

)
N

V 2/3
exp

{
2S

3kBN
− 1

}
. (5.31)

Absolutńı teplota

T =

(
∂U

∂S

)
V

=
2U

3NkB
, (5.32)

měrné teplo

CV =

(
∂U

∂T

)
V

=
3

2
NkB, (5.33)

nakonec ještě termická a kalorická stavová rovnice

P = −
(
∂U

∂V

)
S

=
2U

3V
=
NkBT

V
. (5.34)

Mikrokanonický soubor nemá velký praktický význam pro statistickou mechaniku,
nebot’ ideálńı plyn je prakticky jediný systém, pro který lze odvodit všechny termody-
namické veličiny. Význam mikrokanonického souboru spoč́ıvá v jeho roli při koncepčńım
odvozeńı teoretických koncept̊u statistické mechaniky.

Entropii ideálńıho plynu v mikrokanonickém souboru lze tedy zapsat ve tvaru

S = NkB ln(V u3/2) +Ns0, (5.35)
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kde u = E/N a s0 =
3kB

2

(
1 + ln

4πm

3h2

)
jsou energie a entropie vztažené na jednu

částici. Nyńı si představme, že máme dva plyny s N1 a N2 částicemi uzavřenými odděleně
v objemech V1 a V2 při stejné teplotě a hustotě. Nyńı uvedeme oba plyny do kontaktu
a objemy obou plyn̊u sjednot́ıme, tj V = V1 + V2. Jelikož se mı́cháńım teplota nezměńı,
potom hustota energie se nezměńı a entropie směsi bude

S = S1 + S2 = N1kB ln(V1u
3/2) +N2kB ln(V2u

3/2) +Ns0 =

= NkB ln(V u3/2) +Ns0 +N1kB ln
V1

V
+N2kB ln

V2

V
. (5.36)

Vztahy 5.35 a 5.36 pro entropii ideálńıho plynu a směsi ideálńıch plyn̊u se od sebe
lǐśı. To by samo o sobě nebylo nic zvláštńıho, pokud by se jednalo o směsi r̊uznorodých
(rozlǐsitelných) plyn̊u. Formule 5.36 však plat́ı i pro stejné (nerozlǐsitelné) plyny. Jelikož
však libovolný plyn uzavřený v objemu V si lze představit jako směs plynu s objemy V1

a V −V1, potom dospějeme ke Gibbsovu paradoxu. Totiž definice entropie (5.35) nemůže
být fyzikálně správná, nebot’ odporuje myšlenkovému experimentu s děleńım na směs
plyn̊u s menš́ımi objemy. Rovněž nevyhovuje Eulerovu lemmatu o lineárńı homogenitě
termodynamických funkćı. Situace neńı zase až tak zlá. Entropie je, jak v́ıme, definována
až na aditivńı konstantu. Toho využil J. W. Gibbs a nalezl empiricky východisko z tohoto
paradoxu. Gibbs navrhnul, aby se fázový objem př́ıslušej́ıćı N -částicovým stav̊um s
energíı menš́ı než E, ΩN(E) normoval s konstantou N !, tj. ΩN(E) → (N !)−1ΩN(E).
Logiku tohoto kroku lze pochopit z toho, že v plynu složeném ze stejných částic všechny
permutace jednotlivých částic beze změny fyzikálńıch parametr̊u jsou ekvivalentńı, nebot’

se stav systému se neměńı ani na mikroskopické úrovni. Tzn. plyn složený z velkého počtu
částic muśı být považován za plyn nerozlǐsitelných částic, což snižuje počet realizaćı
mikroskopických stav̊u o počet všech permutaćı. Jestliže použijeme Stirling̊uv vzorec,
potom pro opravenou entropii dostaneme

S = NkB ln

(
V

N
u3/2

)
+

3

2
NkB

(
5

3
+ ln

4πm

3h2

)
. (5.37)

Tento vzorec se ukázal experimentálně správný, když za konstantu h se dosad́ı Planc-
kova konstanta h = 6, 6260755 ·10−34 Js. Formule (5.37) se nazývá Sackurova-Tetrodova
rovnice. Vážená sumace s (N !)−1 se nazývá správné Boltzmannovo započ́ıtáváńı mik-
roskopických stav̊u. Jak již v́ıme, základem dynamiky částic neńı klasická, nýbrž kvan-
tová mechanika. Jak uvid́ıme později, správné Boltzmannovo započ́ıtáváńı vycháźı jako
správná klasická limita kvantové statistické mechaniky.

5.4.1 Tepelný rezervoár – kanonické statistické rozděleńı

Izolovaný systém je ve skutečnosti ”mechanickým”, který zachovává energii. Skutečná
termodynamika se dostává ke slovu až u systémů, které interaguj́ı s okoĺım, tepelnou
lázńı, se kterou si vyměňuj́ı energii. To jsou však prakticky všechny reálné systémy. Ener-
gie vlastńıho systému je vzhledem k okamžitým měřeńım náhodná veličina. Pravděpodob-
nostńı, nebo termodynamický efekt vstupuje do hry t́ım, že nás stav a změny tepelné
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lázně nezaj́ımaj́ı. Zaj́ımáme se výhradně o stav námi zkoumaného systému v termody-
namické rovnováze s okoĺım.

Při popisu situace, kdy si zkoumaný systém vyměňuje energii s okoĺım, muśıme
nejdř́ıve vyj́ıt z větš́ıho systému složeného ze zkoumaného systému popsaného hamil-
toniánem H1(x1) a tepelnou lázńı s hamiltoniánem H2(x2). Budeme předpokládat ne-
souměřitelnost obou systémů, tj. N2 � N1, E2 � E1. Tento složený systém můžeme
chápat jako izolovaný, tud́ıž můžeme ho popsat mikrokanonickým rozděleńım v celkovém
fázovém prostoru. Pro celkovou energii můžeme tedy psát

E < (E1 + E2) < E + 2∆.

Systémy 1 a 2 když jsou v kontaktu si budou vyměňovat energii, nepředpokládáme
zat́ım, že by si vyměňovaly také částice. V termodynamické limitě, jak v́ıme, hraj́ı
roli pouze energie Ē1 a Ē2 = E − Ē1, které jsou určeny z principu maxima entropie
(6.24). Plat́ı pro náš speciálńı př́ıpad Ē2 � Ē1. Fázový objem obou subsystémů bude
Γ1(Ē1)Γ2(E − Ē1). Jelikož pouze energie Ē1 je d̊uležitá a Ē1 � E můžeme zavést malý
parametr Ē1/E. Bude nás zaj́ımat, s jakou pravděpodobnost́ı se bude systém 1 nacházet
v některém ze stav̊u s energíı E1. Tato pravděpodobnost (nenormalizovaná) je úměrná
Γ2(E − E1). Nyńı

kB ln Γ2(E − E1) = S2(E − E1) = S2(E) − E1

∣∣∣∣∂S2(E2)

∂E2

∣∣∣∣
E2=E

+ ...

Jelikož systémy 1 a 2 jsou v termodynamické rovnováze, T1 = T2, potom

kB ln Γ2(E − E1) = S2(E) − E1

T
+ ... (5.38)

odkud
Γ2(E − E1) ≈ e

1
kB

S2(E)
e−βE1 , (5.39)

kde jsme označili β = (kBT )−1. Z (5.39) dostaneme rozděleńı energíı pro systém 1,
jestliže použijeme E1 = H1(x). Potom

w1(x) =
1

ZN
e−βH1(x), (5.40)

kde Z je normalizačńı hustota. Tato normalizačńı hustota se nazývá partičńı suma a je
definována

ZN(T, V ) =

∫
dX

N !h3N
e−βH(x), (5.41)

kde dX =
∏3N

i=1 dqi dpi a N ! je faktor správného započteńı ekvivalence částic a h je
normalizačńı konstanta. Zavedeme ještě termodynamický potenciál Helmholtzovy volné
energie F (V, T )

ZN(T, V ) = e−βF (T,V ). (5.42)

Pomoćı tohoto potenciálu zaṕı̌seme ještě rozdělovaćı funkci kanonického souboru
w(x)
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w(X) = eβ(F (T,V )−H(X)). (5.43)

Podobným zp̊usobem můžeme odvodit i velké kanonické rozděleńı pro otevřený
systém, který si s okoĺım vyměňuje nejen energii, ale i částice. Tento krok však prove-
deme v detailu až v následuj́ıćı kapitole, kde budeme studovat obecné termodynamické
vlastnosti statistických soubor̊u. Na závěr pouze ještě ukážeme, jak lze popis klasického
ideálńıho plynu redukovat na statistický popis jedné částice.

5.4.2 Maxwellovo-Boltzmannovo rozděleńı

Ideálńı plyn je systém identicikých neinteraguj́ıćıch částic. To jest, hamiltoniián systému
N částic je sumou stejných jednočásticových hamiltonián̊u. Neńı tedy nutné praco-
vat v celém N -částicovém prostoru, ale mı́sto trajektorie N -částicového mikrostavu,
je možné redukovat popis ideálńıho plynu na pravděpodobnostńı popis jedné částice v
jednočásticovém fázovém prostoru. Zde již ale nemůžeme pracovat s trajektoriemi, ale
pouze pravděpodobnost́ı nalezeńı částice v daném mı́stě a stavu. Takové pravděpodobnostńı
rozděleńı, které se nazývá Maxwellovo-Boltzmannovo, nyńı zkonstruujeme.

Budeme obecně uvažovat ideálńı plyn v potenciálovém poli (např. gravitačńım),
potom

H(x) =
N∑
k=1

p2
k

2m
+

N∑
k=1

U(qk), (5.44)

potom rozdělovaćı funkce uzavřeného plynu v termodynamické rovnováze má tvar

w(q1, . . . ,qN ,p1, . . . ,pN) = exp

{
β

[
F −

N∑
k=1

(
p2
k

2m
+ U(qk)

)]}
. (5.45)

Jelikož se jedná o plyn vzájemně neinteraguj́ıćıch částic, lze distribuci na celém 6N-
rozměrném fázovém prostoru napsat jako součin ”jednočásticových”distribućı:

w(q1, . . . ,qN ,p1, . . . ,pN) =
N∏
i=1

W (qi,pi), (5.46)

kde

W (q,p) = exp

{
β

[
f − p2

2m
− U(q)

]}
.

O funkciW (q,p) se někdy mluv́ı jako o rozdělovaćı funkci v tzv. µ-prostoru (6-rozměrném),
který vystihuje rozložeńı pravděpodobnost́ı jednočásticových stav̊u. Na rozd́ıl od rozdělovaćı
funkce w na 6N-rozměrném Γ-prostoru, neńı rozdělovaćı funkce W (q,p) na µ-prostoru
vázána na celkovou energii, a proto normalizačńı konstanta tohoto rozděleńı je

e−βf =

∫
d3q d3p

h3
exp

{
−β
[

p2

2m
+ U(q)

]}
.
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Ze znalosti funkce W (q,p) potom urč́ıme středńı hustotu částic se souřadnićı q a hyb-
nost́ı p v ideálńım plynu

ν̄(q,p) = NW (q,p),

neboli

ν̄(q,p) =
N

V J

(
2πmkBT

h2

)3/2

exp

{
−β
[

p2

2m
+ U(q)

]}
, (5.47)

J =
1

V

∫
d3q e−β U(q).

Rozděleńı ν̄(q,p) z (5.47) je hledané Maxwellovo-Boltzmannovo rozděleńı. Určuje
hustotu částic v jednočásticovém fázovém prostoru. V situaćıch, kdy fyzika nezáviśı
na prostorových souřadnićıch q můžeme přes ně integrovat a dostaneme Maxwellovo
rozděleńı rychlost́ı, pokud ještě použijeme vztahu p = mv

ϕ(v) = N
( m

2πkT

)3/2

exp

{
−mv2

2kT

}
. (5.48)

Toto je zcela univerzálńı rozděleńı rychlost́ı v klasické statistické mechanice a plat́ı i pro
neideálńı plyny, pokud interakce nezáviśı na rychlostech.

V nehomogenńım ideálńım plynu potom dostaneme Boltzmannovo rozděleńı hustoty
částic v př́ımém prostoru

ν̄(q) =
N

V

exp {−βU(q)}
J

. (5.49)



Kapitola 6

Statistické soubory a
termodynamika

6.1 Rovnovážné stavy a nástin ergodické teorie

V minulé kapitole jsme ukázali, jak lze zavést koncept entropie na fázovém prostoru a
jak lze formálně dospět ke statistickému popisu termodynamiky ideálńıho plynu. Nyńı
polož́ıme hlubš́ı teoretické základy statistické mechaniky a konceptu statistického po-
pisu termodynamických jev̊u. Prvńı krok, který muśıme učinit je zohlednit vlastnosti
makroskopických měřeńı, která prob́ıhaj́ı na škálách nesrovnatelně větš́ıch, než jsou časy
relevantńı pro mikroskopické dynamické děje. Abychom formálně zavedené termodyna-
mické veličiny ve statistickém popisu mohli považovat za ty, které charakterizuj́ı ter-
modynamické děje, muśıme prokázat, že maj́ı skutečně ty vlastnosti, které od nich v
termodynamice očekáváme.

6.1.1 Časová středńı hodnota – ergodická hypotéza

Nemožnost určeńı úplného systému okrajových a počátečńıch podmı́nek stavu s N ele-
mentárńımi objekty, molekulami, hmotnými body, vede na nemožnost přesného určeńı
fázové trajektorie mikroskopického stavu. Mı́sto toho na makroskopické úrovni jsme
schopni sledovat pouze vývoj fázové kapaliny. Výběr jednoho mikroskopického stavu
odpov́ıdaj́ıćıho daným makroskopickým podmı́nkám je náhodný proces. Mikroskopická
souřadnice X je náhodná proměnná. Statistický popis tedy dovoluje pouze určeńı rov-
novážného, statického rozděleńı pravděpodobnost́ı, se kterou daný mikroskopický stav
při realizaci konkrétńı situace nastane. Fundamentálńım objektem statistické mechaniky
je tedy rozdělovaćı funkce. O ńı předpokládáme, že souřadnice mikroskopických reali-
zaćı rovnovážného makroskopického stavu do ńı vstupuj́ı pouze přes hamiltonián. To
jest, w(X) = w(H(X)). Toto je předpoklad odpov́ıdaj́ıćı nultému termodynamickému
zákonu a nelze jej hlouběji z mikroskopických princip̊u prokázat. Závislost rozdělovaćı
funkce na hamiltoniánu může být r̊uzná a lǐśı se podle zp̊usobu interakce systému s
okoĺım. Zákonitosti, které je statistická mechanika schopna formulovat a dokázat, se
týkaj́ı výhradně středńıch hodnot měřitelných veličin s odpov́ıdaj́ıćı rozdělovaćı funkćı.

106
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Jestliže F (X) je některá fyzikálńı veličina definovaná na 6N -rozměrném fázovém pro-
storu, potom statistická mechanika dává informaci o středńıch hodnotách typu

〈F n〉 =

∫
Γ

dXw(H(X))F n(X) . (6.1)

Hodnota rozdělovaćı funkce w(X) ř́ıká, s jakou pravděpodobnost́ı okamžitým měřeńım
najdeme rovnovážný stav odpov́ıdaj́ıćı souřadnici X. Statistická středńı hodnota na
fázovém prostoru odpov́ıdá hodnotě, ke které bude konvergovat hodnota veličiny F n po
velkém počtu měřeńı. Což určitě neńı informace, kterou bychom požadovali. Zaj́ımá nás
hodnota jednoho konkrétńıho makroskopického měřeńı.

Pokud tedy statistická mechanika popisuje pouze statistické soubory (fázové kapa-
liny), potom je oprávněné se ptát, co tato teorie může ř́ıct k výsledk̊um měřeńı na jednom
vzorku, který je realizován jedńım fázovým bodem, př́ıpadně fázovou trajektoríı. Vztahy
mezi veličinami definovanými na jedné fázové trajektorii a souborem stav̊u na fázovém
prostoru se zabývá ergodická teorie. Ta má zároveň za ćıl vysvětlit vznik makroskopické
nevratnosti z vratné dynamiky mikroskopických stav̊u. Ergodická teorie je rozsáhlá a
obt́ıžná matematická discipĺına, ze které použijeme pouze základńı Birkhoff̊uv ergodický
teorém.

Nejdř́ıve definujeme pojem ergodického toku ve fázovém prostoru. Jestliže máme
6N -rozměrný fázový prostor, potom fázová trajektorie je definována 6N − 1 integrály
pohybu. Ergodická teorie rozlǐsuje tzv. izoluj́ıćı a neizoluj́ıćı integrály pohybu. Izoluj́ıćı
integrály definuj́ı souvislou nadplochu ve fázovém prostoru, kdežto neizoluj́ıćı nikoliv. Z
pohledu statistické mechaniky (termodynamiky) jsou d̊uležité pouze izoluj́ıćı integrály.
Je těžké určit počet izoluj́ıćıch integrál̊u z mikroskopických princip̊u. Ergodická teo-
rie a také statistická mechanika vycházej́ı z postulát̊u, že existuje pouze jeden izoluj́ıćı
integrál – energie! V takovém př́ıpadě je významná energetická (6N − 1)-rozměrná nad-
plocha SE pro stavy fázového prostoru s danou energíı. Ergodickým tokem nazýváme
potom takový tok X (X0, t), t ∈ 〈0,∞〉, pro který téměř všechny body X0 z energetické
nadplochy projdou libovolně bĺızko každého bodu této nadplochy.

Můžeme uvést jednoduchý př́ıklad ergodického toku v kompaktńım dvourozměrném
fázovém prostoru pro 0 < q < 1 a stejně 0 < p < 1 s periodickými hraničńımi
podmı́nkami. Přičemž dynamické Hamiltonovy rovnice zvoĺıme ve tvaru

q̇ = 1 , (6.2)

ṗ = α . (6.3)

Fázová trajektorie pro tyto rovnice je

p = p0 + α(q − q0) . (6.4)

Jestliže α = m/n je racinálńı č́ıslo, potom fázová trajektorie je periodická s periodou
t = n. Jestliže ale α je iracionálńı, potom fázová trajektorie nebude periodická a v
dlouhém časovém intervalu vyplńı skoro všude jednotkový čtverec vymezený pro pohyb
částice. V tom př́ıpadě je fázová trajektorie ergodickým tokem.

Pro ergodické toky dokázal G. Birkhoff v roce 1931 ergodickou větu vztahuj́ıćı sta-
tistické středováńı s časovým.
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Tvrzeńı 6.1.1 (Ergodická věta). Jestlǐze SE je energetická nadplocha ergodického
sytému jej́ı̌z ”plocha”je Σ(E) =

∫
SE

dSE, potom označ́ıme statistickou středńı hodnotu

libovolné integrovatelné fázové funkce f(X)

〈f〉S =
1

Σ(E)

∫
SE

f(X)dSE =
1

Σ(E)

∫
Γ

δ(H(X)− E)f(X)dX. (6.5)

Pro ergodický systém potom existuje časová středńı hodnota

〈f〉T = lim
T→∞

1

T

∫ t0+T

t0

f(X(t))dt (6.6)

pro skoro všechna počátečńı X = X(t0). Jestlǐze existuje, pak je rovna statistické středńı
hodnotě.

Přesný d̊ukaz této věty zde nebudeme uvádět, pouze uvedeme, že za předpokladu
existence jediného izoluj́ıćıho integrálu (energie) plyne, že ergodický tok vyplńı skoro
všude celou nadplochu SE. Netriviálńı je pak dokázat, že jestliže τR je doba, kterou
ergodický tok stráv́ı v oblasti RE, potom

lim
T→∞

τR
T

=
Σ(RE)

Σ(E)
. (6.7)

Odtud plyne, že během dlouhého času stráv́ı ergodický systém v každé oblasti energe-
tické nadplochy stejnou dobu. Tud́ıž všechny body energetické nadplochy jsou stejně
pravděpodobné v běhu ergodického toku. Tzn. fyzikálně, že opakovaná měřeńı na jed-
nom vzorku vedou statisticky na stejný výsledek jako jedno měřeńı na r̊uzných vzorćıch
se stejnými makroskopickými vlastnostmi. To ovšem neńı to podstatné, co plyne z
ergodického teorému 6.1.1. Makroskopické měřeńı jednoho vzorku prob́ıhá totiž na
časové škále, která je “nekonečně velká” v̊uči relevantńım mikroskopickým čas̊um. Tud́ıž,
makroskopické měřeńı je časová středńı hodnota podél mikroskopické fázové trajektorie.
A ta je podle ergodické věty ekvivalentńı statistické středńı hodnotě. T́ım je statistické
fyzice dána potřebná reprodukovatelnost výsledk̊u.

Uvedeme ještě pro budoućı aplikace užitečnou reprezentaci invariantńı mı́ry na ener-
getické nadploše dSE. Z rovnice (6.5) plyne

Σ(E) =
dΩ(E)

dE
=

∫
SE

dSE =

∫
SE

dAE

| 5X H(X)|H(X)=E

, (6.8)

kde dAE je projekce dX na energetickou nadplochu H = E.
Platnost ergodické věty ukážeme na výše uvedeném jednoduchém př́ıkladu ergodické

trajektorie na jednotkovém čtverci ve dvourozměrném fázovém prostoru. Libovolnou
integrovatelnou funkci na kompaktńım prostoru lze rozložit do Fourierovy řady

f(q, p) =
∞∑

l,n=−∞

Al,ne
2πi(lq+np) . (6.9)
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Tento Fourier̊uv rozklad použije pro d̊ukaz rovnosti časové a statistické středńı hodnoty.

〈f〉T = lim
T→∞

1

T

∫ t0+T

t0

dt
∞∑

l,n=−∞

Al,ne
2πi[l(q0+t)+n(p0+αt)] = A0,0

+ lim
T→∞

1

T

∑
l,n6=0

Al,n exp {2πi [l(q0 + t0) + n(p0 + αt0)]}
(
e2πi(l+n)T − 1

2πi(l + αn)

)
. (6.10)

Jelikož pro iracionálńı α jmenovatel ve zlomku výrazu (6.10) neńı nikdy nula a jmeno-
vatel pro každé celé l a n je nula potom

〈f〉T = A0,0 . (6.11)

Z druhé strany statistická středńı hodnota je

〈f〉S =

∫ 1

0

∫ 1

0

dqdpf(q, p) = A0,0 . (6.12)

Z uvedeného př́ıkladu taky vid́ıme, že fázové trajektorie jsou s mı́rou jedna ergodické
toky. To je závěr, který je silnou podporou v́ıry, že fázové trajektorie reálných makro-
skopických systémů jsou ergodické a ergodická věta má tedy obecnou platnost.

Mixuj́ıćı toky

Ergodické toky jsou dobré k popisu rovnovážných stav̊u, statických řešeńı Liouville-
ovy rovnice. Nijak však nevysvětluj́ı, jak se systém z počátečńı podmı́nky dostane do
rovnovážného stavu, to jest zapomene svoje počátečńı podmı́nky. Jestliže vycháźıme z
předpokladu, že reálné systémy relaxuj́ı směrem k rovnovážnému stavu, potom muśı
se jejich fázové trajektorie, řešeńı Liouvilleovy rovnice, přibližovat stacionárńımu stavu.
Taková možnost ale neexistuje v prostorově omezených systémech s konečnou energíı.
To zakazuje tak zvané Poincarého-Zermelovo lemma.

Tvrzeńı 6.1.2 (Poincaré-Zermelo). Systém s konečnou energíı omezený v konečném
objemu se po dostatečně dlouhé době vrát́ı do libovolné bĺızkosti téměř každého počátečńıho
bodu ve fázovém prostoru.

D̊ukaz. Necht’ systém v čase t zauj́ımá část fázového prostoru Γt. Potom necht’ Γ je
sjednoceńı Γ =

⋃
t≥0 Γt. Jelikož je daný systém uzavřen v konečném objemu a má

konečnou energii, muśı mı́t konečný objem. Vybereme libovolnou malou část g ⊂ Γ.
Označme g′ tu část g, která z g uniká za jednotku času a nevrát́ı se zpět do g. Rychlost
úniku fázového objemu nezáviśı na čase a záviśı pouze na souřadnićıch (d́ıky tomu, že
rychlost nezáviśı explicitně na čase). Potom velikost objemu, který unikne z g za čas T
a nevrát́ı se zpět je Tg′. Plat́ı

Tg′ < Γ⇒ Tω′ < Ω <∞, (6.13)

kde ω a Ω jsou př́ıslušné fázové objemy. Z 6.13 plyne, že ω′ → 0, tud́ıž g′ má mı́ru
nula.
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Pro toto tvrzeńı je ovšem podstatné, že fázový objem je konečný, kdežto čas návratu
do bĺızkosti výchoźıho stavu může r̊ust nad vše meze. Doba, za kterou se stav vrát́ı zpět
do stavu bĺızkého svého výchoźıho stavu se nazývá Poincarého cyklus. Hrubý odhad pro
periodu Poincarého cyklu pro N částic je TN ∼ eN a je tedy extrémně dlouhý. Takže
v době života vesmı́ru nelze očekávat, že se 1023 částic někdy přibĺıž́ı svému výchoźımu
stavu. Takže pozorovaná nevratnost je omezena časovou škálou Poincarého cyklu.

Důsledkem Ponincarého-Zermelova lemmatu je, že př́ıpadná nevratnost je možná
pouze pokud a) s časovou škálou roste i fázový objem. Trajektorie ve fázovém prostoru,
které maj́ı vlastnost, že se asymptoticky bĺıž́ı některému stacionárńımu stavu se nazývaj́ı
mixuj́ıx́ı toky. Tyto lze matematicky definovat tak, že pro všechny kvadraticky inte-
grovatelné funkce f(X) a g(X) na energetické nadploše plat́ı

lim
t→±∞

1

Σ(E)

∫
SE

f(X)g(X(t))dSE =

∫
SE
f(X)dSE

∫
SE
g(X)dSE

Σ(E)2
, (6.14)

kde X(t) je fázová trajektorie Liouvilleovy rovnice. Jestliže g(X) = w(X) je statistická
(rovnovážná) rozdělovaćı funkce, potom

〈f(t)〉S =

∫
SE

f(X)w(X(t))dSE −−−−→
t→±∞

1

Σ(E)

∫
SE

f(X)dSE , (6.15)

nebot’ rozdělovaćı funkce je normována na jednotku. To znamená, že hodnota funkce
f(t), na hrubé škále ve fázovém prostoru, konverguje ke statistické středńı hodnotě se
stacionárńım rozděleńım stejných pravděpodobnost́ı wst(X) = 1/Σ(E). Z Liouvilleovy
věty ale plyne, že rozdělovaćı funkce nemůže na mikroskopické škále záviset na čase.
Mixuj́ıćı toky jsou ergodické, ale ergodické toky nemuśı být mixuj́ıćı. Mixuj́ıćı systému
mohou existovat pouze na hrubé škále, kde jsou mikroskopické fluktuace prostorově
vystředovány. Jelikož zkušenost nám ř́ıká, že reálné systémy relaxuj́ı na makroskopických
škálách, vycháźıme z toho, že jsou mixuj́ıćımi toky.

6.1.2 Statistická a termodynamická entropie – termodynamická
limita

Ergodická věta má fundamentálńı d̊usledky pro platnost výsledk̊u statistické mecha-
niky. Mikroskopický stav izolovaného ergodického systému během dlouhé doby pro-
jde okoĺım libovolného stavu na energetické nadploše. To znamená, že makroskopická
měřeńı, která źıskávaj́ı informace v časově vystředovaném intervalu odpov́ıdaj́ı tedy sta-
tistickým středńım hodnotám. Statistická fyzika může tedy předpov́ıdat chováńı makro-
skopických systémů a výsledky pro jednotlivá časově vystředovaná měřeńı. Ergodická
hypotéze je potom ekvivalentńı postulátu stejných pravděpodobnost́ı.

Veličina, která propojuje mechanický popis na fázovém prostoru s termodynamikou
je entropie. Tu jsme definovali ve vztahu (5.25)

S(E, V ) ≡ kB ln (Γ(E)/∆Γ) , (6.16)

kde
Γ(E) = Ω(E + ∆)− Ω(E) (6.17)
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a Ω(E) =
∫
H(X)<E

dX je fázový objem, ∆ je minimálńı energetická škála rozlǐsitelná

makroskopickými prostředky a ∆Γ = (2π~)3N je elementárńı fázový objem, aby argu-
ment logaritmu bylo bezrozměrné č́ıslo.

Funkce S(E, V ) nazýváme entropíı teorie pravděpodobnosti rovnou logaritmu počtu
realizovatelných makroskopicky rozlǐsitelných stav̊u. Abychom ji mohli chápat jako ter-
modynamickou entropii, muśıme ukázat, že S(E, V ) z rovnice (6.16) splňuje následuj́ıćı
fundamentálńı vlastnosti:

1. S(E, V ) je extenzivńı a aditivńı veličina

2. S(E, V ) vyhovuje podmı́nce maximality z druhého termodynamického zákona.

Ukážeme nyńı, že tyto podmı́nky jsou splněny pro dostatečně velké soubory, přesněji
jestliže N → ∞. Tato limita má fundamentálńı význam pro nalezeńı spojitosti mezi
statistickou fyzikou a termodynamikou a nazývá se termodynamická limita.

Uvažujme dva velké izolované systémy S1 = (N1, V1, E
′
1) a S2 = (N2, V2, E

′
2), přičemž

E ′1 ∈ 〈E1, E1 + ∆〉 a E ′2 ∈ 〈E2, E2 + ∆〉. Potom z definice entropie (6.16) plat́ı

S1(E ′1, V1) = kB ln Γ1(E1)/∆Γ

S2(E ′2, V2) = kB ln Γ2(E2)/∆Γ.

Sloučeńım těchto podsystémů źıskáme nový systém S(N1 + N2, V1 ∪ V2, E
′), přičemž

nová energie systému E ′ splňuje nerovnosti

E1 + E2 < E ′ < E1 + E2 + 2∆. (6.18)

Vnitřńı stavy podsystémů se však d́ıky vzájemné interakci změńı, energie může plynout
jak ze systému S1 do systému S2, tak obráceně. Pouze celková energie muśı z̊ustat
zachována. Jestliže systém S1 má energii E ′1 a systém S2 energii E ′2, potom d́ıky vzájemné
nezávislosti bude fázový objem stav̊u s energíı E ∈ 〈E1 + E2, E1 + E2 + 2∆〉 součinem

Γ1(E ′1)Γ2(E ′2).

Dále, jestliže ∆ je jednotka (nejmenš́ı makroskopicky rozlǐsitelná) energie, potom fázový
objem pro možné stavy vzniklé sloučeńım systémů S1 a S2 bude

Γ(E) =

E/∆∑
i=1

Γ1(Ei)Γ2(E − Ei), (6.19)

když předpokládáme, že systémy S1 i S2 maj́ı zdola omezenou energii Emin = 0. Stavy
v sumě (6.19) jsou všechny možné a rozlǐsitelné stavy podsystémů S1 a S2 ve vzájemné
interakci. Entropie sloučeńı systémů S1 a S2 potom z rovnic (6.16) a (6.19) je

S(E, V ) = kB ln

E/∆∑
i=1

Γ1(Ei)Γ2(E − Ei)/∆Γ2. (6.20)
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Nyńı ukážeme, že v limitě velkých č́ısel N1, N2 → ∞ do entropie S(E, V ) přisṕıvá
pouze člen Γ(Ē1)Γ2(Ē2), Ē1 + Ē2 = E, který je maximem ze sč́ıtanc̊u v (6.20). Plat́ı
následuj́ıćı nerovnosti

Γ(Ē1)Γ2(Ē2) ≤ Γ(E) ≤ E

∆
Γ(Ē1)Γ2(Ē2),

což pro entropii znamená

kB ln
[
Γ(Ē1)Γ2(Ē2)

]
≤ S(E) ≤ kB ln

[
Γ(Ē1)Γ2(Ē2)

]
+ kB ln

E

∆
. (6.21)

Plat́ı následuj́ıćı úměrnosti

Γ1 ∝ lN1
1 ⇒ ln Γ1 ∝ N1 (l1 = V1E

3/2
1 ),

Γ2 ∝ lN2
2 ⇒ ln Γ2 ∝ N2 (l2 = V2E

3/2
2 ), (6.22)

E ∝ N1 +N2,

odkud odvod́ıme princip aditivity entropie

S(E, V ) = S1(Ē1, V1) + S2(Ē2, V2) +O(lnN). (6.23)

Podmı́nku na určeńı energíı Ē1 a Ē2 = E − Ē1 dostaneme z maximality součinu
Γ1(E1)Γ2(E − E1), tj.

δ
[
Γ1(E1)Γ2(E−E1)

]
E1=Ē1

= 0⇒ ∂

∂E1

ln Γ1(E1)

∣∣∣∣
E1=Ē1

=
∂

∂E2

ln Γ2(E2)

∣∣∣∣
E2=Ē2

, (6.24)

což vyjadřuje princip maxima entropie při smı́cháńı dvou makroskopických systémů.
Ukázali jsme obecně, že v termodynamické limitě statistická entropie má skutečně

vlastnosti termodynamické entropie. Ze znalosti závislosti entropie na energii můžeme
definovat daľśı fundamentálńı termodynamickou veličinu a tou je absolutńı teplota
T . Je to parametr, který charakterizuje rovnováhu mezi dvěma systémy a je definován
vztahem

1

T
:=

∂S(E, V )

∂E
(6.25)

který známe z termodynamiky. Takže dva rovnovážné systémy, které jsou ve vzájemném
kontaktu, si vyměňuj́ı energii tak dlouho, až se jejich teploty vzájemně vyrovnaj́ı. Tzn.
rovnovážný stav dvou systémů v kontaktu znamená

T1 = T2. (6.26)

Existence a vlastnosti termodynamické limity

Termodynamická limita je d̊uležitý koncept v konstrukci termodynamiky ze statistického
popisu. Statistické veličiny dostanou termodynamický význam pouze v této limitě. Exis-
tence a jednoznačnost této limity však vyžaduj́ı určité předpoklady ohledně chováńı ter-
modynamických proměnných. Ve statistickém popisu makroskopických systémů máme
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dvě fundamentálńı proměnné. Jsou to objem V a počet elementárńıch objekt̊u, mikro-
skopických částic N .

Jak v́ıme z termodynamiky, tak rozlǐsujeme extenzivńı a intenzivńı termodynamické
proměnné. Extenzivńı proměnné rostou bez omezeńı se zvětšováńım objemu a počtu
částic, kdežto intenzivńı proměnné záviśı na objemu a počtu částic pouze omezeným
zp̊usobem a z̊ustávaj́ı konečné i limitě nekonečného objemu a nekonečného počtu částic.
Aby termodynamická limita reprodukovala termodynamické vlastnosti muśı splňovat
následuj́ıćı předpoklady

Postulát 6.1.1.

1. Makroskopicky měřitelné veličiny v termodynamické limitě V → ∞ nezáviśı na
tvaru objemu a na hodnotách těchto veličin a jejich derivaćı na hranici objemu.

2. Termodynamická limita je fixńım bodem jednoparametrické škálovaćı transformace,
kde existuje jediná nezávislá extenzivńı škála. Ostatńı extenzivńı veličiny jsou koneč-
nými násobky této škály. Tyto násobky jsou obecně intenzivńımi proměnnými.

Z prvńı části postulátu 6.1.1 plyne, že termodynamické veličiny v termodynamické
limitě záviśı pouze na objemových hustotách svých extenzivńıch proměnných, což jsou
typické intenzivńı proměnné. Z druhého tvrzeńı postulátu 6.1.1 potom plyne, že termo-
dynamická limita je charakterizována pouze jedinou “nekonečnou” škálou. Tuto škálu
standardně voĺıme bud’to V nebo N .

Postulát 6.1.1 ještě ovšem nezaručuje existenci termodynamické limity. Ta existuje
pouze, pokud všechny intenzivńı veličiny konverguj́ı. To jest, existuje dobře definovaná
hodnota

lim
V→∞

f(V,N,X1, . . . , Xn) = f(ρ, x1, . . . , xn) (6.27)

pro libovolnou makroskopicky měřitelnou intenzivńı proměnnou f(V,N,X1, . . . , Xn).
Přičemž limitńı hodnota již nezáviśı na žádné extenzivńı veličině, ale pouze na obje-
mových hustotách ρ = limV→∞(N/V ) xi = limV→∞(Xi/V ). Existence termodynamické
limity potom zaručuje termodynamickou homogenitu a platnost Eulerova lemmatu. Pro
entropii S totiž v termodynamické limitě plat́ı

lim
V→∞

S(E, V,N,X1, . . . , Xn)

V
= s(u, ρ, x1, . . . , xn) , (6.28)

kde u = limV→∞(E/V ). Z pohledu ergodické teorie termodynamická limita existuje,
jestliže systém je ergodický, to jest, fázová trajektorie mikroskopické realizace makro-
skopického stavu v nekonečném čase homogenně pokryje skoro všude celý dostupný
fázový prostor nezávisle na počátečńım stavu. Homogenńı pokryt́ı dostupného fázového
prostoru ergodickým tokem vede tedy na termodynamickou homogenitu.
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6.2 Termodynamické veličiny ze statistické mecha-

niky

6.2.1 Vztah termodynamiky a statistické fyziky

T́ım, že jsme definovali entropii S(E, V ) a absolutńı teplotu T pomoćı charakteristik
fázového prostoru, tj. statistické mechaniky, otevřeli jsme cestu k odvozeńı termodyna-
mických zákon̊u z postulát̊u statistické mechaniky. Je třeba si uvědomit, že statistická
entropie S(E, V ) koresponduje s termodynamickou entropíı pouze v limitě velkých sou-
bor̊u (N → ∞), kdy plat́ı princip aditivnosti a princip maximality. Jenom tehdy jsme
totiž schopni zavést pojem absolutńı teplota, která je parametrem určuj́ıćım rovnováhu
mezi částmi izolovaného systému. Jenom v limitě N →∞ lze zanedbat členy lnN , které
narušuj́ı principy aditivnosti a extremality entropie vyjádřené vztahy (6.23) a (6.24). Li-
mita N → ∞, která se z výše uvedených d̊uvod̊u nazývá termodynamická limita,
umožňuje však r̊uzné ekvivalentńı definice entropie. Např. následuj́ıćı definice jsou ter-
modynamicky ekvivalentńı, tj. lǐśı se maximálně členy typu O(lnN). Definice pomoćı
energetické vrstvy

S = kB ln Γ(E)/∆Γ ,

pomoćı energetické nadplochy

S = kB ln Σ(E)/∆Σ ,

kde ∆Σ = ∆Γ/∆ nebo pomoćı fázového objemu

S = kB ln Ω(E)/∆Γ .

Důkaz ekvivalence všech těchto definic využ́ıvá stejných krok̊u, jako jsme užili při od-
vozeńı aditivity entropie, to jest, významný je pouze př́ıspěvek s maximálńı hodnotou,
která ve vysocedimenzionálńım prostoru je soustředěna kolem povrchu.

Pro definice entropie je ještě nav́ıc podstatné, že takto definovaná entropie je ne-
klesaj́ıćı funkćı objemu. Nebot’ jen tak může vyhovět druhému termodynamickému
zákonu, že entropie konečného stavu rovnovážného procesu nemůže být menš́ı než en-
tropie počátečńıho stavu. V minulém paragrafu jsme ukázali, že entropie je neklesaj́ıćı
funkćı při interakci dvou systémů. Jestliže uvažujeme jediný izolovaný systém, potom
kvazistatická termodynamická změna může vést pouze k objemové expanzi, tj. k nár̊ustu
fázového objemu. Jelikož ale s nar̊ustaj́ıćım objemem změna entropie z diferenciálńı rov-
nice

dS(E, V ) =

(
∂S

∂E

)
V

dE +

(
∂S

∂V

)
E

dV, (6.29)

a definice tlaku

P := T

(
∂S

∂V

)
E

> 0 (6.30)

v izolovaném systému, dE = 0, je kladná. Takže i druhý termodynamický zákon je
splněn, jestliže tlak v systému je kladný. Kladný tlak vyplývá z př́ımé závislosti fázového
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objemu na objemu. Pro jednoduchost jsme předpokládali, že dN = 0, stejně tak i pro
ostatńı extenzivńı veličiny.

S využit́ım definice tlaku, (6.30), přeṕı̌seme vztah (6.29) do známého tvaru prvńıho
termodynamického zákona pro uzavřený systém

dE = TdS − PdV =d̄Q− PdV. (6.31)

Z předchoźıch argument̊u můžeme zapsat i druhý termodynamický zákon pro kva-
zistatické procesy

dS ≥ 0 nebo TdS ≥ dE + PdV. (6.32)

Přičemž kvazistatickým procesem rozumı́me pozvolnou změnu energie a objemu daného
systému d́ıky interakci s tepelnou lázńı, během kterého systém z̊ustává v každém okamžiku
v termodynamické rovnováze. Reversibilńı proces je potom takový kvazistatický proces,
ve kterém nedocháźı k nár̊ustu entropie (dS = 0).

6.2.2 Konstrukce termodynamických funkćı ve statistické me-
chanice

Zavedeńım entropie a absolutńı teploty jsme otevřeli cestu vybudovat celý aparát ter-
modynamiky v rámci statistické mechaniky. Formálně postupujeme následovně pro izo-
lovaný mechanický systém.

1. Najdi hustotu stav̊u Σ(E) na energetické nadploše SE daného hamiltoniánu.

2. Definuj entropii (až na aditivńı konstantu) ze vztahu S(E, V ) = kB ln Γ(E)/∆Γ

3. Z této rovnice najdi energii E jako funkci S a V . Výsledná funkce je vnitřńı energie
systému U(S, V ) := E(S, V )

4. Ostatńı termodynamické funkce a relace se urč́ı z následuj́ıćıch vtzh̊u:

absolutńı teplota T =
(
∂U
∂S

)
V

tlak P = −
(
∂U
∂V

)
S

fundamentálńı rovnice termodynamiky dU = TdS − PdV
volná (Helmholtzova) energie F = U − TS
Gibbs̊uv potenciál G = U + PV − TS = F + PV

tepelná kapacita CV = T
(
∂S
∂T

)
V

=
(
∂U
∂T

)
V

termická stavová rovnice P (T, V ) = −
(
∂F (T,V )
∂V

)
T

kalorická stavová rovnice U(T, V ) = F (T, V )− T
(
∂F (T,V )
∂T

)
V

Ze znalosti fundamentálńı rovnice termodynamiky a termodynamických potenciál̊u
potom odvod́ıme ostatńı potřebné termodynamické veličiny.
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6.3 Statistická partičńı suma – mikrokanonické, ka-

nonické a velké kanonické statistické rozděleńı

Fázový prostor N částic je fundamentálńım reprezentačńım prostorem statistické me-
chaniky. Poj́ıtko mezi mechanikou, to jest izolovanými systémy bez interakce s okoĺım,
a termodynamikou je veličina entropie. Tu jsme definovali na fázovém prostoru jako
velikost fázového objemu, který zab́ırá makroskopický stav vymezený makroskopickými
okrajovými podmı́nkami. V př́ıpadě izolovaného systému je to energetická nadplocha,
nebo energetická vrstva kolem nadplochy s danou energíı vymezenou nejmenš́ı makrosko-
picky zjistitelnou energíı ∆. Ukázali jsme, že statistická entropie na fázovém prostoru
má vlastnosti termodynamické entropie, jestliže počet částic N se asymptoticky bĺıž́ı
nekonečnu, to jest, jeho velikost je nesrovnatelně větš́ı, než všechna relevantńı č́ısla v
makroskopickém popisu. S entropíı, která má termodynamické vlastnosti je pak možné
vybudovat celý formálńı aparát termodynamiky.

Entropie jako poj́ıtko mezi fázovým prostorem a termodynamikou neńı nejvhodněǰśı
volba. Funguje dobře prakticky pouze pro izolované, tedy mechanické, systémy. Skutečná
termodynamika je ale o interakci systému s okoĺım a redukci vlivu okoĺı a jeho kvan-
tifikaci při zkoumáńı vlastnost́ı vybraného makroskopického stavu, který je v daném
časovém rozmeźı v termodynamické rovnováze se svým okoĺım. Proto se zavád́ı jiná
veličina na fázovém prostoru, ze které lze odvodit všechny termodynamické vlastnosti
rovnovážného makroskopického stavu. Touto veličinou je partičńı suma.

Partičńı suma je obecně vázána na některý termodynamický potenciál, který je pak
logaritmem partičńı sumy nebo někdy nazývané partičńı funkce. Jinak lze taky partičńı
sumu chápat jako sumu nebo integrál nenormalizované rozdělovaćı funkce. Statistická
rozdělovaćı funkce je nejúplněǰśı informaćı o makroskopickém stavu v rovnováze. Různé
rozdělovaćı funkce definuj́ı r̊uzné statistické soubory, ze kterých můžeme vybudovat ter-
modynamiku.

Nejjednodušš́ı statistické rozděleńı mikrostav̊u je pro izolovaný systém, který je
oddělen pevnými adiabatickými stěnami od svého okoĺı. Rozdělovaćı funkćı takového
souboru s pevnou energíı E, který se nazývá mikrokanonický soubor, lze psát

w(E;X) =
1

Zmic
Θ (H(X)− E) Θ (E + ∆−H(X)) , (6.33)

kde jsme zavedli partičńı sumu mikrokanonického statistického rozděleńı

Zmic =
1

N !h3N

∫
dX Θ (H(X)− E) Θ (E + ∆−H(X)) =

Γ(E)

∆Γ
.

Označili jsme X ∈ R6N souřadnici (mikroskopický stav) v 6N -rozměrném fázovém pro-
storu a ∆Γ = h3N je minimálńı fázový objem odpov́ıdaj́ıćı nejmenš́ı makroskopicky
rozlǐsitelné veličině.

Vid́ıme, že v mikrokanonickém souboru je partičńı suma počet makroskopicky rozlǐsi-
telných stav̊u s danou energíı E. Termodynamická funkce odpov́ıdaj́ıćı mikrokanonické
partičńı sumě je entropie, která je pak definována

Zmic = eS(E,V )/kB , (6.34)
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kde k je Boltzmannova konstanta. Roli termodynamického potenciálu pak v mikroka-
nonickém souboru hraje entropie, která je úměrná logaritmu mikrokanonické partičńı
sumy

S(E, V ) = kB lnZmic . (6.35)

Entropii ve statistické mechanice lze zavést ještě jiným zp̊usobem pomoćı (pravděpodob-
nostńı) rozdělovaćı funkce. Jestliže definujeme

S(E, V ) = − kB
N !h3N

∫
dXw(X) lnw(X) , (6.36)

potom mluv́ıme o pravděpodobnostńı entropii. Z definice rozdělovaćı funkce, vztah (6.33),
snadno zjist́ıme, že statistická a pravděpodobnostńı entropie, vztahy (6.35) a (6.36), jsou
zcela ekvivalentńı.

Mikrokanonický soubor a jemu odpov́ıdaj́ıćı mikrokanonické rozděleńı je přechodovým
krokem mezi mechanikou a termodynamikou, nebot’ popisuj́ı izolovaný systém. Termo-
dynamika, jak v́ıme, je o interakci systému s okoĺım, termálńı lázńı. Jestliže tedy zkou-
maný systém je v rovnováze s nesrovnatelně větš́ım okoĺım, potom změny zkoumaného
systému neovlivňuj́ı rezervoár a při hledáńı rovnováhy mezi systémem a rezervoárem
rovnice

∂S(E, V )

∂E

∣∣∣∣
E=E

=
1

T
(6.37)

nemá jednoznačné řešeńı pro energii systémuE, maximalizuj́ıćı celkovou entropii systému
a rezervoáru, při zadané teplotě T , která je teplotou rezervoáru. Degenerace v rov-
nici (6.37) je zp̊usobena t́ım, že zkoumaný systém je zanedbatelně malý ve srovnáńı s
rezervoárem. Energie systému může tedy na mikroskopických škálách fluktuovat. Po-
kud zkoumáme uzavřený systém, to jest, nedocháźı k výměně částic s okoĺım, jak jsme
ukázali v paragrafu 5.4.1, rozděleńı energíı, které vyhovuj́ı maximu celkové entropie, má
tvar

w(β;X) =
1

ZN
e−βH(X) , (6.38)

kde jsme označili β = 1/kBT a ZN je normalizačńı konstanta. Tato normalizačńı kon-
stanta je partičńı suma kanonického rozděleńı a je definována

ZN(T, V ) =

∫
dX

N !h3N
e−βH(X) . (6.39)

Vztah (6.38) definuje kanonického rozděleńı energíı v termodynamickém souboru v
rovnováze s tepelným rezervoárem o teplotě T = kB/β. Z partičńı sumy definujeme
termodynamický potenciál, který v př́ıpadě kanonického souboru je Helmholtzova volná
energie F (T, V )

ZN(T, V ) = e−βF (T,V ) . (6.40)

Pomoćı tohoto potenciálu lze ještě rozdělovaćı funkci kanonického souboru w(X) zapsat

w(β;X) = eβ(F (T,V )−H(X)). (6.41)



KAPITOLA 6. STATISTICKÉ SOUBORY A TERMODYNAMIKA 118

V naš́ı úvaze o kontaktu fyzikálńıho systému s tepelnou lázńı jsme předpokládali,
že systém a lázeň si nevyměňuj́ı částice. Nyńı si představme, že máme otevřený sytém,
kterému umožńıme nejen výměnu energie mezi systémem a lázńı, ale i výměnu částic.
Třebaže se může jevit že výměna energie systému s tepelnou lázńı je přirozená, je výměna
částic se systémem méně pravděpodobná a méně realistická. Jestliže však nepřipust́ıme
výměnu částic s rezervoárem, muśıme vycházet z toho, že počet částic systému je přesný
a pro srovnáńı experiment̊u tedy neměnný. Což ovšem už reálně zaručit nemůžeme, a
proto umožňujeme fluktuace i v počtu částic. Takový systém potom nazýváme velkým
kanonickým souborem, na rozd́ıl od kanonického souboru, kde fluktuuje pouze ener-
gie.

V př́ıpadě velkého kanonického souboru je třeba považovat fázový objem Γ za ex-
plicitńı funkci energie E, objemu V a počtu částic N , tj. Γ(E, V,N). Opět nás nebude
zaj́ımat stav tepelné lázně, nýbrž výhradně vnitřńı stav zkoumaného systému. Úplný
soubor složený ze systému S1 a rezervoáru a S2 je opět mikrokanonický a tedy rozdělovaćı
funkci na úplném prostoru lze psát

w(E;X) =
1

Γ(E, V,N)
Θ (H(X)− E) Θ (E + ∆−H(X)) . (6.42)

Z této funkce chceme odvodit rozdělovaćı funkci pro zkoumaný systém se souřadnicemi
X1. Tud́ıž přes souřadnice X2 přeintegrujeme. Jestliže se systém S1 obsahuje N1 částic,
potom

wN1(E1;X1) =
1

Γ(E, V,N)

∫
Γ(E−E1,V,N−N1)

dµN−N1(X2) Θ (H(X)− E) Θ (E + ∆−H(X)) ,

(6.43)
kde jsme označili mı́ru na N -částicovém fázovém prostoru dµN = dX/N !h3N . Jestliže
ještě energie systému S1 je E1, potom rozdělovaćı funkce velkého kanonického souboru

wN1(E1;X) ∝ Γ (E − E1, V,N −N1)

Γ(E, V,N)
. (6.44)

Nyńı rozvineme ve dvou nezávislých proměnných E1 a N1 logaritmus pravé strany.
Budeme předpokládat nesouměřitelnost rezervoáru a systému, takže změny zkoumaného
systému neměńı fázový prostor rezervoáru.

kB ln Γ(E − E1, N −N1) = S(E,N)− E1

(
∂S(E, V,N)

∂E

)
N

−N1

(
∂S(E,N)

∂N

)
E

= S(E,N)− E1

T
+N1

µ

T
, (6.45)

kde jsme zavedli chemický potenciál(
∂S(E,N)

∂N

)
E

= −µ
T
. (6.46)
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Dosazeńım do rovnice (6.43) a substitućı E1 = H(X) dostaneme rozdělovaćı funkci
velkého kanonického souboru:

w(β, µ;X) =
1

Zgrand
e−β(H(X)−µN). (6.47)

Normalizačńı konstanta Zgrand je velká kanonická (grandkanonická) partičńı suma. Tuto
sumu źıskáme sč́ıtáńım přes všechny částicové realizace N a integraćı přes všechny
mikrostavy N -částicového systému. To jest

Zgrand =
∞∑
N=0

1

N !h3N

∫
ΓN

dX e−β(H(X)−µN). (6.48)

Jestliže ještě zavedeme únikový koeficient (“fugacity”)

z = eβµ , (6.49)

potom lze velkou kanonickou partičńı sumu zapsat ve tvaru

Zgrand(T, V, µ) =
∞∑
N=0

zN ZN(T, V ), (6.50)

kde ZN(T, V ) je kanonická partičńı suma.
Termodynamickým potenciálem pro velký kanonický soubor je velký kanonický po-

tenciál Ω(T, V, µ) definovaný z grankanonické partičńı sumy

Z = e−βΩ(T,V,µ) . (6.51)

Rozdělovaćı funkci velkého kanonického souboru lze zapsat pomoćı odpov́ıdaj́ıćıho ter-
modynamického potenciálu

w(β, µ;X) =
∞∑
N=0

zNeβ(Ω(T,V,µ)−HN (x)). (6.52)

6.3.1 Vztahy mezi termodynamickými potenciály

Podobně jako v termodynamice jsme zavedli r̊uzné statistické soubory, které nejlépe po-
pisuj́ı výměnu zkoumaného systému s tepelným rezervoárem. Podle toho, jaká prob́ıhá
výměna mezi systémem a okoĺım, voĺıme typ statistického souboru. Přičemž v každém
statistickém souboru jsme zavedli jeden termodynamický potenciál definovaný jako nor-
malizačńı funkce odpov́ıdaj́ıćıho statistického rozděleńı. Ze znalosti jednoho termody-
namického potenciálu, př́ıpadně termodynamické funkce jako je entropie, můžeme po-
moćı standardńıch termodynamických vztah̊u odvodit ostatńı termodynamické veličiny.
To ale znamená, že máme r̊uzné možnosti odvozeńı jedné termodynamické veličiny z
r̊uzných statistických soubor̊u. Jelikož ale existuje pouze jediná termodynamika, je ne-
zbytné, aby mezi jednotlivými potenciály odvozených z r̊uzných statistických rozděleńı
platily vztahy, které známe z termodynamiky. Tj. aby jednotlivé potenciály nezávisely
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na konkrétńım statistickém souboru, ve kterém byly vypočteny. Tzn. jednotlivé statis-
tické soubory muśı být ekvivalentńı a vést na jedinou termodynamiku. Ukážeme, že to
plat́ı právě v termodynamické limitě. V tomto paragrafu ukážeme, že fyzikálńı veličiny
v termodynamické limitě jsou nezávislé od výběru statistického rozděleńı.

Označme středńı hodnotu libovolné funkce f(x) na fázovém prostoru s rozdělovaćı
funkćı w(X):

〈f〉 =

∫
dµN(X)w(X) f(X), (6.53)

když jsme použili definici invariantńı mı́ry dµN(X) = dX/N !h3N na N-částicovém
fázovém prostoru. Přičemž w(x) je rozdělovaćı funkce statistického souboru. Nezávislost
určeńı statistické středńı hodnoty na rozdělovaćı funkci znamená, že středńı hodnoty
všech mocnin funkce f(x) jsou stejné ve všech souborech.

Pro nalezeńı vztahu mezi generuj́ıćımi termodynamickými funkcemi S, F a Ω z mi-
krokanonického, kanonického a velkého kanonického rozděleńı vyjdeme ze vztahu (6.39)
pro kanonickou partičńı sumu. Můžeme psát

Z(T, V,N) =

∫
dµN(X) e−β H(X) =

∫
dE

∫
dµN(X) δ(H(X)− E)e−β H(X)

=

∞∫
0

dE Zmic(E)e−βE = V

∞∫
0

due−βV (u−Ts(u,ρ)) , (6.54)

kde jsme zavedli hustotu energie u = E/V , částic ρ = N/V a entropie s = S/V .
Současně jsme využili homogenity termodynamických funkćı v termodynamické limitě.
V termodynamické limitě V → ∞ lze k výpočtu integrálu ve vztahu (6.54) využ́ıt
metodu největš́ıho spádu. To jest, do integrálu přisṕıvá pouze člen, který minimalizuje
výraz v exponentu, tj. pro hustotu energie u(ρ, s), která splňuje rovnici

1

T
=

(
∂s(u, ρ)

∂u

)
u=u

.

Jestliže použijeme tento závěr a srovnáme výsledek s definičńım vztahem pro volnou
energii v kanonickém souboru, (6.41), potom dostaneme pro volnou energii z kanonického
souboru závislost na entropii z mikrokanonického souboru

f(T, ρ) = u− Tsmic(u, ρ) (6.55)

při dané teplotě T .
To znamená, že potenciál F (T, V,N) = V f(T, ρ) z (6.41) je skutečně Helmholtzova

volná energie źıskaná z entropie mikrokanonického rozděleńı. Termodynamické veličiny
odvozené z mikrokanonického a kanonického rozděleńı jsou stejné.

Analogicky pro velký kanonický soubor plat́ı

Z(T, V, µ) = V
∞∑
N=0

∞∫
0

du e−βV (u−Ts(u,ρN )−µρN ) , (6.56)
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kde jsme označili ρN = N/V . V termodynamické limitě opět využijeme metodu největš́ıho
spádu v̊uči proměnným u a ρN pro výpočet integrálu a sumy ve výrazu (6.56). Extrém
integrandu nastává pro

−µ
T

=

(
∂s

∂ρN

)
u

,
1

T
=

(
∂s

∂u

)
ρ

, (6.57)

což vede na velký kanonický potenciál

Ω(T, V, µ) = V (u− Tsmic(u, ρ)− µρ) , (6.58)

přičemž opět veličiny smic, u, ρ maj́ı hodnoty z mikrokanonického souboru. Stejně jako
v kanonickém souboru nabývá velký kanonický potenciál minima v termodynamické
rovnováze. Využijeme-li ještě daľśıho definičńıho vztahu

P = −
(
∂U

∂V

)
N,S

, µ =

(
∂U

∂N

)
S,V

, (6.59)

dostaneme termodynamické potenciály v diferenciálńım tvaru

dF = −SdT − pdV + µdN,

dΩ = −SdT − pdV +Ndµ. (6.60)

V termodynamické limitě N →∞, kdy do termodynamické partičńı sumy přisṕıvaj́ı
pouze sedlové body (maxima nebo minima termodynamických potenciál̊u) jsou ter-
modynamické potenciály jednotlivých statistických soubor̊u na sebe převeditelné stan-
dardńımi termodynamickými vztahy. Tzn. termodynamické veličiny jsou nezávislé na
volbě souboru, a tud́ıž všechny tři statistické popisy vedou na jedinou termodyna-
miku. Jednotlivé termodynamické potenciály jsou svázány Legendreovými transforma-
cemi souvisej́ıćımi se změnou nezávislých proměnných v jednotlivých potenciálech.

Pro určeńı partičńıch sum jednotlivých statistických soubor̊u jsme použili pro výpočet
integrálu metodu největš́ıho spádu, což je ekvivalentńı metodě sedlového bodu pro kom-
plexńı proměnné. Mlčky jsme vždy předpokládali, že źıskané rovnice sedlového bodu ve-
dou na odpov́ıdaj́ıćı extrém, minimum termodynamického potenciálu, což je ekvivalentńı
maximu entropie. Ukážeme, že entropie nabývá v sedlovém bodě skutečně maximum,
jestliže tepelná kapacita CV byla kladná. Z definice tepelné kapacity dostaneme

CV =

(
∂U

∂T

)
N,V

=

(
∂U

∂S

)
N,V

(
∂S

∂T

)
N,V

= T

(
∂S

∂T

)
N,V

, (6.61)

a tedy entropie nabývá maxima jestliže

0 >
∂2S

∂E2
=

∂

∂E

(
1

T

)
= −T−2

(
∂T

∂E

)
= −T−2

(
∂E

∂T

)−1

,

tzn.
∂2S

∂E2
= − 1

T 2CV
< 0. (6.62)
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Odtud źıskáme význam tepelné kapacity pro stabilitu termodynamiky popsané apara-
turou statistické mechaniky. Jestliže entropie nabývá maxima, potom volná energie a
velký kanonický potenciál nabývaj́ı minima v sedlovém bodě. Nav́ıc, aby velký kanonický
potenciál nabýval ve sedlovém bodě minima v̊uči fluktuaćım počtu částic, je nutné, aby
aby objemová stlačitelnost byla kladná. Plat́ı totiž

∂2s

∂ρ2
= − 1

Tρ2κT
< 0 , (6.63)

kde κT = −v−1∂P/∂v je izotermická stlačitelnost a v = V/N = 1/ρ. Toto obecně
dokážeme v následuj́ıćı kapitole, kde budeme studovat fluktuace fyzikálńıch veličin v
r̊uzných statistických souborech.

6.4 Užit́ı klasických statistických rozděleńı

Na př́ıkladech budeme demonstrovat využit́ı statistických rozděleńı k odvozeńı některých
obecných vztah̊u a zákonitost́ı termodynamiky a klasické statistické fyziky.

6.4.1 Ekvipartičńı a viriálový teorém

Nejdř́ıve odvod́ıme obecný vztah středńı hodnoty součinu kanonické proměnné s derivaćı
hamiltoniánu a teploty.

Uvažujme následuj́ıćı středńı hodnotu na fázovém prostoru (Xi = qi nebo pi,
i = 1, ..., 3N) v mikrokanonickém souboru〈
Xi

∂H(X)

∂Xj

〉
=

1

Γ(E)

∫
E<H(X)<E+∆

dX Xi
∂H(X)

∂Xj

=
∆

Γ(E)

∂

∂E

∫
H(H)<E

dX Xi ,
∂H(X)

∂Xj

,

kde jsme převedli integraci po nadploše na integrál po fázovém objemu. Jelikož E je
konstanta, potom ∂E/∂Xj = 0 a můžeme psát

∆

Γ(E)

∂

∂E

∫
H(X)<E

dX Xi
∂

∂Xj

(H(X)− E) =

∆

Γ(E)

∂

∂E

∫
H(X)<E

dX
∂

∂Xj

[Xi (H(X)− E)]− ∆

Γ(E)

∂

∂E

∫
H(X)<E

dX δij (H(X)− E).

Přitom prvńı integrál je nula pro hamiltoniány, které jsou sudou funkćı svých proměnných,
nebot’ jej lze převést na povrchový integrál s H(X) = E. Do středńı hodnoty přisṕıvá
tedy pouze druhý integrál, tj.〈

Xi
∂H(X)

∂Xj

〉
=

∆ δij
Γ(E)

∫
H(X)<E

dX = δij

(
∂Ω(E)

∂E

)−1

Ω(E) =

δij

[
∂

∂E
ln Ω(E)

]−1

=
kBδij(
∂S(E)
∂E

) = δij kB T. (6.64)
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Toto je zobecněný ekvipartičńı teorém, který se týká systémů popsaných kvadra-
tickým hamiltoniánem

H(x) =

f/2∑
i=1

[
Aiq

2
i + Bip

2
i

]
.

Pro tyto hamiltoniány totiž plat́ı

f∑
i=1

〈
Xi
∂H(X)

∂Xi

〉
= 2 〈H(X)〉 ,

kde f je počet harmonických stupň̊u volnosti. Ve spojeńı se vztahem (6.64) dostaneme

〈H(X)〉 =
1

2
fkBT , (6.65)

což je ekvipartičńı teorém, který ř́ıká, že energie je rozložena stejnoměrně mezi
všechny stupně volnosti harmonického systému. Na každý stupeň volnosti připadne ener-
gie 1/2 kT . Pro tepelnou kapacitu to znamená, že

cv
kB

=
f

2
. (6.66)

Tepelná kapacita systému je v př́ımé úměře s počtem stupň̊u volnosti systému. Ve
vztahu (6.66) je opět skryt paradox klasické mechaniky, která předpokládá neomezené
škálováńı a kde neexistuje nejmenš́ı kvantum energie. V klasické mechanice můžeme
totiž zjemňovat děleńı energie až do nekonečna a tud́ıž dospějeme v každém makrosko-
pickém systému ke spojitému rozložeńı nekonečného počtu stupň̊u volnosti. Vztah (6.66)
je tedy experimentálně platný pouze pro vysoké teploty, kdy diskrétńı kvantová teorie
přecháźı na spojitou klasickou.

Ze vztahu (6.64) můžeme odvodit i viriálový teorém. K tomuto účelu použijeme
Hamiltonovy rovnice (5.1) s jejichž pomoćı z (6.64) źıskáme:

3N∑
i=1

〈qi ṗi〉 =
3N∑
i=1

〈qi Fi(x)〉 = −
3N∑
i=1

〈
qi
∂H

∂qi

〉
= −3NkBT, (6.67)

kde Fi je zobecněná śıla. Z klasické mechaniky v́ıme, že qiFi je tzv. viriál.
Ekvipartičńı teorém použijeme k odvozeńı dvou fyzikálńıch zákon̊u týkaj́ıćıch se ter-

modynamiky harmonických systémů.

Měrné teplo pevných látek

Atomy v pevné látce se nacházej́ı v uzlech mř́ıže a jejich pohyb je omezen pouze na kmity
kolem svých rovnovážných poloh. Hamiltonián krystalu můžeme potom v harmonické
aproximaci zapsat

H =
3N∑
k=1

p2
k

2mk

+ 1/2
∑
i,k

aik(qi − q0
i )(qk − q0

k), (6.68)
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když q0
i je rovnovážná poloha atomu (jeho souřadnice). Tento hamiltonián ještě zdiago-

nalizujeme přechodem do normálńıch souřadnic přičemž dostaneme nový tvar

H =
1

2

3N∑
k=1

[
P 2
k + ω2

kQ
2
k

]
.

Z ekvipartičńıho teorému potom dostaneme, že středńı energie je násobkem teploty
a měrné teplo tedy nezáviśı na teplotě.

Ē = 3NkBT ⇒ Cv = 3NkB = 3R, (6.69)

Toto je Petit̊uv-Dulong̊uv zákon pro měrné teplo pevných látek, který dobře plat́ı ve
vyšš́ıch teplotách.

Rayleigh̊uv-Jeans̊uv zákon

Budeme uvažovat elektromagnetické pole uzavřené ve vakuu ohraničeném dokonalým
vodičem ve tvaru krychle o hraně L. Jelikož stěny krychle jsou dokonalý vodiče, jedná
se o černé těleso, které nevyzařuje vně žádnou energii uzavřeného elektromagnetického
pole. Plat́ı okrajové podmı́nky pro elektrické pole ~n× ~E = 0 a magnetické pole ~∇· ~H = 0
na vnitřńıch stěnách krychle.

Z Maxwellových rovnic ve vakuu

~∇× ~H − 1

c

∂ ~E

∂t
= 0 , ~∇ · ~E = 0,

~∇× ~E − 1

c

∂ ~H

∂t
= 0 , ~∇ · ~H = 0,

dostaneme vlnové rovnice pro elektrické a magnetické pole

∇2 ~E − 1

c2

∂2 ~E

∂t2
= 0 , ∇2 ~H − 1

c2

∂2 ~H

∂t2
= 0. (6.70)

Řešeńı vlnových rovnic můžeme napsat ve tvaru:

Ex = Ax cos (ωt− ϕ) cos kxx sin kyy sin kzz,

Ey = Ay cos (ωt− ϕ) sin kxx cos kyy sin kzz,

Ez = Az cos (ωt− ϕ) sin kxx sin kyy cos kzz,

Hx = Bx sin (ωt− ϕ) sin kxx cos kyy cos kzz,

Hy = By sin (ωt− ϕ) cos kxx sin kyy cos kzz,

Hz = Bz sin (ωt− ϕ) cos kxx cos kyy sin kzz,

kde ~A, ~B, ~k jsou vzájemně ortogonálńı vektory a kx = l π/L, ky = mπ/L, kz = nπ/L.
Přičemž l,m, n jsou libovolná celá č́ısla a frekvence ω splňuje disperzńı relaci
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ω = ωlmn = c
π

L

√
l2 +m2 + n2. (6.71)

Bez újmy na obecnosti můžeme vektory ~k, ~E a ~H zvolit tak, že ~k = (0, 0, k), ~E =

(E, 0, 0) a ~H = (0, H, 0). Energie takto uzavřeného pole je:

E =
∞∑

n=−∞

1

2

[
(∂tEn)2 + c2k2

nE
2
n + (∂tHn)2 + c2k2

nH
2
n

]
, (6.72)

což je opět soubor harmonických oscilátor̊u, ωn = ckn = cn π/L. Středńı hodnota energie
pro jeden stupeň volnosti je z ekvipartičńıho teorému Ē = kT/2. Elektromagnetické pole
pro jednu hodnotu hybnosti má čtyři nezávislé harmonické komponenty, takže hustota
energie potom je

Ē(ω)dω = 2kBTdN(ω) , (6.73)

kde N(ω) je počet oscilátor̊u s energíı E < ω. Přičemž E = c
√
k2
x + k2

y + k2
z a počet stav̊u

se určuje pouze z kladných hodnot hybnost́ı. Jeden oscilátor zauj́ımá objem (cπ/L)3.
Tud́ıž

N(ω) =
1

8

4πω3/3

(cπ/L)3
=

ω3V

6π2c3
,

kde V je objem, ve kterém je pole uzavřeno. Pro hustotu energie z (6.69) můžeme
psát

u(ω)dω =
ω2kBT

π2c3
dω, (6.74)

což je Rayleigh̊uv-Jeans̊uv zákon pro rozděleńı energie elektromagnetického zářeńı na
frekvence při zadané teplotě. Dobře plat́ı pro malé frekvence, kdežto pro vysoké frekvence
hustota energie neomezeně roste, což vede na tak zvanou ultrafialovou divergenci. Tento
závěr nesouhlaśı s experimentálńım pozorováńım. Nefyzikálńı chováńı Rayleighova-Jeansova
zákona pro vysokofrekvenčńı elektromagnetická pole byl vyřešen Planckovou kvantovou
hypotézou, která stála na počátku kvantové teorie.

6.4.2 Klasický homogenńı ideálńı plyn - kinetická teorie

Problém kinetické teorie je popsat chováńı ideálńıho (zředěném) plynu v homogenńım
prostřed́ı omezeném v objemu V a teplotě T . Kinetická teorie plyn̊u je historicky předch̊udcem
moderńı statistické mechaniky. Ćılem kinetické teorie je statistický popis plynu molekul,
aniž bychom zkoumali pohyb jednotlivých molekul. V kinetické teorii plyn̊u nás zaj́ımá
rozdělovaćı funkce

f(rN ,pN , t)d3rd3p

která definuje počet částic, které v čase t jsou v objemovém elementu d3r kolem souřadnice
r a maj́ı hybnosti v oblasti d3p kolem vybrané hodnoty p. Celkový počet molekul v plynu
je pak dán normalizačńı podmı́nkou∫

f(rN ,pN , t)d3p = N .
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V př́ıpadě homogenńıho plynu potom hustota částic ve fázovém prostoru nezáviśı na
souřadnici a můžeme př́ımo vyintegrovat přes objem∫

f(pN , t)d3p =
N

V
.

V rovnovážném stavu pak ještě statistické rozděleńı nezáviśı na čase t. Z předchoźı
kapitoly v́ıme, že při zadané teplotě plynu, bude rovnovážné rozděleńı Maxwellovo-
Boltzmannovo

f(pN) =
exp

{
−β
∑N

i=1
p2
i

2m

}
∫
d3p exp

{
−β
∑N

i=1
p2
i

2m

} , (6.75)

což lze zapsat jako součin jednočásticových funkćı

f(pN) =

[(
β

2πm

)3/2

e−βp
2/2m

]N
.

Jelikož měřitelné jsou rychlosti a ne hybnosti, potom přejdeme k pravděpodobnostńımu
rozděleńı v jednočásticovém prostoru rychlost́ı

f(v) =

(
βm

2π

)3/2

e−βmv2/2 , (6.76)

což je Maxwellovo rozděleńı rychlost́ı v homogenńım ideálńım plynu.
Maxwellovo rozděleńı použijeme k určeńı tlaku plynu a stavové rovnice. Vybereme

malou plošku dS na hranici objemu uzav́ıraj́ıćıho plyn. Za časový interval dt částice s
rychlost́ı vn, normálová komponenta rychlosti k ploše dS, zaujme objem válce vndtdS.
Potom počet částic, které za tento časový úsek naraźı na vybraný element plochy dS je

dn(v) = ρf(v)vndvdtdS ,

kde ρ = N/V je objemová hustota plynu. Tlak těchto částic na stěnu během této doby
je roven změně hybnosti za jednotku času při pružném nárazu na stěnu

dP (v) = (2mvn)vnρf(v)dv .

V izotropńım př́ıpadě můžeme př́ımo vyintegrovat přes objemový úhel dΩ = sin θdθdφ/4π,
přičemž vn = v cos θ a dostaneme

dP (v) =
1

3
mv2ρf(v)dv .

S využit́ım vztahu (6.76) dostaneme výraz pro celkový tlak plynu

P =
1

3
ρm

∫ ∞
0

dvv2f(v) ==
1

3
ρm
〈
v2
〉
, (6.77)



KAPITOLA 6. STATISTICKÉ SOUBORY A TERMODYNAMIKA 127

přičemž střeńı hodnota kvadrátu rychlosti je〈
v2
〉

=
3kBT

m
. (6.78)

Kombinaćı těchto dvou rovnic dostaneme termickou rovnici ideálńıho plynu

PV = NkBT . (6.79)

Ze středńı hodnoty kvadrátu rychlost́ı dostaneme vyjádřeńı pro vnitřńı energii idálńıho
plynu, kalorickou stavovou rovnici,

U =
3

2
NkBT . (6.80)

Kinetická teorie plynu je teoríı ideálńıho homogenńıho plynu.

6.4.3 Stavová rovnice pro nehomogenńı Maxwell̊uv-Boltzman-
n̊uv plyn

Kinetická teorie již neńı dostatečná k odvozeńı stavové rovnice pro nehomogenńı ideálńı
plyn, to jest pro plyn ve vněǰśım potenciálu, např́ıklad gravitačńım poli. Pro obecný
hamiltonián ideálńıho nehomogenńıho plynu

H(X) =
N∑
k=1

p2
k

2m
+

N∑
k=1

U(qk), (6.81)

můžeme odvodit stavovou rovnici některým z následuj́ıćıch zp̊usob̊u z hustoty termody-
namických potenciál̊u.

Pro slabé vněǰśı pole použijeme Gibbsovu-Duhemovu rovnici v malých objemových
elementech ∆V . Přičemž pracujeme v kanonickém rozděleńı a s Helmholtzovou volnou
energíı. Jestliže využijeme vztahu (

∂F

∂∆N

)
T,∆V

= µ,

Potom stavová rovnice z Gibbsova-Duhemova vztahu je

P∆V =

(
∂F (T,∆V,∆N)

∂∆N

)
T,∆V

∆N − F (T,∆V,∆N).

Pokud ovšem je plyn umı́stěn v silném vněǰśım poli, pak na makroskopické ob-
lasti ∆V tlak neńı ani na makroskopické škále homogenńı a nelze jej takto z globálńı
Gibbsovy-Duhemovy rovnice určit. Jediná možnost zavedeńı tlaku v nehomogenńım
prostřed́ı je zavedeńı tlaku v infinitezimálńım objemu kolem souřadnice polohy v pro-
storu. Objemová závislost se redukuje pouze na ty proměnné, které nevystupuj́ı expli-
citně v potenciálu. Z definičńı rovnice pro hustotu volné energie Maxwellova-Boltzmannova
plynu

f =
F

N
= −kT ln

∫
V

d3q exp {−βU(q)}
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tlak v malém objemu kolem souřadnice q

P (q) = − δf

δv(q)
=

kTe−βU(q)∫
V
d3q e−βU(q)

,

kde v(q) je infinitezimálńı objem kolem souřadnice q.
Alternativně a nejobecněji odvod́ıme stavovou rovnici ideálńıho plynu v nehomo-

genńım potenciálu př́ımo z velkého kanonického potenciálu. Nejdř́ıve si rozděĺıme celý
objem na miniobjemy ∆Vi, uvnitř kterých je vněǰśı potenciál konstantńı, to jest, U(q) =
Ui, q ∈ ∆Vi. T́ım rozbijeme celý systém na soubor podsystémů v termodynamické rov-
nováze. Tyto subsystémy si mohou mezi sebou vyměňovat energii i částice. Tj. jako celek
muśı být popsány velkým kanonickým souborem se stejným chemickým potenciálem a
stejnou teplotou. Z Gibbsovy-Duhemovy relace pro jeden element celého systému plat́ı

Pi∆Vi = kBT ln
∞∑
N=0

zN

N !h3N

[∫
d3q d3p e−β(p2/2m+Ui)

]N
= kBT ln

∞∑
N=0

zN

N !

(
∆Vi
λ3

)N
e−βNUi , (6.82)

kde jsme zavedli de Broglieovu teplotńı vlnovou délku λ = h/
√

2πmkBT .

Pi ∆Vi = kBTe
β(µ−Ui) ∆Vi

λ3
.

Abychom uzavřeli stavovou rovnici muśıme ještě vyloučit chemický potenciál pomoćı
počtu částic. Z definice

Ni = −∂Ωi

∂µ
=

∆Vi
λ3

eβ(µ−Ui).

Celkový počet částic potom je

N =
∑
i

Ni = eβµ
1

λ3

∑
i

∆Vi e
−βUi

= eβµ
1

λ3

∫
d3q e−βUi .

Dosazeńım této rovnice do rovnice pro tlak dostaneme

Pi = kBT
Ne−βUi∑
i ∆Vi e

−βUi
.

Analogicky dostaneme Boltzmann̊uv vztah pro rozděleńı částic

Ni = N
∆Vi e

−βUi∑
i ∆Vi e

−βUi
.
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Barometrická formule

Uvažujme ideálńı plyn v gravitačńım poli s gravitačńım zrychleńım g. Chceme znát
závislot tlaku na výšce nad zemským povrchem. Jestliže uvažujeme plyn v tenké vrstvě
e výšce h, potom jeho potenciálńı energie bude

U(h) = mgh ,

kde m je hmota částic plynu. Plyn ve uvažované vrstvě můžeme považovat za homogenńı,
to jest, je v ńı dobře definován globálńı tlak. Jestliže objemová hustota plynu ve této
vrstvě je ρ(h), můžeme pro plyn psát stavovou rovnici

P (h) = ρ(h)kBT .

Rozložeńı hustoty plynu v gravitačńım poli je popsáno Boltzmannovým předpisem

ρ(h) = ρ(0) exp{−βmgh} .

Dosazeńım do stavové rovnice dotabeme barometrickou formuli

P (h) = P (0) exp{−βmgh} . (6.83)



Kapitola 7

Teorie fluktuaćı a obecné vlastnosti
statistických sum

V odd́ılu 6.3 jsme ukázali, že termodynamické potenciály odvozené z r̊uzných statis-
tických soubor̊u jsou v termodynamické limitě stejné, tj. že existuje pouze jediná rov-
novážná termodynamika odvozená ze statistické mechaniky. T́ımto postupem jsme však
nedokázali úplnou ekvivalenci statistických soubor̊u, nebot’ jsme dosud nemluvili o fluk-
tuaćıch fyzikálńıch veličin v jednotlivých souborech. Např. energie je pevně dána v mik-
rokanonickém souboru, kdežto je neurčena v kanonickém rozděleńı. Dosud v́ıme, že nej-
pravděpodobněǰśı energie kanonického rozděleńı je energie mikrokanonického rozděleńı.
K úplné ekvivalenci r̊uzných statistických soubor̊u potřebujeme ukázat, že fluktuace
fyzikálńıch veličin jsou zanedbatelné v termodynamické limitě. Nav́ıc při odvozeńı ka-
nonického a velkého kanonického souboru z mikrokanonického jsme vycházeli z konečné
energie tepelné lázně EL, přesto však jsme v rozděleńı energíı kanonického souboru
integrovali i přes energie E > EL. Totéž plat́ı o počtu částic ve velkém kanonickém
souboru. Tyto př́ıspěvky jsou však stejně zanedbatelné jako fluktuace těchto veličin pro
dostatečně velký počet částic.

V této kapitole ukážeme, jak bez daľśıch výpočt̊u na velkém 6N -rozměrném fázovém
prostoru lze odvodit kvadratické fluktuace fyzikálńıch veličin ve statistických souborech
př́ımo z termodynamických veličin. Současně t́ımto najdeme kriteria stability termody-
namiky, to jest, kdy rovnovážné stavy splňuj́ı princip maxima entropie.

7.1 Gibbsova metoda výpočtu kvadratických fluk-

tuaćı

Mı́rou fluktuaćı veličin ve statistických souborech jsou korelačńı momenty, př́ıpadně
korelačńı funkce. Korelace jsme definovali v odd́ılu 5.1. Obecně korelačńı momenty funkćı
náhodných proměnných lze definovat

χ(F k1
1 , . . . , F kn

n ) = 〈(F1 − 〈F1〉)k1 . . . (Fn − 〈Fn〉)kn〉 , (7.1)
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kde úhlové závorky znamenaj́ı středováńı přes mikroskopické realizace se statistickou
vahou danou statistickým rozděleńım,

〈F 〉 =

∫
dµ(X)w(X)F (X) .

Nás budou nejv́ıce zaj́ımat kvadratické korelace (ki = 2) popisuj́ıćı fluktuace fy-
zikálńıch veličin. Pro libovolnou fyzikálńı veličinu označ́ıme

∆F = 〈(F − 〈F 〉)2〉1/2, (7.2)

což je variance veličiny F . Relativńı fluktuace potom je

∆relF =
∆F

〈F 2〉1/2
. (7.3)

Fyzikálńı veličiny nezáviśı na výběru statistického souboru, pokud jejich středńı hodnoty
jsou stejné a relativńı fluktuace zanedbatelné. Jestli toto plat́ı pro všechny fyzikálńı
veličiny, potom statistické soubory a jejich rozděleńı ekvivalentńı.

Budeme uvažovat kanonické rozděleńı s hamiltoniánem H(X). Budou nás zaj́ımat
fluktuace fyzikálńıch veličin Ak(x), k = 1, . . . , n. Z tohoto d̊uvodu rozš́ı̌ŕıme p̊uvodńı
hamiltonián o tyto ”zobecněné śıly”ak, legendreovsky sdružené s veličinami Ak. Tyto śıly
chápeme jako poruchu rovnovážného stavu, která je slabá a systém radikálně neměńı,
všechny změny prob́ıhaj́ı kvazistaticky.

dH(X; a) = dH(X) +
∑
k

Ak(X)dak . (7.4)

Volná energie s t́ımto novým Hamiltoniánem potom je:

−βF (N, T, V ; a) = ln

∫
dµ(X)e−βH(X;a) . (7.5)

Nyńı snadno zjist́ıme, že

〈Ak〉 =
∂F (N, T, V ; a)

∂ak
=

〈
∂H(X; a)

∂ak

〉
. (7.6)

Za předpokladu, že veličiny Ak nezáviśı na {al}, potom

cov(Ak, Al) = − 1

β

∂2F (N, T, V ; a)

∂ak∂al
. (7.7)

Zcela obecně plat́ı následuj́ıćı Gibbsova lemmata:

1. lemma:
∂ 〈φ〉
∂β

= −〈(φ− 〈φ〉)(H − 〈H〉)〉 , (7.8)

2. lemma:
∂ 〈φ〉
∂a
−
〈
∂φ

∂a

〉
= −β

〈(
∂H

∂a
−
〈
∂H

∂a

〉)
(φ− 〈φ〉)

〉
. (7.9)
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Obě lemmata źıskáme př́ımým derivováńım středované veličiny 〈φ〉. Druhé lemma
(7.9) je zobecněńım vztahu (7.7). Tato lemmata můžeme využ́ıt na výpočet fluktuaćı
fyzikálńıch veličin. Výpočet korelaćı a fluktuaćı pomoćı derivaćı a vztah̊u (7.7)-(7.9)
se nazývá Gibbsova metoda a je ekvivalentem výpočtu moment̊u distribučńı funkce z
generuj́ıćıho funkcionálu.

Gibbsova lemmata využijeme k výpočtu fluktuaćı energie a částic. Z prvńıho lem-
matu, vztah (7.8), snadno vypočteme fluktuace energie v kanonickém rozděleńı:〈

(H − 〈H〉)2
〉

= −dU(N,S, V )

dβ
= −

(
dU

dS

)
N,V

(
dS

dβ

)
N,V

= −T (kBT
2)

(
dS

dT

)
N,V

= kBT
2CV = NkBT

2cV .

Tud́ıž relativńı fluktuace energie je

∆relE =
1√
N

√
kBT 2

u2
cV . (7.10)

Tzn. že energie v kanonickém souboru podléhá normálńımu rozděleńı se středem
E = 〈H〉 = U a š́ı̌rkou rozděleńı ∆E =

√
2NkBT 2cV .

Volná energie kanonického souboru je pak dána F ≈ U −TS−1/2kBT ln(NcV ), kde
S je entropie mikrokanonického souboru. Posledńı člen je úměrný pouze lnN , kdežto
prvńı dva jsou úměrné N . Tzn., že př́ıspěvek od fluktuaćı volné energie je zanedbatelný.

Analogicky odvod́ıme fluktuace počtu částic ve velkém kanonickém rozděleńı. Z

druhého Gibbsova lemmatu (7.9) a z vlastnosti
〈
∂N
∂µ

〉
= 0 dostaneme

(N − 〈N〉)2 =
1

β

∂ 〈N〉
∂µ

= − 1

β

∂2Ω

∂µ2
= −kBTV

∂2p

∂µ2
, (7.11)

když jsme ještě použili integrálńı Gibbs̊uv-Duhamův vztah (3.5). Nyńı od proměnné µ
přejdeme k proměnné v = V/N . Plat́ı následuj́ıćı vztahy

µ =

(
∂F

∂N

)
T,V

= f(v)− v∂f(v)

∂v
,

kde f = F/N , P = − (∂f/∂v)T,N . Odtud potom dostaneme

∂µ

∂v
= −v∂

2f

∂v2
,

∂P

∂µ
=
∂v

∂µ

∂P

∂v
=

(
∂f

∂v

)−1
∂P

∂v
= v−1.

Dále ještě

∂2P

∂µ2
=

∂

∂µ

(
1

v

)
= − 1

v2

∂v

∂µ
= − 1

v2

(
∂µ

∂v

)−1

=
1

v3

(
∂2f

∂v2

)−1

.

Označ́ıme izotermickou kompresibilitu (stlačitelnost):

κT =
1

v

(
d2f

dv2

)−1

= −1

v

(
dP

dv

)−1

T,N

, (7.12)
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která pro fluktuace částic hraje stejnou roli jako měrné teplo na částici pro fluktu-
ace energie. Vztah (7.11) můžeme pomoćı rovnosti (7.12) zapsat jako 〈N2〉 − 〈N〉2 =
〈N〉 kBTκT/V , což znamená, že

∆relN =
1√
〈N〉

√
kBT

κT
v
. (7.13)

Veličina βv = κ0
T je kompresibilita ideálńıho plynu. Stejným zp̊usobem jako v př́ıpadě

kanonického souboru jsou fluktuace počtu částic ve velkém kanonickém souboru v termo-
dynamické limitě zanedbatelné a korekce k termodynamickým potenciál̊um a měřitelným
veličinám vymiźı jako N−1/2 v̊uči jejich středńım hodnotám.

Již dř́ıve jsme uvedli, že princip maximality entropie (minimality volné energie)
vyžaduje, aby CV > 0 a κT > 0. Obdobně při existenci daľśıch zobecněných sil (magen-
tické pole atd.) muśı být odpov́ıdaj́ıćı druhé derivace (susceptibility) kladné, aby výsled-
ná rovnovážná termodynamika odpov́ıdala stabilńımu řešeńı!

7.2 Einsteinova teorie fluktuaćı

Alternativńı zp̊usob výpočtu kvadratických fluktuaćı z derivaćı termodynamických po-
tenciál̊u úpocháźı od Einsteina. V této metodě, která byla Einsteinem zavedena pro ter-
modynamiku, se využ́ıvá vlastnost́ı entropie a jej́ımu vztahu ke statistickému rozděleńı.

Necht’ extenzivńı veličiny A1(X), . . . , An(X) charakterizuj́ı makroskopický stav, to
znamená, že jejich změny se projevuj́ı ve změně rovnovážného stavu. Entropie takového
makroskopického stavu je

S(E;A1, . . . , An) = kB ln Γ(E;A1, . . . , An) , (7.14)

kde Γ(E;A1, . . . , An) je objem fázového podprostoru odpov́ıdaj́ıćıho stavu s danými hod-
notami A1, . . . , An veličin A1(X), . . . , An(X). Označ́ıme Γ(E) fázový objem odpov́ıdaj́ıćı
rovnovážnému stavu, který odpov́ıdá maximu entropie. Toto maximum nastane pro
hodnoty A0

1, . . . , A
0
n. Potom pravděpodobnost nalezeńı systému ve stavu s hodnotami

A1, . . . , An je

f(E;A1, . . . , An) =
Γ(E;A1, . . . , An)

Γ(E)
=

exp
{

1
kB
S(E;A1, . . . , An)

}
Γ(E)

. (7.15)

Nalezeńı systému ve stavu s hodnotami extenzivńıch proměnných A1, . . . , An je
náhodný proces, a tud́ıž veličiny A1(X), . . . , An(X) jsou náhodné proměnné. Jejich
odchylky od rovnovážné hodnoty označ́ıme αi = Ai − A0

i a použijeme je jako malé
parametry rozvoje entropie kolem rovnovážné hodnoty. Dı́ky maximalitě entropie v rov-
novážném stavu dostaneme cedoućı odchylku

S(E;A1, . . . , An) = S(E) +
1

2

∑
i,j

∂2S

∂Ai∂Aj

∣∣∣∣
Ai=A0

i

αiαj . (7.16)
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Označ́ıme matici druhých derivaćı

gij = − ∂2S

∂Ai∂Aj

∣∣∣∣
Ai=A0

i

. (7.17)

Matice gij je pozitivně definitńı, nebot’ entropie v rovnováze nabývá maxima. Jestliže
ještě označ́ıme α = (α1, . . . , αn), potom pravděpodobnostńı rozložeńı fluktuaćı veličin
A1, . . . , An kolem svých rovnovážných hodnot je ze vztahu (7.15) kvadratické, gaussovské

f(α) = C exp

{
− 1

2kB
α · g · α

}
, (7.18)

kde jsme označili normalizačńı konstantu

C =

[
det g

(2πkB)n

]1/2

. (7.19)

Středńı hodnoty kvadratických fluktuaćı (korelace) jsou př́ımo určeny z matice druhých
derivaćı entropie v rovnovážném stavu

〈αiαj〉 = kB
(
g−1
)
i,j

. (7.20)

Pro jedinou proměnnou potom dostaneme skalárńı vztah〈(
A− A0

)2
〉

= −kB
(
∂2S

∂A2

)−1

A=A0

. (7.21)

Tento vztah pro kvadratické fluktuace, třebaže byl odvozen pro extenzivńı veličiny,
lze rozš́ı̌rit na libovolné termodynamické proměnné.

7.3 Darwinova - Fowlerova metoda nejpravděpodob-

něǰśıho rozděleńı

V odd́ılu 7.1 jsme dokázali matematickou ekvivalenci statistických soubor̊u v termo-
dynamické limitě pomoćı Gibbsovy metody fluktuaćı. V tomto odd́ılu ukážeme, že at’

klasické či kvantové statistické rozděleńı (kanonické) lze odvodit zcela obecně tzv. Darwi-
novou - Fowlerovou metodou z nejpravděpodobněǰśıho rozděleńı energíı s vedleǰśımi
podmı́nkami, aniž bychom užili metody Lagrangeových multiplikátor̊u a Stirlingovy for-
mule. Toto odvozeńı nám v trochu jiném světle objasńı pravděpodobnostńı charakter
rovnovážné statistické mechaniky a význam termodynamické limity, která vede na tzv.
metodu sedlového bodu pro analytické funkce.

Předpokládejme tedy, že máme M ekvivalentńıch, ale rozlǐsitelných soubor̊u, z nichž
každý se může nacházet v nějakém z energetických stav̊u E0, E1, . . . , Ek, . . . . Budeme
vycházet z toho, že E0 = 0 a Ek jsou přirozená č́ısla bez společného dělitele. Toho je
možné dosáhnout jestliže máme konečný systém na vhodné energetické škále. Potom je
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naš́ım úkolem naj́ıt nejpravděpodobněǰśı rozděleńı {mk} nezáporných celých č́ısel, která
udávaj́ı četnost obsazeńı energetické hladiny Ek, přičemž máme splnit:

∞∑
k=0

mk = M, (7.22)

∞∑
k=0

Ekmk = MU, (7.23)

kde jak M , tak U jsou přirozená č́ısla. Počet realizaćı jednoho rozděleńı je

W{mk} =
M !

m0!m1! . . .
(7.24)

a středńı hodnota obsazeńı energie Ek je

〈mk〉 ≡
∑′

{mi}mkW{mk}∑′

{mi}W{mk}
,

přičemž
∑′

{mi} označuje odpov́ıdaj́ıćı sumaci přes rozděleńı {mi} s vedleǰśımi podmı́nkami

(7.22) a (7.23). Nejpravděpodobněǰśı rozděleńı odpov́ıdá maximu rozdělovaćı funkce
W{mk} s vedleǰśımi podmı́nkami (7.22) a (7.23). Bude nás zaj́ımat pouze limita M →
∞, tud́ıž budeme zanedbávat členy řádu 1/M . V této limitě potom téměř všechny kon-
figurace maj́ı hodnotu nejpravděpodobněǰśıho rozděleńı obsazovaćıch č́ısel jednotlivých
energetických hladin mk.

Naš́ım ćılem je zbavit se vedleǰśıch podmı́nek pro určeńı nejpravděpodobněǰśıho
rozděleńı. Nejdř́ıve zobecńıme rozděleńı W{mk} na novou funkci

W{mk, gk} = M !
gm0

0

m0!

gm1
1

m1!
. . . (7.25)

tak, abychom dostali vytvořuj́ıćı funkci

Γ(M,U) = M !
∑
{mi}

′

W{mk, gk} , (7.26)

která umožňuje kontrolovat obsazeńı jednotlivých energetických hladin.
Středńı hodnoty součin̊u proměnných mk potom jsou

〈mi1 . . .mil〉 = gi1
∂

∂gi1
. . . gil

∂

∂gil
Γ(M,U)

∣∣∣∣
gi=1

, (7.27)

o čemž se snadno přesvědč́ıme ze vztah̊u (7.25) a (7.26). Co je pro výpočet vytvořuj́ıćı
funkce obt́ıžné, jsou omezuj́ıćı podmı́nky (7.22) a (7.23). Proto přejdeme k nové funkci

G(M, z) =
∞∑
U=0

zMUΓ(M,U), (7.28)
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kde U je nezáporné celé č́ıslo a z ∈ C je obecně komplexńı.
Jestliže vyjádř́ıme G(M, z) pomoćı sumaćı přes konfigurace, potom

G(M, z) =

∑
mi=M∑

m0,m1,...

M !

m0!m1! . . .

[
(g0z

E0)m0(g1z
E1)m1 . . .

]
= (

∞∑
k=0

gkz
Ek)M .

Omezeńı na celkovou energii je identicky splněno a neomezuje sumace přes obsazovaćı
č́ısla. Označme dále

f(z) =
∞∑
k=0

gkz
Ek . (7.29)

Z Laurentovy věty komplexńı analýzy dostaneme zpětnou transformaci od G(M, z)
ke Γ(M,U)

Γ(M,U) =
1

2πi

∮
dz

[f(z)]M

zMU+1
=

1

2πi

∮
dzI(z), (7.30)

přičemž integračńı křivka obeṕıná z = 0 a lež́ı v oblasti analyticity integrandu I(z),
|z| < R. Pro z = x ∈ R1 je f(x) monotónně rostoućı a x−MU−1 je monotónně klesaj́ıćı.
Proto na intervalu (0, R) má integrand I(x) minimum. Jestliže uvažujeme I(z), z ∈ C
v okoĺı x0, kde I(x) má minimum, potom zjist́ıme, že I(z) je analytická funkce, tj.
dI(z)/dz∗ = 0. Odtud źıskáme Cauchyho - Riemannových podmı́nek d2I(z)/dzdz∗ = 0(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
I(z) = 0 =⇒ ∂2

∂x2
I(x0) > 0

∂2

∂y2
I(x0) < 0, (7.31)

nebot’ I(x) nabývá v x0 minima. Tud́ıž z = x0 je pro integrand I(z) sedlový bod. Zave-

deme ještě funkci g(z):
I(z) = eMg(z),

tj.
g(z) = ln f(z)− U ln z, (7.32)

když jsme zanedbali členy úměrné 1/M , nebot’ nás zaj́ımá pouze termodynamická limita
M →∞. Sedlový bod x0 je řešeńım rovnice

g′(x0) = 0 =⇒
∑

k Ekx
Ek
0∑

k x
Ek
0

= U. (7.33)

Nav́ıc v limitě M →∞(
∂2I

∂x2

)
x→x0

= Mg′′(x0) exp{Mg(x0)} −−−−→
M→∞

∞,

nebot’ g(x0) > 0 a g′′(x0) > 0. Vzhledem k analytičnosti funkce g(z) v okoĺı bodu z = x0

můžeme ji rozvinout do mocninné řady g(z) = g(x0) + 1/2(z − x0)2g′′(x0) + . . . . Vyšš́ı
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členy můžeme zanedbat, nebot’ v př́ıpadě M → ∞ funkce g(z) nabývá v x0 nekonečně
ostré minimum podél reálné osy. Vytvořuj́ıćı funkce Γ(M,U) potom je

Γ(M,U) = eMg(x0) 1

2πi

∮
dz exp{1

2
Mg′′(x0)(z − x0)2}

= eMg(x0) 1

πi

∫ ∞
−∞

dy exp{−1

2
Mg′′(x0)(y)2},

kde jsme zdeformovali integračńı křivku na imaginárńı osu z − x0 = iy. Tzn.∣∣∣∣∣Γ(M,U) =
eMg(x0)√

2πMg′′(x0)

∣∣∣∣∣ (7.34)

a 1/M ln Γ(M,U) ≈ g(x0)−1/(2M) ln[2πMg′′(x0)], z čehož vyplývá, že v limitě M →∞
se vytvořuj́ıćı funkcionál exaktně redukuje na g(x0). Plat́ı

g(x0) = ln f(x0)− U lnx0,

g′′(x0) =
f ′′(x0)

f(x0)
− U(U − 1)

x2
0

.

Jestliže označ́ıme x0 = e−β, potom

g(x0) = ln
[∑

k gke
−βEk

]
+ βU,

g′′(x0) = e2β 〈(E − U)2〉 .
(7.35)

Pro středńı hodnotu rozděleńı a jej́ı fluktuace dostaneme (gk = 1)

〈mk〉
M

=
e−βEk∑
k e−βEk

,

〈m2
k〉 − 〈mk〉2

M2
=

1

M

〈mk〉
M

{
1− 〈mk〉

M
− 〈mk〉

M

(Ek − U)2

〈(Ek − U)2〉

}
.

Tud́ıž nejpravděpodobněǰśı rozděleńı mk je rovno statistické středńı hodnotě 〈mk〉 v
termodynamické limitě M →∞.

Darwinova-Fowlerova metoda odvozeńı nejpravděpodobněǰśı distribuce odvozuje exaktně
kanonické rozděleńı včetně fluktuaćı z metody sedlového bodu v komplexńı rovině bez
použit́ı přiblǐzné Stirlingovy formule. Darwinova - Fowlerova metoda neńı omezena na
klasickou nebo kvantovou statistiku a plat́ı zcela obecně.



Kapitola 8

Kvantová statistická mechanika

8.1 Postulát kvantové statistické mechaniky a ma-

tice hustoty

Odvozeńı zákon̊u kvantové statistické mechaniky je trochu odlǐsné od postupu v př́ıpadě
klasické dynamiky. Důvodem je jednak jiný reprezentačńı prostor, který již neńı fázový
prostor s klasickými souřadnicemi a hybnostmi. Jak v́ıme z kvantové mechaniky, souřadnice
a hybnosti nejsou souměřitelné. Reprezentačńım prostorem kvantové dynamiky je Hil-
bert̊uv prostor vlnových funkćı. Nav́ıc, kvantové částice jsou nerozlǐsitelné, tud́ıž po-
jem částice neńı vhodným elementárńım objektem. V neposledńı řadě ergodická te-
orie a pojem ergodického toku je v kvantové dynamice komplikovaněǰśı než v kla-
sické. Nejjednodušš́ı cesta ke kvantové statistice je přes zobecněńı postulátu stejných
pravděpodobnost́ı z odd́ılu 5.3 na reprezentačńı prostor kvantových stav̊u.

Každý systém v kvantové mechanice se nacháźı v nějakém stavu |Ψ〉, který je vek-
torem ze stavového Hilbertova prostoru. Tomuto stavu odpov́ıdá vlnová funkce Ψ(q) =
〈q|Ψ〉, kde q je zobecněná souřadnice. Jestliže |Φn〉 je úplný ortonormálńı systém na
stavovém prostoru, potom lze |Ψ〉 vyjádřit

Ψ =
∑
n

cn|Φn〉,

kde cn jsou časově závislé konstanty, které urč́ıme z řešeńı odpov́ıdaj́ıćı Schrödingerovy
rovnice. Fyzikálńım, měřitelným veličinám potom odpov́ıdaj́ı samosdružené operátory Ô
na stavovém prostoru. Jestliže provád́ıme laboratorńı měřeńı, potom neměř́ıme okamžitou
hodnotu, ale časově vystředovanou, tj.

〈Ô〉 =
〈Ψ|Ô|Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉

=

∑
n,m (cn, cm)〈Φn|Ô|Φm〉∑

n cn, cn
, (8.1)

přičemž časová středńı hodnota je brána přes čas mnohem menš́ı, než je rozlǐsovaćı čas
měř́ıćıho aparátu, ale mnohem deľśı, než typické časy molekulárńıch proces̊u.

Každému kvantovému stavu přǐrad́ıme soubor projekćı {cn}, které úplně popisuj́ı
daný stav a jeho časový vývoj. Proto fázový prostor klasické mechaniky nahrad́ıme
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stavovým prostoremH, kde souřadnicemi jednotlivých stav̊u jsou právě koeficienty {cn}.
Jelikož se statistická mechanika zabývá soubory s 1023 částic, muśıme i v kvantové
mechanice zformulovat postulát o rozložeńı pravděpodobnosti izolované soustavy. Lze
jej shrnout do dvou předpoklad̊u:

Postulát stejných pravděpodobnost́ı

(cn, cn) =


konst. , pro (E < En < E + ∆)

0 , jindy ,
(8.2)

kde ∆ minimálńı makroskopicky rozlǐsitelná energie.

Postulát náhodných fáźı
(cn, cm) = 0 pro n 6= m. (8.3)

Stavy Φn jsme vybrali jako vlastńı stavy odpov́ıdaj́ıćıho hamiltoniánu Ĥ, který je
samosdruženým operátorem. To znamená, že kvantové statistické soubory lze popsat
nekoherentńı směśı vlastńıch stav̊u operátoru hamiltoniánu. Středńı hodnoty operátor̊u
měřitelných veličin 8.1 potom lze zapsat

〈Ô〉 =

∑
n |cn|

2 〈Φn|Ô|Φn〉∑
n |cn|

2 . (8.4)

Kvantové stavy odpov́ıdaj́ıćı statistickým soubor̊um lze výhodně zapsat v invariantńı
formě, tj. nezávisle na výběru ortonormálńıho systému {|Φn〉}, pomoćı operátoru matice
hustoty ρ̂. Operátor matice hustoty je definován v ortonormálńım systému vlastńıch
stav̊u hamiltoniánu

ρ̂ =
∑
n

cn|Φn〉〈Φn|. (8.5)

Pomoćı tohoto operátoru lze zapsat středńı hodnoty měřitelných veličin vztahem

〈Ô〉 =

∑
n 〈Φn|ρ̂ Ô|Φn〉∑
n 〈Φn|ρ̂|Φn〉

=
Tr[ρ̂ Ô]

Tr ρ̂
. (8.6)

V analogii s klasickou statistickou mechanikou lze definovat statistický operátor zo-
becňuj́ıćı rozdělovaćı funkci w(x) na fázovém prostoru

ŵ =
1

Tr ρ̂
ρ̂ . (8.7)

Stejně tak jako klasická rozdělovaćı funkce splňuje Liouvilleovu rovnici, tak kvantový
operátor hustoty splňuje von Neumannovu rovnici

i~
∂ρ̂

∂t
=
[
Ĥ, ρ̂

]
, (8.8)

která je d̊usledkem Schrödingerovy rovnice. Kvantová statistická mechanika popisuje
tzv. smı́̌sené stavy, které jsou nekoherentńı superpozićı čistých stav̊u, neboli vlastńıch
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stav̊u úplného systému měřitelných veličin. Tj. čisté stavy jsou charakterizovány operátorem
hustoty s projekćı do jediného stavu, tj.

ρ̂Ψ = |Ψ〉〈Ψ|, (8.9)

kdežto smı́̌sený stav je popsán matićı hustoty s projekcemi do v́ıce něž jednoho stavu.
Jestliže změńıme bázi stav̊u {|Φn〉} na jinou, např. {|χn〉}, potom matice hustoty již
nemá diagonalńı tvar

ρ̂ =
∑
m,n

cn,m|χn〉〈χm|. (8.10)

Čistý stav se pozná podle faktorizace cn,m = c∗ncm.

8.2 Kvantové statistické soubory a třet́ı termodyna-

mický zákon

Stejně jako v klasické statistické mechanice definujeme i v kvantové mechanice statistické
soubory. Vyjdeme nejdř́ıve z izolovaného systému, tj. mikrokanonického souboru. Jestliže
se zkoumaný systém nacháźı v konečném objemu, vlastńı energie hamiltoniánu jsou
diskrétńı.

Plat́ı
Ĥ|Φn〉 = En|Φn〉, (8.11)

〈Φn|Φm〉 = δnm,

〈Φn|Ĥ|Φm〉 = Enδnm.

Vı́me, že operátor matice hustoty je diagonálńı v energetické reprezentaci, tj.
〈Φn|ρ̂|Φm〉 ∼ δnm, neboli

ρ̂ =
∑
m

pm|Φm〉〈Φm|. (8.12)

Z postulátu stejných pravděpodobnost́ı dostaneme pm = konst pro E < Em <
Em+∆. Přičemž tuto konstantu urč́ıme z normalizace, kterou na operátor matice hustoty
nalož́ıme, tj.

Tr ρ̂ =
∑
m

pm = 1, (8.13)

kde pm ≥ 0 jsou pravděpodobnosti.
Označ́ıme ”fázový objem”

∆Φ(E) = Tr

(
E<Em<E+∆∑

m

|Φm〉〈Φm|

)
=

E<Em<E+∆∑
m

1 =
počet stav̊u s energíı

mezi E a E + ∆
(8.14)

Ze vztah̊u (8.12) a (8.14) dostaneme

ρ̂mic =
1

∆Φ(E)

E<Em<E+∆∑
m

|Φm〉〈Φm|. (8.15)
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Pomoćı této matice hustoty můžeme opět definovat termodynamické funkce. Kvantová
partičńı suma a entropie jsou

Zmic(E) = ∆Φ(E), (8.16)

S(E) = kB ln ∆Φ(E). (8.17)

Entropii v termodynamické limitě můžeme ještě definovat ekvivalentńım zp̊usobem
pomoćı hustoty stav̊u D(E) = lim∆→0

∆Φ(E)
∆

S(E) = kB lnD(E), (8.18)

Zmicro = D(E)ε0, (8.19)

kde ε0 je jednotka energie.
Entropii také můžeme definovat pomoćı počtu stav̊u s energíı menš́ı než E, Φ(E),

tedy
S(E) = kB ln Φ(E). (8.20)

Jestliže statistický soubor neńı úplně izolován a je v termodynamické rovnováze s
tepelnou lázńı, potom je operátor hustoty determinován kanonickým rozděleńım, tj.

ρ̂ =
1

Tr e−βĤ
e−βĤ . (8.21)

Tento vztah můžeme odvodit úplně analogicky jako v klasické statitické mechanice.
Jestliže ještě připust́ıme výměnu částic mezi zkoumaným systémem a lázńı, potom

je potřeba rozš́ı̌rit stavový prostor s N částicemi na direktńı sumu stavových prostor̊u
s libovolným počtem částic. Na tomto prostoru zavedeme ještě operátor počtu částic N̂
a statistický operátor velkého kanonického souboru je

ρ̂ =
e−β(Ĥ−µN̂)

Tr e−β(Ĥ−µN̂)
. (8.22)

Pro termodynamické potenciály a veličiny plat́ı potom v kvantové statistické mecha-
nice úplně stejné relace jako v klasické teorii (paragraf 3.6).

Na závěr tohoto paragrafu ještě analyzujeme chováńı entropie kvantového systému
v limitě nulových teplot. Sice neodvod́ıme třet́ı fundamentálńı zákon termodynamiky,
odd́ıl 2.3, ale ukážeem, za jakých podmı́nek plat́ı.

Systém při nulové teplotě se nacháźı ve stavu s nejnižš́ı energíı, protože pro β →∞
je ρ̂ = |Φ0〉〈Φ0|. Pokud má systém diskrétńı energie, tak

S(E, T = 0) = kB ln 1 = 0

a třet́ı zákon je explicitně splněn. Pot́ıže nastávaj́ı v systémech s degenerovaným základńım
stavem a v systémech se spojitým spektrem. Tam již žádný rigorózńı argument neńı
možné použ́ıt. Zde má již třet́ı termodynamický zákon empirický charakter z extrapolace
existuj́ıćıch systémů. Podstatné zde je, že degenerace základńıho stavu má asymptotiku
g ≡ Nα, tj.

S(E, T = 0) = kB ln g = αkB lnN � N (8.23)

a opět hustota entropie je opět rovna nule. Jediné možné narušeńı třet́ıho termodyna-
mického zákona by byla degenerace g ≡ eN , která zat́ım nebyla v př́ırodě pozorována.
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8.3 Kvantové ideálńı plyny, Boseho-Einsteinovo a

Fermiho-Diracovo rozděleńı

V kvantové statistické mechanice stavový prostor nahrazuje fázový prostor. Fázový ob-
jem je nahrazen počtem kvantových stav̊u. Jednotlivé kvantové stavy se rozlǐsuj́ı po-
moćı úplného systému komutuj́ıćıch operátor̊u. Jestliže zkoumaný kvantový systém je
uzavřen v konečném objemu a má konečnou energii, potom možné kvantové stavy jsou
nedegenerované a jsou charakterizovány diskrétńımi kvantovými č́ısly. Označme sou-
bor kvantových č́ısel popisuj́ıćıch jednočásticové stavy jako αi = (E, n, l,ml,ms, ...).
Jednočásticová Schrödingerova rovnice na vlastńı stavy má tvar

Ĥ(i)|ϕ(i)
αi
〉 = εαi |ϕ(i)

αi
〉. (8.24)

Uvažujeme-li nyńı ideálńı plyn, tj. systém neinteraguj́ıćıch částic, potom celkový
hamiltonián je

ĤN =
N∑
i=1

Ĥ(i), (8.25)

kde Ĥ(i) je jednočásticový hamiltonián i-té částice plynu.
N -částicové stavy jsou direktńım produktem jednočásticových stav̊u

|ϕN〉 ≡ |ϕα1 . . . ϕαN 〉 ≡ |ϕ(1)
α1
〉 ⊗ |ϕ(2)

α2
〉 ⊗ · · · ⊗ |ϕ(N)

αN
〉. (8.26)

Takto zkonstruovaný N -částicový stav ovšem nebere do úvahy nerozlǐsitelnost částic.
Tzn. |ϕN〉 odpov́ıdá stav N rozlǐsitelných částic. Kvantová dynamika však neńı schopna
sledovat ”trajektorie”jednotlivých částic, ale pouze vńımat částice jako nerozlǐsitelné
objekty. Správným kvantově mechanickým stavem N částic muśı být vektor nerozlǐsuj́ıćı
pořad́ı v direktńım součinu. Vytvoř́ıme tedy dvě možné permutace v direktńım součinu
(8.26)

|ϕ(±)
N 〉 ≡

1√
N !

∑
P

(±1)pP
(
|ϕ(1)
α1
〉|ϕ(2)

α2
〉 . . . |ϕ(N)

αN
〉
)

(8.27)

kde P je permutace činitel̊u v direktńım součinu, P : (1, 2, . . . N) → (i1, i2, . . . iN) a

p je řád permutace. Symetrické permutace a vektor |ϕ(+)
N 〉 popisuj́ı tzv. bosony, kdežto

antisymetrické permutace a vektor |ϕ(−)
N 〉 fermiony. Z definice (8.27) ihned plyne Pauliho

princip, totiž že identické fermiony se nemohou nacházet ve stejném kvantovém stavu,
tj. kdy |ϕ(i)

αi 〉 = |ϕ(j)
αj 〉. Potom |ϕ(−)

N 〉 = 0. Pauli odvodil z principu unitarity a kauzality
větu o vztahu spinu a statistiky. Plat́ı, že částice s celoč́ıselným spinem jsou bosony
a ř́ıd́ı se Bose-Einsteinovou statistikou. Částice s poloč́ıselným spinem jsou fermiony a
ř́ıd́ı se Fermiho-Diracovou statistikou. Mezi bosony patř́ı fotony, fonony, intermediálńı
bosony a složené částice (α-částice). Mezi fermiony patř́ı elektrony a nukleony.

Kvantové mnohočásticové stavy je vhodné reprezentovat na tzv. Fockově prostoru.
Formálně lze napsat, že

HFock =
∞∑
N=0

⊕HN , (8.28)
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kdeHN jsou N -částicové stavové prostory. Stavy ve Fockově prostoru jsou tzv. Slaterovy
determinanty, které lze zapsat v následuj́ıćım tvaru:

|ϕ(−)
N 〉 =

1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣
|ϕ(1)
α1 〉 |ϕ

(2)
α1 〉 . . . |ϕ(N)

α1 〉
...

...

|ϕ(1)
αN 〉 |ϕ

(2)
αN 〉 . . . |ϕ(N)

αN 〉

∣∣∣∣∣∣∣ . (8.29)

Jednotlivé N -částicové stavy lze charakterizovat pomoćı tzv. obsazovaćıch č́ısel nαi
vyjadřuj́ıćı počet částic v daném kvantovém stavu αi, tj.

|ϕ(±)
N 〉 → |N ;nα1 , . . . , nαi , . . . 〉(±) =

C±√
N !

∑
P

(±1)PP
(
|ϕ(1)
α1
〉 . . . |ϕ1

α1
〉 . . .

)
, (8.30)

kde výraz |ϕ(Ni)
αi 〉 se na pravé straně vyskytuje nαi-krát.

Normalizačńı konstanta C± je určena počtem ekvivalentńıch výběr̊u částic s daným
počtem obsazovaćıch č́ısel, tj.

C± =

(
N∏
i=1

ni!

)−1/2

. (8.31)

Tato konstanta je vybrána tak, aby stavy |N ;nα1 , ..., nαi , ...〉(±) byly ortonormálńı, což
neplat́ı pro Slaterovy determinanty s násobně obsazenými stavy. To jest

(±)〈N ; . . . , nαi , . . . |N ′; . . . , n′αi , . . . 〉
(±) = δN,N ′

∏
i

δnαin′αi . (8.32)

Význačnou charakteristikou Fockova prostoru je tzv. cyklický vektor. Tento cyklický
vektor je něco jako počátek souřadnic v klasické mechanice a je to stav bez částic, neboli
vakuum. Uvědomme si, že v kvantové mechanice i vakuum obsahuje tzv. nulové kmity a
tedy jakousi zbytkovou energii, takže vlastně i vakuum je netriviálńım stavem. Zvláště
pak v interaguj́ıćıch systémech. Ortonormálńı bázi Fockova prostoru lze generovat po-
moćı tzv. kreačńıch operátor̊u, který je definován pro bosony

a†αi |N ; . . . , nαi , . . . 〉(+) =
√
nαi + 1 |N + 1; . . . , nαi + 1, . . . 〉(+) (8.33)

a pro fermiony

c†αi|N ; . . . , nαi , . . . 〉(−) = (−1)Niδnαi ,0|N + 1; . . . , nαi + 1, . . . 〉(−), (8.34)

přičemž nαi = 0, 1 a Ni =
∑i−1

j=1 nαj . Hermitovsky sdružené operátory k nim se nazývaj́ı
anihilačńı operátory a plat́ı pro ně

aαi |N ; . . . , nαi , . . . 〉(+) =
√
nαi |N − 1; . . . , nαi − 1, . . . 〉(+), (8.35)

cαi |N ; . . . , nαi , . . . 〉(−) = (−1)Niδnαi ,1|N − 1; . . . , nαi − 1, . . . 〉(−). (8.36)

Jestliže |0〉 je Fockovo vakuum, tak definitoricky

aαi |0〉 = cαi |0〉 = 0. (8.37)
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Pro tyto kreačńı a anihilačńı operátory plat́ı fundamentálńı komutačńı relace

[aαr , aαs ] = [a†αr , a
†
αs ] = 0 [aαr , a

†
αs ] = δrs

{cαr , cαs} = {c†αr , c
†
αs} = 0 {cαr , c†αs} = δrs

, (8.38)

kde {a, b} = ab+ ba je antikomutátor.
Zápis stav̊u na Fockově prostoru pomoćı obsazovaćıch č́ısel a kreačńıch a anihilačńıch

operátor̊u se nazývá druhé kvantováńı a je fundamentálńım teoretickým prostředkem
popisu kvantové statistiky mnoha částic. Kvantová statistika (druhé kvantováńı) po-
pisuje stavy pomoćı slaterových determinant̊u a meřitelné veličiny pomoćı operátor̊u
složených výlučně z kreačńıch a anihilačńıch operátor̊u. Např. operátor počtu částic je

N̂(±) =
∑
i


a†αiaαi

c†αicαi

, (8.39)

kinetická energie

Ĥkin =
∑
k,α

~2k2

2m


a†kαakα

c†kαckα

. (8.40)

Fock̊uv prostor je fundamentálńım stavovým prostorem kvantové statistické mecha-
niky. Explicitně vycháźı z proměnného počtu částic a proto fundamentálńım kvantovým
statistickým souborem je velký kanonický soubor. Partičńı suma na Fockově prostoru
potom je

Z(T, V, µ) =
∞∑
N=0

Tr e−β(ĤN−µN̂). (8.41)

V př́ıpadě ideálńıho plynu máme

ĤN =
N∑
i=1

Ĥ
(i)
1 , Ĥ

(i)
1 = εin̂i, (8.42)

kde n̂i =


a†iai

c†ici

.

Tud́ıž

Z(T, V, µ) =
∞∑
N=1

∑
ni=N∑
{ni}

e−β
∑
i ni(εi−µ) =

∑
n1

∑
n2

. . . e−β
∑
i ni(εi−µ)

=
∏
i

(∑
ni

e−β
∑
i ni(εi−µ)

)
. (8.43)

Nyńı dostaneme rozd́ılné výsledky pro bosony ni = 1, 2, . . . ,∞

Z(+)(T, V, µ) =
∏
i

[
1

1− e−β(εi−µ)

]
(8.44)
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a fermiony ni = 0, 1

Z(−)(T, V, µ) =
∏
i

[
1 + e−β(εi−µ)

]
. (8.45)

Odpov́ıdaj́ıćı velké kanonické potenciály jsou:

Ω(+)(T, V, µ) = +kBT
∑
i

ln
[
1− e−β(εi−µ)

]
, (8.46)

Ω(−)(T, V, µ) = −kBT
∑
i

ln
[
1 + e−β(εi−µ)

]
. (8.47)

Z velkého kanonického potenciálu źıskáme středńı počet částic

〈N̂〉(+) = 1
β
∂
∂µ

lnZ(+)(T, V, µ) =
∑

r
1

eβ(εi−µ)−1
,

〈N̂〉(−) = 1
β
∂
∂µ

lnZ(−)(T, V, µ) =
∑

r
1

eβ(εi−µ)+1
.

(8.48)

Z těchto rovnic nalezneme µ jako funkci 〈N̂〉 a dostaneme stavovou rovnici ideálńıho
kvantového plynu:

PV = kBT lnZ(±)(T (〈V 〉, µ(T, V, 〈N〉±)). (8.49)

Stejně jako v klasické statistické mechanice bylo možné přej́ıt u ideálńıch plyn̊u
od N -částicového fázového prostoru k ”středńımu”jednočásticovému, je i kvantové sta-
tistické mechanice možné ideálńı plyny popisovat pomoćı středńıho obsazovaćıho č́ısla
jednočásticových kvantových stav̊u αr s energíı εr. Z 8.48 dostaneme

〈N̂〉(±) =
∑
r

ν±r ,

kde

ν(±)
r =

1

eβ(εr−µ) ∓ 1
. (8.50)

Veličina ν
(+)
r je tzv. Boseho-Einsteinovo rozděleńı, kdežto ν

(−)
r je Fermiho-Diracovo

rozděleńı. V př́ıpadě velkých energíı (εr − µ � kBT ) se obě kvantová rozděleńı re-
dukuj́ı na Boltzmannovo rozděleńı. Rozd́ıly mezi klasickou a kvantovou mechanikou se
stávaj́ı patrnými teprve až při ńızkých teplotách a malých energíıch (εr − µ ∼ kBT ).
Z (8.50) rovněž plyne, že pokud εr ≥ 0, potom µ ≤ 0, abychom dostali konzistentńı
pravděpodobnostńı rozděleńı. Kritický bod µ = 0 odpov́ıdá Boseho-Einsteinově kon-
denzaci, kterou se budeme zabývat v kapitole 9.

8.4 Klasická limita partičńı funkce

Dosud jsme odděleně vyšetřovali př́ıpady klasické a kvantové statistické mechaniky.
Jak ale v́ıme, kvantová statistická mechanika je fundamentálńı a klasická z ńı muśı
být odvozena z principu korespondence. Proto nyńı ukažme, že kvantová statistická
mechanika přecháźı v klasickou (Boltzmannovu) v limitě vysokých teplot. Z d̊uvodu
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přehlednosti provedeme toto odvozeńı pouze pro ideálńı plyn. Zobecněńı na interaguj́ıćı
částice lze naj́ıt v knize K. Huanga.

Operátor hamiltoniánu pro ideálńı (homogenńı) plyn má tvar

Ĥ(q1, . . . ,qN) = − ~2

2m

N∑
i=1

∇2
iψ(q1, . . . ,qN).

Partičńı suma kvantového ideálńıho plynu je

Z(N, T, V ) =
∑
n

〈
φn

∣∣∣e−βĤ∣∣∣φn〉 =
∑
n

∫
d3q1 . . . d

3qN |〈XN |φn〉|2 exp{−βEn} ,

(8.51)
kde sč́ıtáme přes všechny vlastńı vektory hamiltoniánu Ĥ, |φn〉 s vlastńı hodnotou En.
Souřadnicové vektory v N -částicovém prostoru jsou |XN〉 = |q1 . . .qN〉.

Jestliže je plyn uzavřen v konečném objemu V = L3, potom hybnosti pi mo-
hou nabývat pouze diskrétńı hodnoty pi = 2π~n/L, kde n je vektor s celoč́ıselnými
souřadnicemi. Hamiltonián Ĥ diagonalizujeme pomoćı Slaterova determinantu složeného
z jednočásticových funkćı

ϕp(q) =
1√
V

exp

{
i

~
p · q

}
, (8.52)

tzn.

〈XN |φp〉 =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣
ϕp1(q1) . . . ϕp1(qN)

...
. . .

...
ϕpN (q1) . . . ϕpN (qN)

∣∣∣∣∣∣∣ , (8.53)

přičemž Ĥ|φp〉 =
(

1/(2m)
∑N

i=1 p2
i

)
|φp〉.

Partičńı funkci Z(N, T, V ) z 8.51 vypočteme pomoćı funkćı 8.53 v termodynamické
limitě N →∞, tj. V →∞ plat́ı∑

p

−→ V

~3

∫
d3p ,

∑
{p1,...,pN}

−→ 1

N !

[
V

~3

∫
d3p

]N
,

kde 2π~ = h. Tedy

Tr e−βĤ =
V N

N !h3N

∫
d3Np d3Nq|φp(q)|2e−βĤ(p). (8.54)

Na souřadnićıch q záviśı pouze norma Slaterových determinant̊u

|φp(q)|2 =
∑
P

(±1)P
′
ϕ∗p1

(q1)ϕPp1
(q1) . . . ϕ∗pN (qN)ϕPpN

(qN).

kde P a P ′ jsou permutace souřadnic částic. Dosad́ıme vyjádřeńı 8.52 a dostaneme

|φp(q)|2 =
1

V N

∑
P

(±1)P exp

{
i

~
p1(q1 − Pq1) + · · ·+ i

~
pN(qN − PqN)

}
.
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Dosad́ıme toto vyjádřeńı do (8.54) a dostaneme

Tr e−βĤ =
1

N !~3N

∑
P

(±1)P
∫

d3Nq
[
d3p e−βp

2/2me
i
~p·(q−Pq)

]N
=

1

N !~3N

∑
P

(±1)P
∫

d3Nq d3Np e−β
(p2

1+···+p2
n)

2m

[∫
d3p e−βp

2/2me
i
~p·(q−Pq)∫

d3p e−βp2/2m

]N
(8.55)

=
1

N !~3N

∫
dNq dNp exp

{
− β

2m

N∑
i=1

p2
i

}∑
P

(±1)|P |f(q1 − Pq1) . . . f(qN − PqN).

Přičemž funkce f(q) je definována:

f(q) = e−πq
2/λ2 , λ =

√
2π~2

mkBT
. (8.56)

Konstanta λ je de Broglieova teplotńı vlnová délka, která vznikne integraćı v po-
sledńım řádku v 8.55. Jelikož nyńı T → ∞, potom λ → 0 a f(q) ∼ 1 pro q = 0 a
f(q) = 0 pro |q| � λ, tj. q 6= 0. Tzn. z úplné sumy přež́ıvá v klasické limitě pouze
”diagonálńı”element Pqi = qi a partičńı suma je

Tr e−βĤ ∼T→∞
1

N !~3N

∫
d3Nq d3Np e−β

∑N
i=1

p2i
2m , (8.57)

což je dř́ıve odvozený vztah pro partičńı funkci klasického ideálńıho plynu.
Na závěr ještě urč́ıme prvńı kvantovou korekci ke klasické partičńı sumě. Tj. jestliže

qi−qj � λ, ale λ je konečné, potom z úplné sumy do kvantové partičńı sumy z̊ustanou
prvńı dva členy

1±
∑
Kj

f 2
ij ≈

∏
Kj

(1± f 2
ij) = exp{−β

∑
Kj

ṽij}, (8.58)

kde ṽij je efektivńı dvoučásticová interakce

ṽij ≡ −kBT ln(1± f 2
ij) = −kBT ln

[
1± e

2π|qi−qj |
2

λ2

]
. (8.59)

Tzn. prvńı kvantová korekce ke klasické partičńı sumě má za efekt vznik efektivńı
dvoučásticové interakce a je tedy ekvivalentńı klasické teorii s dvoučásticovou interakćı.
Tato je přitažlivá pro bosony a odpudivá pro fermiony. Kvantová dynamika vede na
efektivńı klasickou interakci.



Kapitola 9

Ideálńı kvantové plyny - Boseho
systémy

V kapitole 8, vztahy (8.48) a (8.49), jsme formálně zapsali stavovou rovnici ideálńıch
kvantových plyn̊u. Nyńı v této a následuj́ıćı kapitole se budeme věnovat d̊usledk̊um
těchto rovnic v konkrétńıch situaćıch Boseho a Fermiho plynu.

9.1 Chemický potenciál a Boseho-Einsteinova kon-

denzace

Uvažujme nejdř́ıve Boseho plyn hmotných nerelativistických částic. Energie částic je
dána kinetickou energíı, tj.

εp =
p2

2m
, (9.1)

přičemž sumace přes možné stavy je sumace přes možné hybnosti pro plyn uzavřený v
objemu V = L3. V termodynamické limitě nahrad́ıme sumaci integraćı∑

p

→ V

h3

∫ ∞
0

dp (4πp2), (9.2)

nebot’ energie nezáviśı na směru hybnosti. Plat́ı

V

h3

∫ ∞
0

dp (4πp2)e−βp
2/2m = V

(
mkBT

2π~2

) 3
2

.

De Broglieova vlnová délka je λ = ( 2π~2
mkBT

)1/2. Grandkanonický potenciál ideálńıho
Boseho plynu je

Ω(+) =
4π

h3
kBTV

∫ ∞
0

dp p2 ln
(

1− ze−βp2/2m
)
, (9.3)

z = eβµ. Objemová hustota částic potom je

n =
4π

h3

∫ ∞
0

dp p2 1

eβ(p2/2m−µ) − 1
. (9.4)

148
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Z rovnice (9.4) urč́ıme chemický potenciál µ jako funkci hustoty částic n. Z d̊uvod̊u
konzistence muśı být chemický potenciál záporný. Jak v́ıme z Gibbsovy-Duhemovy re-
lace (3.5), chemický potenciál odpov́ıdá energii jedné částice při daném tlaku a teplotě.
Jestliže je chemický potenciál záporný, pak jeho absolutńı hodnota udává energii, kte-
rou je třeba systému dodat, abychom při daném tlaku a teplotě počet částic zvýšili o
jednu. Jestliže je chemický potenciál roven nule, potom se počet částic v systému ne-
muśı zachovávat, nebot’ bez ztráty energie mohou částice přecházet z lázně do systému
a naopak. Toto je situace typická pro ”nehmotné”bosony, fotony a fonony.

V př́ıpadě hmotných částic urč́ıme chemický potenciál µ z rovnic (9.4). Z této rovnice
je taky zřejmé, že v limitě ńızkých teplot β → ∞ muśı µ → 0, abychom rovnici (9.4)
mohli splnit. Muśı dokonce platit β|µ| � 1, tzn., že počet částic v základńım stavu ε = 0
je

n0 ≈
1

β|µ|
≈ γN � 1. (9.5)

Tzn. při ńızkých teplotách bude základńı stav makroskopicky obsazen, přestože jeho
”mı́ra”v partičńı sumě (9.3) je nula. V př́ıpadě ńızkých teplot je tedy třeba výrazy (9.3)
a (9.4) korigovat tak, že základńımu stavu přiṕı̌seme makroskopickou váhu. Budeme
psát

Ω(+) =
4π

h3
kBTV

∫ ∞
0

dp p2 ln
(

1− ze−βp2/2m
)

+ kBT ln (1− z) ,

(9.6)

n =
4π

h3
kBTV

∫ ∞
0

dp p2 1

eβ(p2/2m−µ) − 1
+

1

V

z

1− z
.

V ńızkých teplotách přecháźı stále v́ıce váhy na dodatečný př́ıspěvek ze základńıho
stavu, kam ”zkondenzuj́ı”všechny částice při teplotě absolutńı nuly, β =∞.

Z rovnice (9.6) můžeme nyńı odvodit stavovou rovnici ideálńıho Boseho plynu. K
tomu účelu rozvineme logaritmus do mocninné řady a integrujeme člen po členu. Označ́ıme

ještě x = ~k
√

β
2m

, p = ~k a použijeme Gibbsovu-Duhemovu relaci (3.5)

P

kBT
= − 4√

π λ3

∫ ∞
0

dx x2 ln
(

1− ze−x2
)
− 1

V
ln (1− z)

=
4√
π

1

λ3

∫ ∞
0

dx x2

∞∑
n=1

zn

n
e−nx

2 − 1

V
ln (1− z)

=
4√
π

1

λ3

∞∑
n=1

zn

n

(
− ∂

∂n

)∫ ∞
0

dx e−nx
2 − 1

V
ln (1− z)

=
1

λ3

∞∑
n=1

zn

n5/2
− 1

V
ln (1− z) =

1

λ3
g5/2(z)− 1

V
ln (1− z)
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To znamená, že stavová rovnice ideálńıho Boseho plynu má tvar

P

kBT
=

1

λ3
g5/2(z)− 1

V
ln (1− z) ,

(9.7)

n = z
∂

∂z

[
1

λ3
g5/2(z)− 1

V
ln (1− z)

]
=

1

λ3
g3/2(z) +

1

V

z

1− z
.

Funkce g(z) je tabelovaná funkce se známým chováńım v komplexńı rovině. Nyńı
si speciálně všimneme druhé rovnice v (9.7). Proměnná z = eβµ ∈ 〈0, 1〉, aby hustota

částic z̊ustala pozitivńı. Dále λ =
√

2π~2
mkBT

→ ∞ pro T → 0. Funkce g3/2(z) je však na

intervalu 〈0, 1〉 omezená, přičemž

g3/2(z)∼
z∼0

z +
z2

23/2
+ . . .

g3/2(1) =
∞∑
n=1

n−3/2 = ζ(3/2) ≈ 2.612 . . .

kde ζ(z) je Riemannova ζ-funkce. Tud́ıž graficky lze g3/2(x) schématicky znázornit
Třebaže g3/2(1) je konečné č́ıslo, derivace g3/2 v krajńım bodě x = 1 diverguje.
V daľśım kroku označ́ıme N0 = z

1−z bude počet částic, které se nacházej́ı v základńım
stavu. Potom lze psát

λ3N0

V
= λ3N

V
− g3/2(z). (9.8)

Odtud vid́ıme, že počet částic v základńım stavu bude nenulový, jestliže λ3N
V
>

max g3/2(z) = g3/2(1). Jelikož g3/2(1) je konečné č́ıslo, tento př́ıpad nastane při konečné
teplotě. Tato teplota je definována

kBTc =
2π~2

m(vg3/2(1))2/3
, (9.9)

kde v = V/N = 1/n. Tato teplota se nazývá Boseho-Einsteinovou a proces makrosko-
pické kondenzace částic do základńıho stavu se nazývá Boseho-Einsteinova kondenzace.
Tato kondenzace je prvńım př́ıpadem fázového přechodu, se kterým se ve statistické
fyzice setkáváme. Tento přechod je indukován kvantovými fluktuacemi a realizuje se
i pro ideálńı, neinteraguj́ıćı plyny. V následuj́ıćım rozebereme vlastnosti Boseho plynu
pod kritickou teplotou. Z podmı́nky (9.9) na kritickou teplotu dostaneme podmı́nku na
kritický objem

vc =
λ3

g3/2(1)
, (9.10)

která nám ř́ıká, že částice Boseho plynu začnou kondenzovat, když tepelná vlnová délka
dosáhne řádově velikosti středńı vzdálenosti mezi částicemi (d ∼ v1/3). V kritické teplotě
docháźı ke zlomu v teplotńı závislosti chemického potenciálu

µ =

{
řešeńı rovnice λ3

v
= g3/2(eβµ)

0
, (9.11)
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což lze graficky znázornit
V oblasti pod kritickou teplotou přestává chemický potenciál hrát roli. Jeho roli

prakticky přeb́ırá počet částic kondenzovaných v základńım stavu. V bĺızkosti kritické
teploty se tento ”parametr uspořádáńı”chová

N0

N
≈ 1−

(
T

Tc

)3/2

= 1− v

vc
(9.12)

Opět grafické znázorněńı vývoje parametru N0 je
Jelikož chemický potenciál a tedy i proměnná z jsou bezvýznamné pro T < Tc, potom

je třeba i nově definovat stavovou rovnici pro Boseho ideálńı plyn. Plat́ı

P

kBT
=

{
1
λ3
g5/2(z) T > Tc(v > vc)

1
λ3
g5/2(1) T < Tc(v < vc)

, (9.13)

přičemž g5/2(1) = ζ(5/2) ' 1.342 . . . . Ze stavové rovnice 9.13 vid́ıme, že tlak plynu
nezáviśı na objemu pro T < Tc(v < vc).

Typické izotermy Boseho plynu maj́ı tvar

kde jsme kritické hodnoty tlaku určili z kritického objemu přes tepelnou délku λ.
Oblast konstantńıho tlaku můžeme interpretovat stejně jako v př́ıpadě přechodu

kapalina → pára, tj. že systém se nacháźı ve smı́̌seném stavu s fáźı B (plyn) a fáźı A
(kapalina) s jednotkovými objemy vc a 0. Změna objemu mezi kapalinou a plynem je s
v = vc a latentńı teplo z Clapeyronovy rovnice

dPc
dT

=
5

2

kBg5/2(1)

λ3
=

1

Tvc

[5

2
kBT

g5/2(1)

g3/2(1)

]
=

l

T vc

je

l =
g5/2(1)

g3/2(1)

5

2
kBT. (9.14)

Vnitřńı energie bosonového plynu je

U =
∂

∂β
(βΩ(z, T, V ))

∣∣
z,V

= − ∂

∂β

[
V
(2π~2

m
β
)−3/2

g5/2(z)
]

=
3

2
V
kBT

λ3
g5/2(z) =

3

2
pV.

Toto je kalorická stavová rovnice.
Ze stavové rovnice (9.13) můžeme spoč́ıtat daľśı termodynamické veličiny. Zaj́ımavé

jsou hlavně měrné teplo a kompresibilita.

cV
NkB

=

{
15
4

v
λ3
g5/2(z)− 9

4

g3/2(z)

g1/2(z)
15
4

v
λ3
g5/2(1)

, (9.15)

Kompresibilita je definována

κT = − 1

V

(
∂V

∂p

)
T,N

=
1

n2

(
∂n

∂µ

)
T

.
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a má následuj́ıćı chováńı ve vysokoteplotńı a ńızkoteplotńı fázi

κT =

 v
g1/2(z)

g3/2(z)
T > Tc

v
g1/2(1)

g3/2(1)
=∞ T ≤ Tc

. (9.16)

Graficky lze tyto funkce znázornit
Tzn. že v kritickém bodě Bose-Einsteinovy kondenzace izotermická kompresibilita

diverguje a měrné teplo vykazuje ostrý peak v Tc. Na závěr je dobré ještě připomenout,
že Boseho-Einsteinova kondenzace je atributem pouze hmotných částic, jejichž počet se
zachovává. Nehmotné bosony jako fonony a fotony se chovaj́ı jinak.

9.2 Fonony a tepelná kapacita pevných látek

Jak v́ıme jsou atomy v pevné látce pravidelně rozmı́stěny v některé z tzv. Bravai-
cových mř́ı̌zek, přičemž d́ıky interakci s okoĺı tyto atomy osciluj́ı kolem svých rov-
novážných poloh. Ukazuje se, že dobrým popisem těchto oscilaćı je tzv. harmonická
aproximace, která popisuje okamžité výchylky atomů jako harmonické oscilátory. Jestliže
ui = Xi(t)−Ri je okamžitá výchylka souřadnice i-tého atomu z rovnovážné polohy Ri,
potom

H =
1

2
M
∑
i,α

u̇2
iα(t) +

∑
i,α

ϕiαUiα −
1

2

∑
i,j

ϕαβij uiαujβ +O(u3). (9.17)

Přejdeme-li ještě od souřadnic mř́ıžkových bod̊u Ri k Brillouinovým hybnostem q
pomoćı Fourierovy transformace a v následném kroku provedeme transformaci k tzv.
normálńım mód̊um, dostaneme diagonálńı reprezentaci hamiltoniánu harmonické apro-
ximace

H =
1

2
M
∑
q,r

[
Q̇∗r(q, t)Q̇r(q, t) + ω2

r(q)Q∗r(q, t)Qr(q, t)
]
. (9.18)

Vnitřńı indexy r označuj́ı jednotlivé oscilačńı módy. Tyto módy jsou dány jednak
směrem oscilace, ale taky počtem osciluj́ıćıch atomů v elementárńı cele; tj. v nejmenš́ı
oblasti mř́ıžky, která se periodicky opakuje. U fonon̊u rozlǐsujeme dva typy frekvenčńı
závislosti, disperzńı relace ωr(q), tj. závislost charakteristické frekvence na hybnosti.
Jednak jsou to akustické fonony, které jsou charakterizovány ωr(q) ∼ αq pro |q| → 0.
Optické fonony maj́ı nenulovou frekvenci pro q = 0. Jestliže je v elementárńı cele p-
atomů, potom z 3p nezávislých mód̊u vždy jsou vždy 3 akustické a 3(p − 1) optické
fonony.

Fonony jsou kvantové stavy harmonického oscilátoru s charakteristickou frekvenćı
a disperzńı relaćı ωr(q). Proto je výhodné v reprezentaci hamiltoniánu 9.18 přej́ıt ke
kreačńım a anihilačńım operátor̊um. Definujme

Q̂r(q) =
√

~
2Mωr(q)

(bqr + b+
qr),

P̂r(q) = −i
√

1
2
M~ωr(q)(bqr − b+

qr),
(9.19)
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přičemž

Ĥ =
∑
q,r

~ωr(q)(b+
qrbqr +

1

2
). (9.20)

Termodynamika atomových oscilátor̊u v pevné látce je tedy popsána fononovým
plynem, tj. plynem boson̊u s nulovou klidovou hmotou, tj. µ = 0, a velký kanonický
potenciál takového plynu je

Ω(T, V ) = kBT
∑
q,r

ln(1− e−β~ωr(q))). (9.21)

Jelikož pouze energie jsou významné pro 9.21, lze od sumace přes q přej́ıt na sumaci
(integraci) přes energii. Z kapitoly 3 v́ıme, že toto lze provést pomoćı invariantńı mı́ry
na energetické nadploše, tedy

Ω(T, V ) = kBT
∑
r

∫
dEDr(E) ln

(
1− e−βE

)
,

kde Dr(E) = V
(2π)3

∫
E=konst

dSE

|5(r)
q E|

je hustota stav̊u a 5(r)
q E = ~vg je grupová rychlost

š́ı̌reńı vln v pevné látce. Tzn. hustota stav̊u D(E) je rozhoduj́ıćı pro termodynamiku
atomových oscilaćı. K źıskáńı konkrétńıch výsledk̊u je třeba tuto funkci specifikovat.

Debye vycházel ve své představě z ńızkoteplotńı limity a předpokládal existenci pouze
akustických fonon̊u s izotropńı grupovou rychlost́ı pro každý mód. Tzn.

E(q) = ~ωr(q) = ~v(r)
g |q|. (9.22)

V takovém př́ıpadě je hustota stav̊u dána vztahem

Dr(E) =
V

(2π)3

4π

~v(r)
g

q(E)2 =
V

2π2

E2

(~v(r)
g )3

. (9.23)

Nyńı máme dva transverzálńı módy a jeden longitudinálńı. Zavedeme izotropńı grupovou
rychlost

3

v3
=

2

v3
t

+
1

v3
l

.

S touto definićı źıskáme uzavřený vztah pro celkový počet atomů v pevné látce jako
funkci Debyeovy frekvence

3N =

∫ ~ωD

0

(Dl(E) + 2Dt(E))dE =
V

2π2~3v3
(~ωD)3, (9.24)

odkud dostaneme vyjádřeńı pro tzv. Debyeovu frekvenci

ωD = (6π2v3N

V
)1/3, (9.25)

která je charakteristikou pevných látek, která souviśı s grupovou rychlost́ı zvuku v pevné
látce. Pro Debye̊uv model můžeme psát:

D(E) =

{ 9N
~3ω3

D
E2 pro 0 ≤ E ≤ ~ωD

0 jinak
. (9.26)
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Velký kanonický potenciál pro Debye̊uv model potom je

Ω(T, V ) =
9N

(~)3
kBT

∫ ~ωD

0

dE E2 ln(1− e−βE). (9.27)

Při výpočtu termodynamických veličin v Debyeově modelu vystupuj́ı následuj́ıćı in-
tegrály

D(y) =
y∫
0

dx x3

ex−1
, J(y) =

y∫
0

dx x2 ln(1− e−x),
∞∫
0

dx x3

(ex−1)
= π4

15
,

∞∫
0

dx xα−1

ex−1
= Γ(α)ζ(α),

ζ(2) = π2

6
, ζ(4) = π4

90
, ζ(6) = π6

945
.

(9.28)

Velký kanonický potenciál potom lze zapsat

Ω(T, V ) =
9N

(~ωD)3
(kBT )4J

(TD
T

)
, (9.29)

kde TD = ~ωD/kB je Debyeova teplota. Daľśı veličiny lze zapsat

S(T, V ) = −9NkB
(~ω)3

(kBT )3
[
J(
TD
T

)−D(
TD
T

)
]
,

U = Ω + TS =
9N

(~ωD)3
(kBT )4D(

TD
T

) (9.30)

CV (T, V ) = 9NkB(
T

TD
)3

∫ TD/T

0

dx
x4ex

(ex − 1)2
, .

Z rovnice (9.31) dostáváme v limitě ńızkých teplot Debye̊uv zákon

CV =
12π4

5
NkB

(
T

TD

)3

, (9.31)

který ř́ıká, že fononový př́ıspěvek do měrného tepla pevných látek v ńızkých teplotách
je úměrný T 3, což je podstatná odchylka od klasického Petitova-Dulongova zákona
platného pro T � TD. Tehdy totiž plat́ı

CV ≈ 3NkB
[
1− 1

20

(
TD
T

)2

+ . . .
]
. (9.32)

9.3 Fotonový plyn a zářeńı černého tělesa

Fotony jsou stejně jako fonony kvanta vlnového pole, tj. nehmotné bosony se spinem
s = 1. Fotony se ř́ıd́ı lineárńım disperzńım zákonem s grupovou rychlost́ı rovnaj́ıćı se
rychlosti světla. To jest,

E(k) = ~c|k|. (9.33)
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Jestliže je elektromagnetické pole ideálně uzavřeno v konečném, nezář́ıćım objemu
(černé těleso), potom jednotlivé stavy jsou popsány systémem harmonických oscilátor̊u.
Velký kanonický potenciál fotonového plynu je stejně jako u fonon̊u determinován od-
pov́ıdaj́ıćı hustotou stav̊u. My již v́ıme z kapitoly 6 (viz vztah (6.74)), že

D(E) =

{ V
π2(~c)3E

2 E ≥ 0

0 E < 0
. (9.34)

Tzn. lǐśı se pouze faktorem 2 za počet transverzálńıch mód̊u od fononového výrazu
(9.23). Nav́ıc nemáme zde omezeńı na Debyeovu frekvenci. Velký kanonický potenciál
má explicitńı vyjádřeńı,

Ω(T, V ) = 2kBT
∑
k

ln(1− e−β~ck) =
V

π2
kBT (β~c)−3

∞∫
0

dx x2 ln(1− e−x)

=
V

π2(~c)3
(kBT )4J(∞). (9.35)

Integrál J(∞) se dá ještě spoč́ıtat pomoćı integrace per partes explicitně,
J(∞) = −π4

45
. Máme tedy explicitně

Ω(T, V ) = − π2V

45(~c)3
(kBT )4. (9.36)

Pro tlak fotonového plynu z 9.36 dostaneme

P =
1

3
αT 4, α =

π2k4
B

15(~c)3
≈ 7.578

J

m3K4
, (9.37)

kde α je Stefanova-Boltzmannova konstanta. Středńı počet foton̊u v černém tělese je

N =

∞∫
−∞

dED(E)b(E) =

∞∫
−∞

dED(E)(eβE − 1)−1 =

=
V

π2(~c)3

∞∫
−∞

dE
E2

eβE − 1
=

V

π2(β~c)3

∞∫
−∞

dx
x2

ex − 1
. (9.38)

Posledńı integrál lze provést explicitně s použit́ım Riemannovy ζ-funkce

N =
2V

π2

(
kBT

~c

)3

ζ(3), (9.39)

kde ζ(3) ∼ 1, 202.
Analogicky můžeme spoč́ıtat entropii a vnitřńı energii fotonového plynu

S(T, V ) = −
(
∂Ω
∂T

)
= 4

3
αV T 3,

U(T, V ) =
∞∫
−∞

dED(E)E b(E) = αV T 4.
(9.40)
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Stejně jako tlak, tak i hustota energie

ε(T ) =
U(T, V )

V
= αT 4 (9.41)

záviśı pouze na teplotě. Vztah (9.41) nazýváme Stefan̊uv-Boltzmann̊uv zákon. Pro foto-
nový (ultrarelativistický) plyn plat́ı vztah mezi tlakem a energíı

P (T ) =
1

3
ε(T ). (9.42)

Jestliže ještě za energii E ve vztahu (9.40) dosad́ıme frekvenci ze vztahu E = ~ω,
dostaneme Planckovu formuli pro spektrum zářeńı absolutně černého tělesa

U = V

∞∫
0

ε(ω, T )dω, (9.43)

kde

ε(ω, T ) =
~ω3

π2c3

1

eβ~ω − 1
. (9.44)

Z této formule plynou limitńı Rayleigh̊uv-Jeans̊uv (~ω � kBT ) i Wien̊uv zákon
(~ω � kBT ).



Kapitola 10

Ideálńı kvantové plyny - Fermiho
systémy

10.1 Stavová rovnice ideálńıho plynu

Podobně jako v př́ıpadě ideálńıho Boseho plynu i zde budeme vycházet z formálńı stavové
rovnice (8.49) a (8.50). Pro homogenńı systém přejdeme od sumace k integrálu přes
hybnosti a dostaneme (pro systémy bez vnitřńıch stupň̊u volnosti) následuj́ıćı rovnice

Ω(−) = −4π

h3
kBTV

∞∫
0

dp p2 ln(1 + ze−
βp2

2m ) (10.1)

a

n =
4π

h3

∞∫
0

dp p2 1

z−1e
βp2

2m + 1
. (10.2)

Na rozd́ıl od boson̊u, chemický potenciál µ, z = eβµ může nabývat libovolné hodnoty z

reálné osy. V rovnićıch (10.1) a (10.2) přejdeme k bezrozměrným proměnným x = p
√

β
2m

a dostaneme

− PV
kBT

=
Ω(−)

kBT
= − 4V

λ3
√
π

∞∫
0

dx x2 ln(1 + ze−x
2

), (10.3)

n =
1√
πλ3

∞∫
0

dx x2 1

z−1ex2 + 1
. (10.4)

Obě pravé strany rozvineme do Taylorovy řady v mocninách z. Potom
∞∫

0

dx x2 ln(1 + ze−x
2

) =
∞∑
n=1

(−1)n+1 z
n

n

∞∫
0

dx x2e−nx
2

=

∞∑
n=1

(−1)n+1 z
n

n

(
− ∂

∂n

) ∞∫
0

dx e−nx
2

=

√
π

4
=
∞∑
n=1

(−1)n+1 zn

n5/2
≡
√
π

4
f5/2(z).
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Stejně tak jako funkce gn(z) z bosonového plynu, tak i fn(z) je funkce se známým
analytickým chováńım v komplexńı rovině. Analogicky pro hustotu částic dostaneme

n = z
∂

∂z
ln Ω(−) =

1

λ3
f3/2(z).

Stavová rovnice ideálńıho Fermiho plynu má tedy tvar

P

kBT
=

1

λ3
f5/2(z), (10.5)

n =
1

λ3
f3/2(z), (10.6)

přičemž λ =
√

2π~2/mkBT , z = eµ/kBT . K rovnićım (10.6) je třeba poznamenat, že
plat́ı pouze pro bezspinové částice, tj. pro částice, které kromě hybnosti nemaj́ı žádné
jiné vnitřńı stupně volnosti. Jelikož d́ıky větě o spinu a statistice v́ıme, že fermiony
muśı mı́t poloč́ıselný spin, tj. nenulový, je třeba rovnice (10.6) modifikovat v̊uči spinové
proměnné. Počet stav̊u s danou velikost́ı spinu s je (2s+ 1). Tzn. obecně plat́ı

P

kBT
=

(2s+ 1)

λ3
f5/2(z), (10.7)

n =
(2s+ 1)

λ3
f3/2(z). (10.8)

Z této teplotńı stavové rovnice můžeme odvodit ještě kalorickou stavovou rovnici udávaj́ıćı
vztah mezi tlakem a vnitřńı energíı

U =
∂

∂β
(βΩ(−)(z, T, V ))

∣∣∣∣
z,V

, (10.9)

odkud dostaneme

U =
3

2
kBTV

(2s+ 1)

λ3
f5/2(z) =

3

2
PV. (10.10)

V př́ıpadě Fermiho plynu, pro který plat́ı Pauliho vylučovaćı princip, nemůže nastat
Boseho-Einsteinova kondenzace. Při ńızkých teplotách bude chemický potenciál kladný,
tj. bude ležet nade dnem energetického spektra. V př́ıpadě nulové teploty hraje pak
chemický potenciál významnou roli, totiž určuje tzv. Fermiho energii odděluj́ıćı obsazené
energetické stavy od neobsazených.

Hodnota Fermiho energie je dána počtem fermion̊u v systému. K určeńı velikosti
Fermiho energie muśıme nejdř́ıve naj́ıt asymptotiku funkce f3/2(z) v limitě z → ∞. K
tomu účelu použijeme vyjádřeńı (10.2), odkud dostaneme v limitě β →∞

n = g
4π

h3

pF∫
0

dp p2 = g
4π

3h3
p3
F ⇒ pF = ~

(
6π2n

g

)1/3

,

kde pF je Fermiho hybnost. Fermiho energie je

εF =
1

2m
p2
F =

~2

2m

(
6π2n

g

)2/3

, (10.11)
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kde jsme označili g = 2s + 1. Tzn. že při nulové teplotě jsou všechny energetické stavy
obsazeny fermiony až do Fermiho energie (10.11).

Řádový odhad Fermiho energie elektron̊u

~ .
= 1, 05 · 10−34Js

me = 9, 11 · 10−31kg

g = 2

εF ∝ 10−37n2/3(J) ∝ 10−18n2/3(eV)

pro plyn n ∼ 1023 εF ∼ 10−2 eV

pro kovy m ∼ (10− 100)me εF ∼ 1 eV

10.2 Teorie elektron̊u v kovech a Sommerfeld̊uv roz-

voj

Vlastnosti pevných látek jsou určovány nejen ionty a jejich dynamikou, ale hlavně dyna-
mikou elektronového plynu vytvořeného z valenčńıch elektron̊u. Např. jak elektrická, tak
i tepelná vodivost, magnetismus jsou odrazem elektronových vlastnost́ı pevných látek.
Jestliže jsou elektrony v pevné látce dostatečně zředěny, ne ∼ 1017 ∼ 1014 cm−3, potom
je lze považovat d́ıky st́ıněńı za téměř volné. Jelikož nás zaj́ımaj́ı hlavně ńızkoteplotńı
vlastnosti pevných látek, elektronový plyn je vysoce degenerován. V tomto př́ıpadě je
plyn podstatně ovlivněn Pauliho vylučovaćım principem zp̊usobuj́ıćım odchylky od kla-
sické teorie plyn̊u. V tomto paragrafu budeme cht́ıt odhadnout chováńı degenerovaného
Fermiho plynu, které je charakterizováno chováńım funkćı v bĺızkosti Fermiho energie.
Prakticky nás budou zaj́ımat pouze integrály a funkce závisej́ıćı na energii, tj.

Ig(T ) =

∞∫
−∞

dE ν(E)g(E)f(E), (10.12)

kde ν(E) je hustota energetických stav̊u, f(E) = (z−1eβE + 1)−1 je Fermiho rozdělovaćı
funkce a g(E) je některá fyzikálńı veličina, jej́ıž termodynamickou hodnotu chceme určit.
K výpočt̊um integrál̊u typu (10.12) potřebujeme ještě určit hustotu stav̊u ν(E). Pro
volné elektrony máme

ν(E) =
gV

(2π)3

d

dE

[4π

3

(
2mE

~2

)3/2]
, (10.13)

odkud

ν(E) =

 gV
4π2

(
2m
~2

)3/2

E1/2 pro E > 0

0 v ostatńıch př́ıpadech

. (10.14)

Je třeba si ale uvědomit, že obecně vyjádřeńı (10.14) pro hustotu stav̊u elektron̊u
v pevných látkách má jen omezenou platnost. Je to d́ıky tomu, že elektrony jsou tam
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v prostřed́ı periodické krystalické mř́ı̌zky. V př́ıpadě kov̊u, kdy ν(EF ) > 0, ovšem lze
(10.14) považovat za relativně dobré přibĺıžeńı pro malé energie E, tj. pro malé hodnoty
Fermiho energie EF .

V daľśım budeme předpokládat, že ν(EF )g(EF ) 6= 0. Naš́ım ćılem je źıskat rozvoj
integrálu Ig(T ) v ńızkoteplotńı limitě T → 0, neboli tzv. Sommerfeld̊uv rozvoj. Označ́ıme
součin G(E) = ν(E)g(E) a budeme dále předpokládat

1. G(E)→ 0 pro E → −∞,

2. G(E) ∼ Eα pro E →∞,

3. G(E) je hladká funkce v okoĺı Fermiho energie.

Označ́ıme Γ(E) =
∫ E
−∞ dxG(x), což nám umožńı přepsat integrál (10.12) integraćı

per partes na výraz

Ig(T ) = Γ(E)f(E)
∣∣∞
−∞ −

∞∫
−∞

dE Γ(E)
∂f(E)

∂E
. (10.15)

Dı́ky podmı́nkám 1. a 2. je prvńı len na pravé straně rovnice (10.15) nula. Jelikož nyńı
derivace Fermiho funkce v ńızkých teplotách je koncentrována kolem Fermiho energie,
rozvineme Γ(E) do Taylorovy řady v bodě E = µ.

Γ(E) = Γ(µ) +
∞∑
n=1

(E − µ)n

n!

dn

dEn
Γ(E)

∣∣∣∣
E=µ

. (10.16)

Jelikož
∂f

∂E
= −β eβ(E−µ)

[eβ(E−µ) + 1]2
=

−β
4 cosh2(1

2
β(E − µ))

je sudá funkce proměnné (E − µ), potom v rozvoji (10.16) přisṕıvaj́ı pouze sudé členy.
Můžeme tedy psát

Ig(T ) = I(0)
g (T, µ) + β

∞∑
n=1

1

(2n)!

(
d2n−1

dE2n−1
G(E)

)
E=µ

I(2n)
g (T, µ), (10.17)

kde

I(2n)
g (T, µ) =

∞∫
−∞

dE (E − µ)2n eβ(E−µ)[
eβ(E−µ) + 1

]2 = β−2n−1

∞∫
−∞

dx x2n ex

(ex + 1)2
=

−2

β2n+1

(
∂

∂α

∞∫
0

dx
x2n−1

eαx + 1

)
α=1

=
−2

β2n+1

(
∂

∂α
α−2n

∞∫
0

dy
y2n−1

ey + 1

)
α=1

=
4n

β2n+1

∞∫
0

dy
y2n−1

ey + 1
.

Dále ještě využijeme integrálńı reprezentace Riemannovy ζ-funkce

ζ(n) =
∞∑
p=1

1

pn
=

1

(1− 21−n)Γ(n)

∞∫
0

dy
yn−1

ey + 1
, (10.18)
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to znamená, že pro n ≥ 1 dostaneme

I2n
g (T, µ) = 2(1− 21−2n)β−(2n+1)(2n)!ζ(2n). (10.19)

Př́ıspěvek od členu n = 0 spočteme př́ımo

I(0)
g (T, µ) = −Γ(µ)

∞∫
−∞

dE
∂f

∂E
= Γ(µ) =

µ∫
−∞

dxG(x). (10.20)

Po dosazeńı těchto výraz̊u do integrálu Ig(T ) dostaneme

Ig(T ) =

µ∫
−∞

dE ν(E)g(E)+
∞∑
n=1

(1−21−2n)ζ(2n)(kBT )2n
[ d2n−1

dE2n−1
ν(E)g(E)

]
E=µ

, (10.21)

což je Sommerfeld̊uv rozvoj v nejobecněǰśım tvaru.
Význam Sommerfeldova rozvoje spoč́ıvá v přibĺıžeńıch a možnosti použit́ı jen prvńıch

několika člen̊u rozvoje. Např́ıklad pro g(E) = 1 lze psát

dn

dEn
ν(E)g(E)

∣∣
E=µ
∼ g(µ)

µn
ν(µ) .

Pro výpočet asymptotických výraz̊u termodynamických veličin v limitě T → 0 bude
významných pouze prvńıch pár člen̊u rozvoje

∞∫
−∞

dE G(E)f(E) =

µ∫
−∞

dE G(E) +
π2

6
(kBT )2G′(µ) +

7π4

360
(kBT )4G′′′(µ) . . . (10.22)

Pro jejich explicitńı vyjádřeńı nejdř́ıve najdeme závislost chemického potenciálu na
teplotě.

V n =

∞∫
−∞

dE ν(E)f(E) ≈
∞∫

−∞

dE ν(E) +
π2

6
ν ′(µ)(kBT )2 (10.23)

S použit́ım rovnic (10.14) a (10.11) dostaneme

n ≈ 2

3

g

4π2

(2m

~2

)3/2

µ3/2 +
π2

6
(kBT )2 g

4π2

(2m

~2

)3/2 1

2µ1/2
=

= n
( µ

EF

)3/2[
1 +

π2

8

(kBT
µ

)2]
.

S uvážeńım, že µ/EF − 1� 1, tj. (µ/EF )3/2 ∼ 1 + 3
2
µ−EF
EF

źıskáme

µ ≈ EF

[
1− π2

12

(kBT
EF

)2]
(10.24)
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Vnitřńı energii źıskáme z výrazu

U(T ) =

∞∫
−∞

dE ν(E)Ef(E) ≈
µ∫

−∞

dE ν(E)E +
π2

6
(kBT )2(µν ′(µ) + ν(µ)) =

=
2

5

3N

2E
3/2
F

µ5/2 +
π2

4
(kBT )2 3N

2E
3/2
F

µ1/2 =

=
3

5
NEF

[( µ

EF

)5/2

+
5π2

8

(kBT
EF

)2 ( µ

EF

)1/2]
=

= U(0)
[
1 +

5π2

12

(kBT
EF

)2]
(10.25)

Odtud potom źıskáme tepelnou

CV (T ) = γT, γ =
1

3
πk2

Bν(EF ) (10.26)

Vztah (10.26) je univerzálńım zákonem pro chováńı měrného tepla kov̊u při ńızkých
teplotách. Různé kovy se odlǐsuj́ı prakticky pouze koeficientem úměrnosti γ. Spojeńım
tohoto výsledku s př́ıspěvkem od fonon̊u dostáváme ve vedoućım řádu

CV = γT + αT 3. (10.27)

Na závěr tohoto paragrafu můžeme ještě uvést stavovou rovnici degenerovaného Fer-
miho plynu

PV ≈ 2

5
NEF

[
1 +

5π2

12

(kBT
EF

)2]
, (10.28)

kterou jsme snadno źıskali z kalorické stavové rovnice PV = 2
3
U .

10.3 Spin a magnetismus

Magnetismus je vlastnost látek, která má čistě kvantovou povahu. Jestliže bychom
uvažovali pouze klasickou teorii, potom partičńı sumu s elektromagnetickým polem lze
zapsat

ZN =
1

h3NN !

∫
d3Nq d3Np exp

{
− β

[ N∑
j=1

1

2mj

(pj − ejA(qj))
2 + V (q)

]}
, (10.29)

což lze ještě substitućı uj = pj − ejA(qj) zapsat

ZN =
1

h3NN !

∫
d3Nq exp{−β

N∑
j=1

V (qj)}
∫

d3Nu exp{−β
N∑
j=1

1

2mj

u2
j}. (10.30)

Nyńı magnetizace látky je dána

〈m〉 = kBT∇H lnZN(T, V,H) = 0, (10.31)



KAPITOLA 10. FERMIHO-DIRACŮV PLYN 163

nebot’ ZN(T, V,H) nezáviśı explicitně na elektromagnetickém potenciálu (magnetickém
poli). Reprezentace (10.31) je vyjádřeńım tzv. Bohrova-van Leeuwenova teorému o ne-
existenci makroskopického magnetismu v klasické teorii. Tzn. projevy magnetismu a
spontánńıho magnetického uspořádáńı látek jsou d̊usledkem kvantové teorie.

Magnetismus může být zp̊usoben bud’to orbitálńım momentem nebo spinem elek-
tron̊u v látce. V př́ıpadě orbitálńıho magnetismu, tj. magnetického pole generovaného
orbitálńım pohybem elektron̊u kolem jádra, se nazývá Landaůuv diamagnetismus. V
př́ıpadě spinového magnetismu mluv́ıme bud’to o Langevinově či van Vleckově paramag-
netismu podle toho, zda se jedná o neinteraguj́ıćı nebo interaguj́ıćı lokálńı magnetické
momenty a o Pauliho paramagnetismu, pokud jsou magnetické vlastnosti zp̊usobeny
spinem elektron̊u degenerovaného Fermiho plynu. Tam je zdrojem magnetismu Pauliho
princip.

V tomto paragrafu urč́ıme ńızkoteplotńı př́ıspěvek Pauliho paramagnetu. Z Diracovy
teorie elektronu plyne, že se spinem je spojen trvalý magnetický moment

µs = −gµB
~

S, µB =
e~
2m

, (10.32)

kde µB je Bohr̊uv magneton, g = 2s + 1 je gyroskopický faktor a m je klidová hmota
částice (elektronu). Magnetická energie spinu ve vněǰśım magnetickém poli je

Hm = −
N∑
i=1

µ
(i)
S ·B0 =

gµB
~
B0

N∑
i=1

Szi , (10.33)

když magnetická indukce B0 = µ0H p̊usob́ı ve směru êz.
Jestliže nyńı použijeme druhé kvantováńı, potom lze celkový hamiltonián zapsat pro

elektrony (S = ~/2)

Hm =
∑
k,σ

(εk + zσµBB0)c+
kσckσ , (10.34)

kde zσ = ±1. Je dobré si všimnout, že magnetický moment je obráceně orientován
než vektor spinu, viz znaménko v rovnici (10.32), to znamená, že spin je antiparalelńı
magnetickému poli.

Paramagnetismus vyjadřuje odevzu nezmagnetizovaného systému (tj. celková magne-
tizace je nula) na změnu magnetického pole H. Mı́rou odezvy je magnetická susceptibilita
definovaná vztahem

χ =
1

V

(∂M
∂H

)
T

=
(∂m
∂H

)
T
. (10.35)

Vyjádř́ıme velký kanonický potenciál Fermiho plynu ve vněǰśım magnetickém poli
vázaném pouze na spin elektron

Ω(µ, T, V,H) = −kBT
∑
σ

∞∫
0

dE νσ(E) ln(1 + eβ(µ−E)e−βzσµBB0). (10.36)

Přitom νσ(E) = ν(E)/2 = V (2m/~2)
3/2
E1/2/4π2. Počet částic se spinem σ je potom

dán výrazem

Nσ =
1

2

∞∫
−∞

dED(E)f(E + zσµBB0). (10.37)
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Jelikož dále µB ≈ 0, 579 · 10−4 eV · T−1 a B0 ∼ 100 − 101 T, potom celková magnetická
energie je ∼ 10−2 eV, a tud́ıž ji lze chápat jako poruchu v̊uči kinetické energii určené
Fermiho energíı EF ∼ 100 − 101 eV. Takže

Nσ ≈
1

2

∞∫
0

dy (f(y) + zσµBB0
∂f

∂y
)D(y).

Magnetizace je potom rozd́ıl

M = µB(N↓ −N↑) = −µ2
BB0

∞∫
0

dy
∂f

∂y
D(y).

Paramagnetická susceptibilita tedy je

χp = − 1

V
µ0µ

2
B

∞∫
0

dy
∂f(y)

∂y
D(y). (10.38)

Na výpočet tohoto integrálu použijeme Sommerfeld̊uv rozvoj, (10.22),

χp ≈
1

V
µ0µ

2
B

 u∫
0

dyD′(y) +
π2

6
(kBT )2D′′(µ)

 , (10.39)

což po dosazeńı za hustotu stav̊u vede na vztah

χp(T ) =
3N

2V
µ0
µ2
B

EF

[
1− π2

12

(kBT
EF

)2
]
. (10.40)

Susceptibilita χp z 10.40 je Pauliho paramagnetická susceptibilita, ve které má hlavńı
př́ıspěvek χp(0) = µ0µ

2
Bν(EF )/V . Prvńı teplotńı korekce je úměrná až T 2, což je typické

pro Fermiho plyn.

10.4 Relativistický Fermiho plyn, b́ıĺı trpasĺıci

Klasická astrofyzika použ́ıvá empirické pravidlo pro vztah jasnosti hvězdy a jej́ı barvy
(dominantńı vlnové délky vyzařovaného světla), který vede na téměř univerzálńı kon-
stantu úměrnosti pro všechny hvězdy. Z této ”klasické řady”(Hertzsprung̊uv-Russel̊uv
zákon) se vymykaj́ı útvary, které nevyhovuj́ı klasickému zákonu bud’to, že odchylky d́ıky
Einsteinově gravitaci nebo kvantové mechanice jsou význačné. Jedńım z takových ob-
jekt̊u jsou b́ıĺı trpasĺıci, jejichž jas je mnohem menš́ı, než by podle klasického zákona
odpov́ıdalo barvě světla. U těchto hvězd hraje význačnou roli kvantová teorie degene-
rovaného Fermiho plynu elektron̊u.
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Jádro b́ılých trpasĺık̊u je tvořeno převážně heliovými jádry, která jsou hlavńım zdro-
jem gravitačńı śıly hvězdy. Tyto ionty jsou ”vnořeny”do degenerovaného Fermiho plynu
elektron̊u. Typické hodnoty jsou

Hustota ρ ≈ 107g · cm−3 = 107ρ�

Hmota M ≈ 1033g ≈M�

Vnitřńı teplota T ≈ 107K ≈ T� (∼ 103eV) (10.41)

Toto jsou hodnoty, které se týkaj́ı heliového jádra hvězdy. Elektronové plazma je
charakterizováno hustotou elektron̊u 1030 cm−3, což odpov́ıdá Fermiho energii (teplotě)

EF =
~2

2

1

v2/3
≈ 20MeV(1011K).

Odtud plyne, že TF � T , tj. b́ılý trpasĺık lze dobře aproximovat relativistickým
Fermiho plynem při ńızkých teplotách (v ideálńım př́ıpadě T = 0). Disperzńı relace
relativistického plynu je

εps =
√

(pc)2 + (mec2)2. (10.42)

Celková energie (voĺıme T = 0) je

E0 = 2
∑
|p|<pF

√
(pc)2 + (mec2)2 =

2V

h3

∫ pF

0

dp 4πp2
√

(pc)2 + (mec2)2.

Fermiho hybnost je dána počtem elektron̊u

2
V

h3

4

3
πp3

F = N ⇒ pF = ~
(3π2

v

)1/3

.

Celková energie je
E0

N
=
m4
ec

5

π2~3
vf(xF ), (10.43)

kde xF = pF
mec

= ~
mec

(
3π2

v

)1/3

a

f(xF ) =

xF∫
0

dx x2
√

1 + x2 =

{ 1
3
x3
F (1 + 3

10
x2
F + · · · ) xF � 1

1
4
x4
F (1 + 1

x2F
+ · · · ) xF � 1

Jestliže celková hmota b́ılého trpasĺıka je M a poloměr je R, potom

M ≈ 2mpN, R =
(3V

4π

)1/3

⇒ v =
8π

3

mpR
3

M

a bezrozměrná Fermiho mez

xF =
~
mec

1

R

(9π

8

M

mp

)1/3

=
M̄1/3

R̄
,
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kde jsme označili: M̄ = 9π
8
M
mp
, R̄ = R

~/mec . Tlak Fermiho plynu potom je

P0 = −∂E0

∂V
=
m4
ec

5

π2~3

[
− f(xF )− ∂f

∂xF
v
∂xF
∂v

]
=
m4
ec

5

π2~3

[1

3
x3
F

√
1 + x2

F − f(xF )
]
. (10.44)

Tento výraz lze zjednodušit v nerelativistické limitě xF � 1

P0 ≈
( m4

ec
5

15π2~3

)
x5
F =

4

5
K
M̄5/3

R̄5
(10.45)

a v ultrarelativistické limitě (xF � 1)

P0 ≈
( m4

ec
5

12π2~3

)
(x4

F − x2
F ) = K

(M̄4/3

R̄4
− M̄2/3

R̄2

)
, (10.46)

kde jsme ještě označili konstantu K = mec2

12π2

(
mec
~

)3

.

B́ılý trpasĺık je v rovnováze, jestliže tlaková energie Fermiho plynu elektron̊u je
kompenzována gravitačńı energíı heliových jader. Tlaková energie je

Etlak =

∞∫
R

P04πr2dr (10.47)

a Newtonova gravitačńı energie je

Eg = −αγM
2

R
, (10.48)

kde γ je gravitačńı konstanta a α parametr závisej́ıćı na vnitřńı struktuře hvězdy a
je úměrná jednotce. Rovnovážnou hodnotu poloměru hvězdy źıskáme z minimalizace
celkové energie, to jest

0 =
∂

∂R

[ R∫
∞

P04πr2dr +
αγ

R
M2
]
,

tzn.

P0 =
α

4π

γM2

R4
=

α

4π
γ
(8mp

9π

)2(mec

~

)4M̄2

R̄4
(10.49)

K určeńı poloměru R muśıme za levou stranu dosadit z rovnice (10.44) obecně a v
nerelativistické a ultrarelativistické limitě potom z rovnic (10.45) a (10.46) dostaneme
hodnotu poloměru jako funkci hmoty hvězdy. Tuto závislost lze ještě explicitně vyjádřit
v obou krajńıch limitách.

V př́ıpadě ř́ıdkého Fermiho plynu (xF � 1)

4

5
K
M̄5/3

R̄5
= K ′

M̄2

R̄4
,

odkud

M̄1/3R̄ =
4

5

K

K ′
. (10.50)
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V př́ıpadě ultrarelativistické limity dostaneme

K
(M̄4/3

R̄4
− M̄2/3

R̄2

)
= K ′

M̄2

R̄4
,

což lze přepsat do tvaru

R̄ = M̄2/3

√
1−

(
M̄

M̄0

)2/3

, (10.51)

kde

M̄0 =
(K
K ′

)3/2

=
(27π

64α

)3/2( ~c
γm2

p

)5/2

.

Fermiho relativistický plyn dává tedy horńı omezeńı (Chandrasekharova mez ) na hmotu
b́ılých trpasĺık̊u, která je přibližně hmota slunce M0 ≈ 1.4M� .



Kapitola 11

Užit́ı metod statistické fyziky

Formalismus statistické mechaniky jsme dosud budovali v rámci neinteraguj́ıćıch kla-
sických a kvantových systémů, které jsou idealizaćı reálných plyn̊u a látek. Skutečné
fyzikálńı problémy jsou ale spojeny s interakcemi, vzájemným silovým p̊usobeńım jed-
notlivých elementárńıch objekt̊u, ze kterých se makroskopické systémy skládaj́ı. V této
kapitole uvedeme několik př́ıklad̊u, jak lze obecné metody statistické mechaniky využ́ıt
při zkoumáńı vlastnost́ı makroskopických systémů s interaguj́ıćımi částicemi.

11.1 Interaguj́ıćı klasický plyn - klasterové rozvoje

Prvńım podstatným krokem statistické mechaniky je redukce úplného 6N -rozměrného
fázového prostoru na jednodušš́ı, bud’to jednočásticový se statistickým popisem, nebo
prostor charakterizovaný makroskopickými (měřitelnými) parametry. V př́ıpadě intera-
guj́ıćıch částic ř́ıdićıch se klasickou Hamiltonovou dynamikou již neńı možné obecně re-
dukovat statistický popis na jednočásticový prostor. Je ale možné vybudovat poruchový
rozvoj, ve kterém vzájemná interakce částic je poruchou ke kinetickým energíım jed-
notlivých částic. Tento postup neńı jednoduchý a vyžaduje vybudováńı systematického
aparátu.

11.1.1 Klasický grupový rozvoj

Budeme uvažovat hamiltonián homogenńıho systému klasických interaguj́ıćıch částic

H =
N∑
i=1

p2
i

2m
+
∑
i<j

vij , (11.1)

kde člen vij = v(qi − qj) je vzájemná interakce mezi částicemi se souřadnicemi qi a qj.
Partičńı suma kanonického rozděleńı pro tento interaguj́ıćı systém je

Z(T, V,N) =
1

N !h3N

∫
d3Nqd3Np exp

{
−β

N∑
i=1

p2
i

2m
− β

∑
i<j

vij

}
. (11.2)

168
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V této partičńı sumě můžeme explicitně integrovat přes hybnosti, č́ımž výraz zjed-
noduš́ıme pouze na mnohonásobný integrál přes souřadnice,

Z(T, V,N) =
1

N !λ3N

∫
d3Nq exp

{
−β
∑
i<j

vij

}
=
QN(T, V )

N !λ3N
, (11.3)

kde λ je de Broglieova tepelná vlnová délka, vztah (8.56).
Vzájemná inteakce záviśı pouze na vzájemné vzdálenosti částic v(|qi−qj|). Třebaže

fundamentálńım rozděleńım klasické statistické mechaniky je kanonické, naš́ım ćılem je
źıskat korekce k termické stavové rovnici ideálńıho plynu, pro kterou je potřeba vyč́ıslit
velkou kanonickou partičńı sumu. Jestliže označ́ıme z = exp{βµ}, kde µ je chemický
potenciál, potom

Zgrand(T, V, µ) =
∞∑
N=0

( z
λ3

)N QN(T, V )

N !
. (11.4)

V př́ıpadě ideálńıho plynu se funkce QN(T, V ) redukuje na prostou mocninu objemu V N .
Zavedeme novou funkci, korekci jednotky v integrandu na pravé straně rovnice (11.3),

e−βvij = 1 + fij .

V př́ıpadě Lennardova-Jonesova potenciálu v(r) = a1/r
12− a2/r

6, má funkce f(r) ostré
maximum pro konečnou hodnotu vzdálenosti r0, která ohraničuje oblast netriviálńıho
př́ıspěvku do interakčńı části partičńı sumy. Tuto nyńı můžeme přepsat do tvaru

QN(T, V ) =

∫
d3q1 . . . d

3qN
∏
i<j

(1 + fij) =

∫
d3q1 . . . d

3qN [1 + (f12 + f13 + . . .)

+(f12f13 + f12f14 + . . .) + . . .] , (11.5)

kde sč́ıtáme přes jednoduché dvojice index̊u ij, pak součiny r̊uzných dvojic, trojic atd.
Přičemž dvojice index̊u je r̊uzná, pokud se lǐśı alespoň v jednom indexu.

Integrace přes souřadnice v interakčńı partičńı sumě QN se redukuje na pouhý
násobek objemu, pokud částice, přes jej́ıž souřadnici integrujeme, se interakce neúčastńı.
Proto si jednotlivé částice rozděĺıme na dvě skupiny v každém členu rozkladu, poru-
chového rozvoje, interakčńı partičńı funkce. Prvńı skupinu tvoř́ı částice, které se ale-
spoň jednou objevuj́ı v interakčńım faktoru fij v mocninném rozvoji (11.5). Druhou
skupinu potom tvoř́ı částice, jejichž souřadnice v daném integrálu v̊ubec nevystupuj́ı,
momentálně neinteraguj́ıćı částice. Obecně budeme tedy poč́ıtat výrazy typu∫

d3q1 . . . d
3qNfα1fα2 . . . fαr , (11.6)

kde α 6= αj, jesltiže i 6= j označuj́ı r̊uzné dvojice částic účastńıćıch se interakce v
poč́ıtaném výrazu.

Jedńım ze základńıch prostředk̊u výpočtu efekt̊u interakce jak v klasické tak kvan-
tové fyzice jsou diagramatické reprezentace poruchových rozvoj̊u. Grafické reprezen-
tace, z nichž nejznáměǰśı jsou Feynmanovy diagramy kvantové teorie pole, jsou výhodné
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hlavně t́ım, že umožňuj́ı reprezentovat jedńım diagramem celou tř́ıdu př́ıspěvk̊u do poru-
chového rozvoje. Tak je tomu i při výpočtu interakčńı partičńı funkce QN(T, V ). Integrál
součinu několika faktor̊u f lze reprezentovat diagramem s vrcholy, souřadnicemi částic
účastńıćıch se interakce, linie odpov́ıdá propojeńı částic indukovaném vzájemnou inter-
akćı v.

Typické elementárńı př́ıspěvky s jejich diagramatickou reprezentaćı jsou:

1

V

∫
d3q12f12 −→ 1 2 (11.7)

1

V 2

∫
d3q12d

3q13f12f13 −→

1

2 3 (11.8)

1

V 2

∫
d3q12d

3q34f12f34 −→ 1 2 3 4 (11.9)

Diagramy tedy reprezentuj́ı př́ıspěvek do partičńı sumy normalizovaný na jednotku v
př́ıpadě neinteraguj́ıćıch částic.

V daľśım kroku budeme diagramy klasifikovat tak, abychom jejich př́ıspěvky mohli
výhodně sč́ıtat, minimálně ty, které budeme schopni vyč́ıslit. Prvńım krokem klasifikace
grafické reprezentace př́ıspěvk̊u do partičńı sumy je rozlǐseńı neidentických diagramů. Di-
agramy budeme považovat za identické, jestliže množina dvojic index̊u {α1, α2, . . . , αr}
a {α′1, α′2, . . . , α′r} je identická, to jest, jestliže počet pár̊u je stejný a jednotlivé páry, až
na pořad́ı, jsou stejné. Připomı́náme, že dvojice vrchol̊u (ij) = (ji), nezáviśı na jejich
pořad́ı uvnitř páru. Různost diagramů ještě neznamená r̊uznost č́ıselných př́ıspěvk̊u do
partičńı sumy. Např́ıklad diagramy

1

2 3

2

3 1 (11.10)

jsou r̊uzné, ale jejich př́ıspěvek do partičńı sumy je stejný. Jako př́ıklad složeného dia-
gramu uvedeme reprezentaci následuj́ıćıho výrazu∫

d3Nqf12f37f45f68f48f56 , (11.11)

kterému odpov́ıdá následuj́ıćı grafická reprezentace

1 3 4 6

2 7 5 8 . (11.12)

Definujeme souvislý diagram jako diagram, jehož každý vrchol je propojen alespoň
jednou spojnićı (může být složená přes několik vrchol̊u) s libovolným jiným vrcholem
diagramu. Diagramu přǐrad́ıme řád l, jestliže se skládá právě z l r̊uzných vrchol̊u, částic
participuj́ıćıch ve vzájemné interakci. Grupový integrál řádu l je suma př́ıspěvk̊u od
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všech souvislých diagramů řádu (l + 1) násobených normalizačńım faktorem V l/(l +
1)!λ3l. Grupový integrál řádu l budeme značit bl(T, V ). Grupové integrály řádu 1 a 2
jsou:

b1 =
V

2!λ3

[
1 2

]
=

1

2λ3V

∫
d3q1d

3q2f12 =
1

2λ3

∫
d3q12f12 (11.13)

b2 =
V 2

3!λ6


1

2 3

+
1

2 3

+
1

2 3

+
1

2 3

 (11.14)

=
1

2λ6

∫
d3q12d

3q23f12f23 +
1

6λ6V

∫
d3q12d

3q13d
3q23f12f13f23 . (11.15)

Z výrazu pro grupový integrál b2 je vidět, že se obecně grupové integrály skládaj́ı z
př́ıspěvk̊u s r̊uzným počtem nezávislých integraćı. Tohoto faktu využijeme později.

Nyńı využijeme grupové integrály k vyjádřeńı velké partičńı sumy. Funkce QN(T, V )
je sumou všech, i nesouvislých, diagramů řádu l ≤ (N − 1). Přitom nesouvislé diagramy
jsou součiny jejich souvislých komponent. Necht’ ml je četnost grupového integrálu blve
výrazu pro Z(T, V,N). Potom plat́ı (b0 = 0 a bl ∝ V l/λ3l(l + 1)!)

Z(T, V,N) =
∑
{ml}

N−1∏
l=0

1

ml!

(
V

λ3
bl

)ml
, (11.16)

kde suma prob́ıhá přes všechny možné výběry četnost́ı ml splňuj́ıćıch podmı́nku

N−1∑
l=0

(l + 1)ml = N . (11.17)

Na pravé straně výrazu (11.16) jsme ještě započetli počet realizaćı daného rozkladu do
klastr̊u 1, 2, . . . N −+ s četnostmi m1,m2, . . .mN−1, která je

N !
N−1∏
l=0

1

ml!

[
1

(l + 1)!

]ml
,

nebot’ vybrat ml klastr̊u o počtu (l + 1) vrchol̊u z množiny o velikosti n je

n!

ml! [(l + 1)!]ml
.

Omezuj́ıćı podmı́nka na četnosti ml bude sejmuta, pokud od kanonické partičńı sumy
přejdeme k velké kanonické partičńı funkci

Zgrand(T, V, µ) =
∞∑

m0=0

∞∑
m1=0

. . .

[
1

m0!

(
V

λ3
z

)m0 1

m1!

(
V

λ3
z2b1

)m1

. . .

]
, (11.18)
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kde jsme označili z = exp{βµ} a taky zahrnuli členy bez částicové interakce (grupový
integrál nultého řádu). Velký kanonický potenciál lze potom zapsat v kompaktńım tvaru

Ω(T, V, µ) = −kBT
V

λ3

∞∑
l=0

blz
l+1 . (11.19)

Z Gibbsovy-Duhemovy relace potom dostaneme stavovou rovnic interaguj́ıćıho plynu
klasických částic

P

kBT
=

z

λ3

∞∑
l=0

blz
l (11.20)

N

V
=

1

v
=

z

λ3

∞∑
l=0

(l + 1)blz
l. (11.21)

Druhá rovnice je potřebná k tomu, abychom vyloučili proměnnou z a nahradili ji hus-
totou částic 1/v, a t́ım uzavřeli stavovou rovnici.

11.1.2 Zředěný plyn - viriálový rozvoj

Rovnice (11.20) a (11.21) vypov́ıdaj́ı, že stavová rovnice pro plyn interaguj́ıćıch částic
je stejně jako v př́ıpadě ideálńıch kvantových plyn̊u implicitńım vztahem, ze kterého je
potřeba vyloučit chemický potenciál µ, nebo únikový koeficient z = exp{βµ} a nahradit
je hustotou nebo poměrným objemem v. V př́ıpadě zředěného plynu, kdy v � λ3,
můžeme rovnici (11.21) řešit poruchově rozvojem únikového koeficientu z do mocnin
λ3/v, což můžeme považovat za malý parametr. T́ımto zp̊usobem źıskáme korekce ke
stavové rovnici ideálńıho plynu v př́ıpadě zředěných nebo slabě interaguj́ıćıch plyn̊u.

Únikový koeficient rozvineme do řady s neurčenými koeficienty

z =
∞∑
n=1

αn

(
λ3

v

)n
. (11.22)

Tyto koeficienty urč́ıme z rovnice (11.21). Takto zkonstruovaný rozvoj, řešeńı pro únikový
koeficient z(λ3/v) dosad́ıme do rovnice (11.20) a dostaneme tak viriálový rozvoj sta-
vové rovnice interaguj́ıćıho plynu

Pv

kBT
= 1 +

∞∑
l=1

al(T )

(
λ3

v

)l
. (11.23)

Koeficienty al(T ) v termodynamické limitě záviśı pouze na teplotě a nazývaj́ı viriálové
koeficienty.

Prvńı člen rozvoje na pravé straně rovnice (11.23) je př́ıspěvek ideálńıho plynu, a
je tedy roven jednotce. Prvńı viriálový koefiecient je tedy roven jedné. Prvńı netriviálńı
viriálový koeficient je až druhý, který znač́ıme a1. Vyč́ısĺıme explicitně prvńı dva ne-
triviálńı viriálové koeficienty a1 a a2. Označ́ıme x = λ3/v. Pro źıskáńı prvńıch l ne-
triviálńıch viriálových koeficient̊u, muśıme rozvinout únikový koeficient do řádu (l+ 1).
Z rovnice

z = x+ α2x
2 + α3x

3 (11.24)
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snadno dostaneme z rovnice (11.21) s přesnost́ı O(x3) vyjádřeńı koeficient̊u αn pomoćı
grupových integrál̊u

α2 = −2b1 , (11.25)

α3 = 8b2
1 − 3b2 . (11.26)

Stavová rovnice v tomto řádu rozvoje je

Pv

kBT
= (1 + α2x+ α3x

2)
[
1 + b1x(1 + α2x) + b2x

2
]
. (11.27)

Explicitńım rozvojem do mocnin x dostaneme viriálové koeficienty

a1 = α2 + b1 = −b1 , (11.28)

a2 = α3 + 2b1α2 + b2 = 4b2
1 − 2b2 . (11.29)

Stejně jako grupový rozvoj pro velkou kanonickou sumu můžeme i viriálový rozvoj,
respektive jeho koeficienty, graficky reprezentovat. Jak jsme uvedli v minulém odd́ılu,
r̊uzné grafy mohou mı́t stejný př́ıspěvek do termodynamických veličin. Např́ıklad plat́ı
rovnost

1

2 3 =
2

3

(
1 2

)2

. (11.30)

S využit́ım této rovnosti dostaneme pro prvńı dva netriviálńı viriálové koeficienty

α2 = − V
λ3

(
1 2

)
= − 1

2λ3

∫
d3qf(q) , (11.31)

α3 = −2V 2

λ6


1

2 3

+
1

2 3

+
1

2 3

+
1

2 3

 = − 1

3λ6

∫
d3q1d

3q2f(q1)f(q2)f(q1 − q2) . (11.32)

Viriálové koeficienty, jak vid́ıme v nejnižš́ıch řádech, jsou reprezentovány ireducibilńımi
diagramy, které obsahuj́ı stejný počet interakčńıch liníı a nejsou složeny z jednodušš́ıch
nižš́ıho řádu.

V limitě malých koncetraćı je dominantńı pouze druhý (prvńı netriviálńı) viriálový
koeficient a1. Představuje hlavńı př́ıspěvek do korekce tlaku ideálńıho plynu ve zředěných
systémech jak jej známe z van der Waalsovy stavové rovnice. Tento koeficient explicitně
vypočteme v př́ıpadě Lennardova-Jonesova molekulárńıho izotropńıho potenciálu

V (r) = 4ε

[(σ
r

)12

−
(σ
r

)6
]
. (11.33)

Pro tento tvar částicové interakce můžeme explicitně provést integrace přes vzdálenosti
mezi částicemi. Po úpravách a s využit́ım integrálńı reprezentace Γ-funkce dospějeme k
explicitńımu vyjádřeńı druhého viriálového koeficientu

a1(T ) =
2π

3
σ3

[(
4ε

kBT

)1/4

Γ

(
3

4

)
−
(

4ε

kBT

)1/2

Γ

(
1

2

)]
. (11.34)
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Tento koeficient je záporný v ńızkých teplotách, to jest vede na sńıžeńı tlaku d́ıky
přitažlivému charakteru interakce na velkých vzdálenostech. Při tak zvané Boylově tep-
lotě TB projde druhý viriálový koeficient nulou a při vysokých teplotách dominuje od-
pudivá interakce na krátkých vzdálenostech a a plyn se chová jako systém tuhých kouĺı.

11.2 Spojité fázové přechody a kritické jevy

11.2.1 Fázové přechody a singularity ve statistické sumě

Fázové přechody jsou kolektivńı jevy v látkách, které se projevuj́ı singularitami v ter-
modynamických funkćıch jako je např. tlak v př́ıpadě přechodu plyn-kapalina nebo
spontánńı magnetizace ve feromagnetu. Vzniká přirozená otázka, jak v̊ubec se mohou
singularity v partičńı sumě objevit, která je analytickou funkćı svých proměnných. Plat́ı,
že partičńı suma pro systémů uzavřených v konečném objemu a obsahuj́ıćı pouze konečný
počet částic je analytickou funkćı s póly v komplexńı rovině svých argument̊u lež́ıćımi
mimo reálnou osu. Pouze termodynamické limitě V → ∞ při fixńı hustotě částic se
mohou tyto singularity limitně dostat na reálnou osu, nebot’ limita analytických funkćı
již nemuśı být analytickou na hranici analytičnosti. V termodynamice jsme vyšetřovali
přechod kapalina-plyn, který je fázovým přechodem prvńıho druhu neanalytičnostmi v
prvńı derivaci Gibbsova potenciálu. Daľśım fázovým přechodem, který jsme diskutovali
je Boseho-Einsteinova kondenzace, která se vymyká klasické Ehrenfestově klasifikaci,
nebot’ je indukována výměnnými silami d́ıky principu nerozlǐsitelnosti částic. Obecně
plat́ı, že neanalytičnosti ve termodynamických funkćıch jsou zp̊usobeny kolektivńım
p̊usobeńım vzájemných sil.

Vznik možných singularit a neanalytičnost́ı v partičńı sumě je omezen Yangovými-
Leeovými teorémy. Jejich platnost lze ukázat na jednoduchém, ale obecném modelu (Lee-
Yang). Budeme uvažovat klasický nebo kvantový systém skládaj́ıćı se z N interaguj́ıćıch
částic uzavřených v objemu V . Podstatným, ale reálným, předpokladem tohoto modelu
je, že každá částice zauj́ımá konečný objem, který může být stlačen pouze na nenulovou
nejmenš́ı hodnotu. Z tohoto předpokladu potom vyplývá, že v daném objemu může
být uzavřen pouze konečný počet částic. Maximálńı počet částic v objemu V označ́ıme
M(V ). Plat́ı tedy následuj́ıćı omezeńı pro kanonickou partičńı sumu

ZN(V ) = 0, pro N > M(V ) , (11.35)

jelikož v sytému nemůže být v́ıce než M částic. Grandkanonická partičńı suma je potom
polynom stupně M v proměnné z = exp{βµ}

Zgrand(V, z) = 1 + zQ1(V ) + . . . zMQM(V ) , (11.36)

kde QN(V ) je kanonická partičńı suma N částic. To znamená, že QN ≥ 0 a polynom
Zgrand(V, z) nemůže mı́t kladné kořeny. Stavová rovnice

P

kBT
= V −1 lnZgrand(V, z) , (11.37)

N

V
= V −1z

∂

∂z
lnZgrand(V, z) (11.38)
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neobsahuje žádné singularity d́ıky tomu, že logaritmus na kladné poloose je analytickou
funkćı. Tlak a hustota částic jsou analytickými funkcemi proměnné z. Zaj́ımavá je teprve
termodynamická limita V →∞, kdy počet interaguj́ıćıch částic může být nekonečný a
konečný polynom velké partičńı sumy je nekonečnou řadou.

V termodynamické limitě plat́ı následuj́ıćı dva Leeovy-Yangovy teorémy.

Tvrzeńı 11.2.1. Velký kanonický potenciál v termodynamické limitě

F∞(z) = lim
V→∞

1

V
lnZgrand(V, z) (11.39)

existuje pro všechna z > 0 a je spojitou neklesaj́ıćı funkćı z. Tato limita je nezávislá na
tvaru objemu V za předpokladu, že povrch neroste rychleji než V 2/3.

Tvrzeńı 11.2.2. Jestlǐze oblast R v rovině komplexńı proměnné z obsahuje segment
reálné osy s žádnými póly velké kanonické partičńı sumy, potom na této oblasti
V −1 lnZgrand(V, z) konverguje stejnoměrně v limitě V → ∞ a výsledná limita je analy-
tickou funkćı v otevřené oblasti R.

Důkazy těchto tvrzeńı jdou za rámec základńı přednášky statistické fyziky a nebu-
deme je předvádět.

Význam Leeových-Yangových tvrzeńı spoč́ıvá v omezeńı forem neanalytičnosti ter-
modynamických funkćı, které můžeme v termodynamické limitě źıskat. Předně, z tvr-
zeńı 11.2.1 plyne, že partičńı suma v termodynamické limitě je spojitou, pozitivńı
a neklesaj́ıćı funkćı proměnné z. To znamená, že nespojitosti se mohou projevit te-
prve až v derivaćıch termodynamického potenciálu. Z tvrzeńı 11.2.2 potom plyne, že
kořeny partičńı funkce odděluj́ı oblasti analytičnosti velkého kanonického potenciálu
na reálné ose, které pak reprezentuj́ı r̊uzné fáze statistického souboru v termodyna-
mické limitě. Kořeny (nuly) partičńı funkce jsou kritické body odděluj́ıćı oblasti ana-
lytičnosti, jednotlivé fáze makroskopického systému. Původńı Ehrenfestova klasifikace
fázových přechod̊u podle nespojitost́ı derivaćı Gibbsova potenciálu moderńı statistická
fyzika nahradila děleńım fázových přechod̊u na nespojité fázové přechody, což jsou fázové
přechody prvńıho druhu Ehrenfestiovy klasifikace, a spojité, kritické fázové přechody,
které jsou charakterizovány kritickým, neanalytickým chováńım v bodě přechodu, fázové
přechody druhého a vyšš́ıho druhu.

11.2.2 Parametr uspořádáńı, korelačńı funkce a kritické expo-
nenty

Dále budeme studovat pouze kritické fázové přechody se spojitou změnou fázových cha-
rakteristik. Jednotlivé fáze systému lze charakterizovat pomoćı symetríı bud’to hamil-
toniánu nebo některých termodynamických veličin. Parametrem kontroluj́ıćım fázový
přechod bývá obvykle teplota, ale hlavně v kvantové teorii to mohou být i jiné parame-
try, jako hustota, koncentrace śıla interakce a jiné. Nejjednodušš́ı fáźı je taková, která
sd́ıĺı všechny symetrie hamiltoniánu. To je typická situace pro vysokoteplotńı stav, kde se
neprojevuje žádná preference ve výběru významného směru nebo uspořádáńı. V mag-
netických materiálech je to paramagnetická fáze bez p̊usobeńı vněǰśıho magnetického
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pole. Feromagnetické látky se potom pod kritickou teplotou, zvanou Curieova teplota,
z̊ustávaj́ı zmagnetizované i po vypnut́ı magnetického pole. Vzniká tak zvaná spontánńı
magnetizace, která mı́̌ŕı ve směru magnetického pole, které magnetizaci vyvolalo. Rov-
novážný stav již neńı izotropńı, nebot’ magnetizace definuje význačný směr. K popisu
nové fáz se spontánńı magnetizaćı je potřeba zavést parametr uspořádáńı, který no-
vou uspořádanou fázi charakterizuje. V př́ıpadě Boseho-Einsteinovy kondenzace to bylo
makroskopické uspořádáńı základńıho stavu.

Obecně parametr uspořádáńı neńı součást́ı hamiltoniánu, který popisuje reálnou situ-
aci, např́ıklad feromagnetický stav bez p̊usobeńı vněǰśıho magnetického pole. Bez mag-
netického pole jsou všechny směry pro zmagnetováńı stejně pravděpodobné a systém
je izotropńı. Abychom ale mohli popsat feromagnetický stav, muśıme nejdř́ıve narušit
směrovou symetrii hamiltoniánu. To učińıme pomoćı magnetického pole, nebot’ po jeho
vypnut́ı feromagnetická látka z̊ustane uspořádána ve směru tohoto pole. Obecně plat́ı, že
každý parametr uspořádáńı, který popisuje danou fázi a je vnitřńı vlastnost́ı systému,
vstupuje do hamiltoniánu v součinu s jeho Legendreovou sdruženou proměnnou, tak
zvaným polem narušuj́ıćım symetrii hamiltoniánu. Poruchy rovnováhy vněǰśımi poli jsou
zpravidla velmi slabé ve srovnáńı s celkovou energíı makroskopického systému, takže ji
lze popisovat poruchově. Změna energie (hamiltoniánu) d́ıky p̊usobeńı magnetického
pole v magneticky aktivńı látce je

dW = HdM . (11.40)

Parametr M je extenzivńı veličina, kdežto magnetické pole H je intenzivńı. Jestliže
magnetickým polem naruš́ıme izotropii fázového prostoru, magneticky aktivńı materiál
bude reagovat uspořádáńım magnetických moment̊u do směru pole a kritický bod z
termodynamického potenciálu vymiźı. Systém v nenulové magnetickém poli bude v jedné
(vysokoteplotńı) fázi pro všechny teploty. Z tohoto př́ıkladu plyne, že kritické body jsou
spojeny se spontánńım narušeńım symetrie hamiltoniánu. V kvantové teorii narušeńı
symetrie může být dokonce spojeno i s narušeńım fáze vlnové funkce nebo Greenových
funkćı.

Na př́ıkladu feromagnetické látky, kritickém přechodu paramagnet-feromagnet uká-
žeme, jak efektivně kritické chováńı v bĺızkosti fázového přechodu popsat. Nejdř́ıve
rozš́ı̌ŕıme hamiltonián systému o p̊usobeńı vněǰśıho magnetického pole integraćı poruchy
ze vztahu (11.40) pro nějž urč́ıme Gibbsovu volnou energii

G(T,H) = −β−1 ln Tre−βH(H) . (11.41)

Magnetizace pro tento systém potom je

M = − ∂G
∂H

, (11.42)

kde jsme směr magnetického pole zvolili podél osy z. Daľśı d̊uležité termodynamické
veličiny jsou susceptibilita

χ =
1

V

∂M

∂H
= − 1

V

∂2G

∂H2
, (11.43)
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vnitřńı energie

U = G− T ∂G
∂T

(11.44)

a tepelná kapacita

C =
∂U

∂T
= T 2∂

2G

∂T 2
. (11.45)

V limitě H → 0 tyto veličiny v kritickém bodu přechodu do stavu se spontánńı magne-
tizaćı (feromagnet) vykazuj́ı neanalytické chováńı.

Neanalytické chováńı termodynamických veličin v kritické oblasti spojitého fázového
přechodu na jedné straně kvantitativńı popis komplikuje, nebot’ nelze jednoduše použ́ıvat
poruchové rozvoje, na druhé straně umožňuje vyž́ıt určitých zjednodušeńı d́ıky možnosti
separace neanalytického chováńı a volbě jeho př́ıhodného matematického popisu. Popi-
sem neanalytičnost́ı ve statistické fyzice se zabývá teorie kritických jev̊u.

Nejpř́ıměǰśım zp̊usobem vyšetřováńı fázových přechod̊u s narušeńım symetrie ha-
miltoniánu se zdá zavedeńı symetrii narušuj́ıćıho pole a zkoumat, kdy po vypnut́ı pole
parametr uspořádáńı z̊ustane nenulový a dojde ke spontánńımu uspořádáńı. To ovšem
neńı nejrychleǰśı a nejspolehlivěǰśı metoda. Výhodněǰśı a jednodušš́ı je zkoumat fluk-
tuace systému a jejich korelace bez p̊usobeńı vněǰśıho pole. Parametr uspořádáńı je
objemovým integrálem lokálńıch hodnot tohoto parametru. Můžeme psát

M =

∫
d3r 〈m(r)〉 , (11.46)

kde 〈m(r)〉 je termodynamická středńı hodnota lokálńıho parametru uspořádáńı, lokálńı
magnetizace v obecně nehomogenńım systému. Tyto lokálńı magnetizace jsou stále
obecně nenulové pouze v nenulovém vněǰśım (nehomogenńım) poli. Definujeme nyńı
korelačńı funkci

Γ(r) = 〈m(r)m(0)〉 − 〈m(r)〉 〈m(0)〉 , (11.47)

která je nenulová i bez p̊usobeńı vněǰśıho pole. Tato funkce vykazuje kritické chováńı,
divergenci v v kritickém bodě přechodu do fáze s dalekodosahovým uspořádáńım. V
uspořádané fázi se korelace fluktuaćı parametru uspořádáńı nerozpadaj́ı na velkých
vzdálenostech a malá vněǰśı porucha vede na vznik dalekodosahového uspořádáńı.

Jelikož termodynamické středńı hodnoty jsou translačně invariantńı, záviśı korelačńı
funkce v rovnovážném stavu pouze na rozd́ılu souřadnic lokálńıch fluktuaćı. Z toho
d̊uvodu přejdeme k Fourierově obrazu

m̃(k) =

∫
d3re−k·rm(r) , (11.48)

m(r) =

∫
d3k

(2π)3
ek·rm(k) , (11.49)

kde k je vlnový vektor směru š́ı̌reńı korelaćı fluktuaćı parametru uspořádáńı. Pro ko-
relačńı funkci dostaneme

Γ̃(k) = 〈m̃(k)m(0)〉 − 〈m(0)〉2 (2π)3δ(k) . (11.50)
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Budeme předpokládat nulové vněǰśı magnetické pole a neupořádanou vysokoteplotńı
fázi, kdy m(0) = 0. Jestliže ještě použijeme vztah m(0) =

∫
d3k

(2π)3
m̃(k) dostaneme

〈m̃(k)m̃(q)〉 = (2π)3δ(k + q)
〈
|m̃(k)|2

〉
, (11.51)

nebot’ d́ıky tomu, že m(r) je reálné, m̃(−k) = m̃∗(k). Úplný Fourier̊uv obraz korelačńı
funkce v paramagnetické fázi potom je

Γ̃(k) =
〈
|m̃(k)|2

〉
. (11.52)

V harmonickém přibĺıžeńı, které zahrnuje vedoućı řád malých a pozvolna se v pro-
storu měńıćıch lokálńıch magnetizaćı, je Helmholtzova volná energie

Φ(m) =

∫
d3r
[
c1|∇m(r)|2 + c2m(r)2

]
, (11.53)

kde parametery c1 a c2 záviśı na teplotě a jsou vlastnostmi zkoumaného systému. Prvńı
člen na pravé straně vyjádřeńı Helmholtzovy volné energie reprezentuje kinetickou ener-
gii fluktuaćı lokálńı magnetizace a druhý potom hmotu. Ve Fourierově obrazu dostaneme
diagonálńı vyjádřeńı

Φ(m) =

∫
d3k

(2π)3

[
c1k

2 + c2

]
|m(k)|2 . (11.54)

Jelikož jsme vyjádřili volnou energii v harmonickém přibĺıžeńı a vztah (11.54) je in-
tegrálem přes stupně volnosti. Z ekvipartičńıho teorému dostaneme obecné vyjádřeńı
pro korelačńı funkci v Orsteinově-Zernikově formě

Γ̃(k) =
1

c1

kBT

k2 + ξ−2
, (11.55)

kde jsme označili ξ =
√
c1/c2 korelačńı délku charakterizuj́ıćı vzdálenost, na kterou

se lokálńı fluktuace parametru uspořádáńı nezanedbatelně ovlivňuj́ı. Význam korelačńı
vzdálenosti je dobře vidět z př́ımé reprezentace korelačńı funkce, která v Orsteinově-
Zernikově reprezentaci má tvar

Γ̃(r) =
1

r
exp

{
−r
ξ

}
. (11.56)

Ze vztahu (11.55) plyne, že kritický bod, kde korelačńı funkce je neanalytická, nastane
pro divergentńı korelačńı délku, ξ = ∞. V takovém př́ıpadě se korelace fluktuaćı v
př́ımém prostoru nebudou rozpadat exponenciálně, ale polynomiálně jako r−1. Korelace
fluktuaćı lokálńıho parametru uspořádáńı jsou dalekodosahové a mluv́ıme o kritických
fluktuaćıch. Kritické chováńı je potom charakterizováno vymizeńım přirozené délkové
škály, jako je např́ıklad mř́ıžková konstanta nebo středńı vzdálenost mezi částicemi,
a jej́ım nahrazeńım novou nekonečnou délkovou jednotkou, korelačńı délkou. Expo-
nenciálńı utlumeńı korelaćı je nahrazeno algebraickým, které můžeme charakterizovat
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pomoćı kritických exponent̊u. Pr̊uchod kritickým bodem a kritické chováńı kontrolu-
jeme nějakým vněǰśım parametrem, který v kritickém bodě projde nulou. Obvykle t́ımto
parametrem je teplota, lépe jej́ı normovaný rozd́ıl od kritické teploty, θ = |T/Tc − 1|.

Termodynamické veličiny v bĺızkosti kritického bodu můžeme rozdělit na kritické,
to jest ty, které vykazuj́ı algebraickou závislost na modulu ř́ıd́ıćıho parametru θ, a na
regulárńı, které jsou v kritickém bodě θ = 0 analytické, to jest, lze použ́ıt Taylor̊uv
rozvoj. Kritické veličiny jsou v bĺızkosti kritického bodu popsány kritickými exponenty.
V literatuře byly zavedeny následuj́ıćı kritické exponenty pro nejd̊uležitěǰśı termodyna-
mické veličiny.

Korelačńı délka: ξ ∼ θ−ν

Parametr uspořádáńı: M ∼ θβ

Susceptibilita: χ ∼ θ−γ

Měrné teplo: C ∼ θ−α

Mimo tyto kritické exponenty, které záviśı na asymptotickém přibližováńı kritickému
bodu, existuj́ı taky kritické exponenty pro termodynamické veličiny př́ımo v kritickém
bodě θ = 0. Ty jsou dva, jeden souviśı s neanalytickou závislost́ı parametru uspořádáńı
na vněǰśım (sdruženém) poli, druhý pak s mocninným rozpadem korelaćı v př́ımém pro-
storu. Můžeme je zapsat (θ = 0):

Stavová rovnice : M ∼ H1/δ

Algebraický rozpad korelaćı : Γ(k) ∼ |k|2−η

Vid́ıme, že posledńı kritický exponent η, tak zvaná anomálńı dimenze, charakterizuje
odchylku kritického chováńı od Orsteinova-Zernikova harmonického chováńı.

11.2.3 Rozměrová analýza, škálovaćı hypotéza a univerzalita

Významným rysem kritického chováńı je existence pouze omezeného počtu nezávislých
veličin, které neanalytičnost kritického bodu charakterizuj́ı. V př́ıpadě feromagnetu je
pouze jediná relevantńı veličina, která kontroluje kritické chováńı. Je j́ı korelačńı délka.
Korelačńı délka definuje novu vzdálenost, na které fyzikálńı děje maj́ı v kritické ob-
lasti vliv na kritické chováńı. V kritické oblasti, kdy ξ → ∞, pouze změny pozorova-
telné na této vzdálenosti ovlivňuj́ı výsledné kritické chováńı. Podle korelačńı délky po-
tom rozdělujeme veličiny na relevantńı a irelevantńı pro kritické chováńı. Relevantńı
veličiny jsou ty, které v limitě nekonečné korelačńı délky škáluj́ı s některou jej́ı kladnou
mocninou. Irelevantńı veličiny jsou ty, které v limitě nekonečné korelačńı délky se
škáluj́ı do nuly. Zjednodušeńı popisu kritického chováńı potom spoč́ıvá v separaci rele-
vantńıch od irelevantńıch veličin. K tomu nám pomohou rozměrová analýza a škálovaćı
hypotéza.

Rozměrová analýza vycháźı z jednoduchého faktu, že pokud dominantńı veličina
kontroluj́ıćı kritické chováńı (typicky korelačńı délka) má fyzikálńı rozměr, potom bez-
rozměrné veličiny mohou na této škále záviset jen zprostředkovaně přes jinou veličinu
se stejným fyzikálńım rozměrem, jako je ř́ıd́ıćı veličina. To znamená, že v každé termo-
dynamické veličině změńıme charakteristický rozměr za nový určený danou dominantńı
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veličinou tak, že záviśı na bezrozměrných proměnných, násobćıch dominantńı kritické
škály a mocnině dominantńı škály, která je dána fyzikálńım rozměrem. Škálovaćı hy-
potéza potom vycháźı z předpokladu, že kritické chováńı je jednoparametrická limita
s jedinou relevantńı škálou s fyzikálńım rozměrem, v př́ıpadě feromagnetu je to délka,
která tak definuje novou škálu v̊uči ńıž se měř́ı všechny relevantńı veličiny se stejným
fyzikálńım rozměrem. Univerzalita potom znamená, že relevantńı veličiny v kritické
oblasti jsou zcela nezávislé na irelevantńıch veličinách a jsou plně funkcemi pouze ko-
relačńı délky.

Škálovaćı hypotézu (Kadanoff) můžeme matematicky vyjádřit jako zobecněńı Orstein-
ova-Zernikova tvaru korelačńı funkce v bĺızkosti kritického bodu. V izotropńım př́ıpadě
dostaneme

Γ(r, θ) =
Ψ(rdθ2−α)

rd−2+η
, (11.57)

kde Ψ je bezrozměrná funkce, d je prostorová dimenze systému a kritické exponenty
α a η byly zavedeny v předchoźım odd́ılu. Z tohoto tvaru lze dovodit kritické chováńı
termodynamických veličin jako funkce kontrolńıho parametru θ = |T/Tc − 1|. Pro kri-
tické chováńı v magnetickém poli (magnetická indukce B) je vhodný jiný typ škálovaćı
hypotézy (Widom), který dává předpis škálovaćıho chováńı volné energie

G(T,B) = θ1/yΦ

(
B

θx/y

)
. (11.58)

Tyto dvě škálovaćı hypotézy omezuj́ı počet nezávislých kritických exponent̊u modelu.
V těchto dvou škálovaćıch hypotézách, které lze považovat za nezávislé vystupuj́ı čtyři
parametry: kritické exponenty α a δ a proměnné x, y. Nyńı najdeme jejich vztah ke dř́ıve
zavedeným kritickým exponent̊um.

Parametr uspořádáńı, magnetizace

m
∣∣
B=0

= −
(
∂G

∂B

)
T

= −θ
1/x

θx/y
Φ′(0) . (11.59)

Odtud dostaneme rovnici pro kritický exponent β

β =
1− x
y

. (11.60)

Pro susceptibilitu dostaneme

χ
∣∣
B=0

= −
(
∂2G

∂B2

)
T

= θ(1−2x/y)Φ′′(0) , (11.61)

to jest

γ =
2x− 1

y
. (11.62)

Dále z Widomovy škálovaćı hypotézy můžeme ještě určit kritický exponent měrného
tepla

CB = −T
(
∂2G

∂T 2

)
B

= − 1

Tc

∂2

∂θ2

[
θ1/yΦ

(
B

θx/y

)]
= −Φ(0)

Tc

1

y

(
1

y
− 1

)
θ(1/y−2) , (11.63)
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to jest

α = 2− 1

y
. (11.64)

Exponent δ źıskáme ze závislosti magnetizace na magnetické indukci

mθ=0 = −
(
∂G

∂B

)
T

= − ∂

∂B

[
B1/yΦ̃

(
B

θx/y

)]
= −Φ̃(∞)

x
B(1/x−1) , (11.65)

kde jsme označili Φ̃(z) = z−xΦ(z). Exponent δ tedy je

δ =
x

1− x
. (11.66)

Kritické chováńı korelačńı funkce źıskáme z Kadanoffovy škálovaćı hypotézy. Jelikož
v kritické oblasti je relavantńı vzdálenost měřena v násobćıch korelačńı délky ξ, proto
rdθ2−α ∝ rdξ−d. Susceptibilita je integrálem přes prostorové proměnné korelačńı funkce,
a tedy

∫
ddr ∝ ξ−(2−η)

∫
ddxΨ(xd)/xd−2+η ∝ θ−γ.

Kombinaćı výše odvozených vztah̊u dostaneme vztahy mezi kritickými exponenty.

• Rushbrook̊uv vztah:
|α + 2β + γ = 2| (11.67)

• Griffith̊uv vztah:
|α + β(δ + 1) = 2| (11.68)

• Josephson̊uv vztah:
|2− α = νd| (11.69)

• Fisher̊uv vztah:
|γ = ν(2− η)| (11.70)

Jelikož jsem zavedli šest kritických exponent̊u a ze škálovaćı hypotézy jsme źıskali čtyři
vztahy mezi nimi, tak nezávisle můžeme volit pouze dva. Většinou se voĺı jako nezávislé
exponenty ν a η.

Ze škálovaćı hypotézy vyplývá, že kritické chováńı nezáviśı na konkrétńı realizaci
statistického systému. Což je projevem univerzality kritického chováńı, kdy kritické ex-
ponenty záviśı poiuze na prostorové dimenzi a dimenzi prostoru vnitřńıch proměnných
(počet spinových komponent). Toto je d̊usledkem divergence korelačńı délky a závislosti
kritických proměnných pouze na vzdálenostech srovnatelných s korelačńı délkou. Jestliže
tedy kritické chováńı záviśı pouze na korelačńı délce ξ → ∞, potom ale vlastnosti
systému v kritickém bodě nezáviśı na škálováńı délkového rozměru ξ → bξ. Této inva-
riance využ́ıvá metoda renormalizačńı grupy, která je dnes jednou z nejd̊uležitěǰśıch
metod určeńı kritických exponent̊u. Korelačńı délka může divergovat pouze v nekonečně
velkém objemu. To znamená, že kritické fázové přechody se mohou realizovat pouze v
termodynamické limitě.
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11.3 Interaguj́ıćı lokálńı magnetické momenty – teo-

rie středńıho pole

Kritické jevy maj́ı mnoho znak̊u společných, které lze odvodit bez užit́ı konkrétńıho
modelu. Kvantitativńı výsledky, např́ıklad pro dva nezávislé kritické exponenty můžeme
však určit až z konkrétńıho statistického modelu, který umožňuje spojitý fázový přechod
do uspořádané fáze. Jelikož kritické chováńı má vlastnost univerzality, je možné vybrat
nejjednodušš́ı model v dané tř́ıdě univerzality, abychom našli č́ıselné hodnoty kritických
exponent̊u. Dnes již klasickým vzorovým modelem pro spojité, teplotou indukované
fázové přechody jsou modely interaguj́ıćıch lokálńıch spinových moment̊u, kde v ńızkých
teplotách docháźı k dalekodosahovému magnetickému uspořádáńı. Jak v́ıme z relativis-
tické kvantové mechaniky, spinový moment nabitých částic indukuje magnetický mo-
ment. Na rozd́ıl od spinového momentu vodivostńıch elektron̊u v kovech, lokalizované
magnetické momenty jsou indukovány spinovými momenty valenčńıch elektron̊u, které
jsou vázány na nepohyblivé ionty krystalické mř́ıžky. To jest, lokálńı magnetické mo-
menty jsou dominantńım př́ıspěvkem k magnetickému chováńı izolátor̊u.

Lokálńı magnetické momenty nemaj́ı kinetickou energii. Hlavńı př́ıspěvek do energie
sytému lokalizovaných magnetických moment̊u je spinová výměna mezi nejbližš́ımi sou-
sedy v krystalické mř́ıžce. Obecným modelem, který popisuje interakci lokalizovaných
spin̊u valenčńıch elektron̊u je Heisenberg̊uv model. Hamiltonián tohoto, obecně kvan-
tového, modelu zapsat ve tvaru

Ĥ =
1

2

∑
i 6=j

JijŜi · Ŝj − gµB
∑
i

Ŝi ·B . (11.71)

Přičemž Ŝ = (Ŝx, Ŝy, Ŝz) je kvantových spinových operátor̊u, projekćı do složek kartézské
souřadné soustavy. Spinové operátory splňuj́ı komutačńı relace stejné jako moment hyb-
nosti. Tento kvantový Heisenberg̊uv model je obt́ıžné řešit, proto se použ́ıvaj́ı zjed-
nodušeńı, která umožńı kvantitativńı výsledky. Prvńı od̊uvodněným zjednodušeńım je
zanedbáńı kvantových fluktuaćı, což je oprávněné, pokud kritická teplota přechodu do
magneticky uspořádaného stavu je dostatečně vysoká. V klasické Heisenbergově modelu
se zanedbává kvantový charakter spinových operátor̊u a hodnoty spinových proměnných
jsou z povrchu koule o poloměru odpov́ıdaj́ıćımu velikosti spinového momentu. Jiným
výrazným zjednodušeńım je výběr hlavńı osy kvantováńı, která je shodná a vektorem
p̊usobeńı magnetické indukce B. Ten standardně voĺıme ve směru osy z. V takovém
př́ıpadě dominuj́ı pouze př́ıspěvky od z-tových komponent vektoru spinových operátor̊u.
V tom př́ıpadě jsou hodnoty spinových operátor̊u diskrétńı, př́ıpustné hodnoty projekce
do osy z a neńı rozd́ıl mezi klasickým a kvantovým modelem. Hamiltonián (11.71) se
potom redukuje na

H =
1

2

∑
i 6=j

JijSiSj − gµBB
∑
i

Si , (11.72)

což je hamiltonián Isingova modelu. Jestliže ještě magnetický moment budeme měřit v
jednotkách gµB, spinový moment v jednotkách h̄, nebudeme rozlǐsovat mezi magnetickou
indukćı a vněǰśım magnetickým polem a vezmeme do úvahy pouze interakce spin̊u mezi
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nejbližš́ımi sousedy, dostaneme jednoduchý hamiltonián Isingova modelu

H = −J
∑
〈ij〉

SiSj −H
∑
i

Si , (11.73)

kde 〈ij〉 označuje nejbližš́ı sousedy. Toto je fundamentálńı, který umožňuje popis kri-
tického chováńı přechodu paramagnet - feromagnet (J > 0) a paramagnet - antife-
romagnet (J < 0). Ising tento model zavedl v roce 1925 a vyřešil jej pro nekonečný
řet́ızek. Toto řešeńı však nevede na hledaný kritický fázový přechod mezi paramag-
netem a feromagnetem. Pr̊ulom ve studiu kritických jev̊u všeobecně přǐsel s Onsage-
rovým exaktńım řešeńım Isingova modelu (bez magnetického pole) ve dvou prostorových
rozměrech (1944). V tomto řešeńı byly poprvé nalezeny netriviálńı hodnoty kritických
exponent̊u, které vyvrátily, v té době převládaj́ıćı, domněnku, že teorie středńıho pole
vede na přesné hodnoty kritických exponent̊u. Přibĺıžeńı středńıho pole pro Ising̊uv
model, neboli Weissovo řešeńı, je prvńım krokem k popisu kritického chováńı Isingova
modelu na tř́ırozměrných mř́ıžkách, kde exaktńı řešeńı je nedostupné.

11.3.1 Teorie středńıho pole Isingova modelu – Weissovo řešeńı

Prvńım krokem k řešeńı statistických model̊u v kritické oblasti a k źıskáńı globálńıho
fázového diagramu je přibĺıžeńı středńıho pole. Existuje několik postup̊u odvozeńı přibĺı-
žeńı středńıho pole. Abychom źıskali záruku, že přibĺıžeńı nebude nefyzikálńı a bude
splňovat podstatné podmı́nky termodynamické konsistence, je vhodné naj́ıt limitńı si-
tuaci modelu, kdy se dané přibĺıžeńı stane exaktńım řešeńım. V př́ıpadě teorie středńıho
pole je to limita dalekodosahové interakce. To znamená, že v takovém př́ıpadě budeme
předpokládat, že v hamiltoniánu Isingova modelu ve vztahu (11.73) budeme uvažovat
interakce mezi všemi r̊uznými spiny nezávisle na jejich vzdálenosti. Aby ale energie
takového modelu z̊ustala závislá lineárně na objemu, je nutné přeškálovat śılu spinové
interakce. Jelikož energie Isingova modelu je úměrná J

∑
i 6=j〈Si〉〈Sj〉 = JV Nm2, muśıme

v modelu s dalekodosahovou interakćı přeškálovat spinovou výměnu J = ε/N . Model
pro teorii středńıho pole Isingova modelu bude tedy mı́t tvar

H = − ε

2N

∑
i 6=j

SiSj −H
∑
i

Si . (11.74)

Partičńı suma tohoto modelu bude

Z =
∑
{Si}

exp

 βε

2N

(∑
i

Si

)2

− βε

2
+ βH

∑
i

Si

 . (11.75)

Kvadratický člen v partičńı sumě linearizujeme pomoćı vztahu

ea
2

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

dy exp

{
−1

2
y2 +

√
2ay

}
. (11.76)
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To znamená

Z =
e−βε/2√

2π

∫ ∞
−∞

dy
∑
{Si}

exp

{(
y

(
βε

N

)1/2

+ βH

)∑
i

Si

}

= e−βε/2
√
Nβε

2π

∫ ∞
−∞

dλ exp

{
−N

[
βε

2
λ2 − ln 2 cosh[β(H + λε)]

]}
(11.77)

když jsme použili substituci λ = y/
√
Nβε. V termodynamické limitě N →∞ se integrál

redukuje pouze na př́ıspěvek od sedlového bodu, což vede na vyjádřeńı volné energie
přibĺıžeńı středńıho pole Isingova modelu (Weissovo řešeńı)∣∣∣∣F (λ)

V
=
ε

2
λ2 − β−1 ln 2 cosh[β(H + λε)]

∣∣∣∣ . (11.78)

Volná energie je funkćı parametru uspořádáńı, λ, který se urč́ı z podmı́nky minima volné
energie (11.78). Tato podmı́nka je

λ = tanh[β(H + λε)] . (11.79)

Parametr uspořádáńı je globálńı magnetizace, hustota na jeden spin. Kritický bod
přechodu do feromagnetické fáze potom pro H = 0 je

ε = kBTc . (11.80)

Jestliže T > Tc, potom λ = 0 a systém je v neuspořádaném paramagnetickém stavu.
Pro teploty T < Tc je λ 6= 0 a systém vykazuje spontánńı magnetizaci. Rovnovážný stav
je feromagnetický.

11.3.2 Kritické chováńı v přibĺıžeńı středńıho pole – Landau-
ova teorie

Teorie středńıho charakterizovaná volnou energíı dává globálńı popis řešeńı modelu
v limitě vhodně škálovaných dalekodosahových interakćı. Primárńım ćılem přibĺıžeńı
středńıho pole je źıskat popis kritického chováńı, to jest chováńı modelu v bĺızkosti kri-
tické teploty Tc. V př́ılpadě spojitých fázových přechod̊u, kdy se parametr uspořádáńı
vyv́ıj́ı spojitě od nuly se snižováńım teploty pod teplotu přechodu, neńı nutné uvažovat
celou volnou energii, ale stač́ı vźıt do úvahy pouze jej́ı asymptotické chováńı v limitě
malého parametru uspořádáńı. Muśım ale vźıt do úvahy tolik řád̊u rozvoje volné energie
do mocnin parametru uspořádáńı, abychom dostali netriviálńı řešeńı v ńızkých tep-
lotách. Rozvoj volné energie do mocnin parametru uspořádáńı je idea Landauovy teo-
rie středńıho pole. Rozvojem volné energie (11.78) do prvńıch dvou netriviálńıch řád̊u
v parametru spořádáńı dostaneme v malém magnetickém poli

F (λ) = V

[
Γ0 +

1

2
Γ2λ

2 +
1

4!
Γ4λ

4 −Hβλε
]
. (11.81)
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Toto je obecné vyjádřeńı pro Landauovu volnou energii teorie středńıho pole. V konkrétńım
př́ıpadě Isingova modelu dostaneme

Γ0 = −β−1 ln 2 , (11.82)

Γ2 = ε(1− βε) , (11.83)

Γ4 = 2β3ε4 . (11.84)

Rovnice pro parametr uspořádáńı potom je

λ

[
Γ2 +

1

3!
Γ4λ

2

]
−Hβε = 0 . (11.85)

Kritický bod v Landauově teorii je definován z podmı́nky Γ20, to jest při změně znaménka
druhého koeficientu rozvoje volné energie, která je vyjádřena rovnićı (11.80). Parametr
uspořádáńı pod kritickou teplotou potom je

λ2 = −6Γ2

Γ4

=
3(βε− 1)

β3ε3
. (11.86)

Dı́ky spinové symetrii hamiltoniánu, řešeńı pro parametr uspořádáńı neurč́ı znaménko,
pokud neńı zapnuto magnetické pole, které teprve vybere znaménko spontánńı magne-
tizace.

Z Landauovy teorie středńıho pole źıskáme kritické exponenty neanalytického chováńı
pro θ = |Tc/T − 1|. Parametr uspořádáńı

λ ∝ θ1/2 . (11.87)

Hustota volné energie pro H = 0 je

f = Γ0 −
θ(kB(Tc − T ))

6

Γ2
2

Γ4

= −β−1 ln 2− θ(kB(Tc − T ))kBTc
12

(
T − Tc
Tc

)2

. (11.88)

Odtud źıskáme kritické chováńı měrného tepla

cV =

{
0 pro T ↘ Tc
kB
6

pro T ↗ Tc
(11.89)

Vid́ıme, že měrné teplo má skok v kritickém bodě, což je typické chováńı pro kritické
chováńı fázových přechod̊u druhého druhu v přibĺıžeńı středńıho pole.

Magnetické kritické chováńı źıskáme ze susceptibility, která je definována z rovnice
χ = ∂λ/∂H. Z rovnice (11.85) dostaneme

χ

[
Γ2 +

1

2
Γ4λ

2

]
= βε . (11.90)

Odtud pak źıskáme kritické chováńı magnetické susceptibility

χ =

{
Tc

kB(T−Tc) pro T > Tc
Tc

2kB(Tc−T )
pro T < Tc

(11.91)
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Jelikož v přibĺıžeńı středńıho pole má magnetická susceptibilita Orsteinovu-Zernikovu
formu, plat́ı χ ∝ ξ2 a kritický exponent ν = −1.

Nakonec ještě v kritickém bodě dostaneme závislost magnetizace na magnetické poli
z rovnice

Γ4

6
λ3 = H . (11.92)

To znamená, že δ = 3.
Landauova teorie středńıho pole tedy dává následuj́ıćı kritické exponenty pro Ising̊uv

model:

• Parametr uspořádáńı

β =
1

2
, λ = θβ .

• Korelačńı délka

ν =
1

2
, ξ = θ−ν .

• Susceptibilita
γ = 1 , χ = θ−γ .

• Měrné teplo
α = 0 , cV = θ−α .

• Magnetické pole
δ = 3 , H = λδ .

• Anomálńı dimenze
η = 0 , Γ2(k) = k2−η .

Kritické exponenty teorie středńıho pole splňuj́ı škálovaćı vztahy, (11.67)-(11.70), pokud
bude prostorový rozměr mř́ıžky du = 4. To je přesně horńı kritická dimenze, pod kterou
teorie středńıho pole nedává správné kritické exponenty. Na mř́ıžkách ve vyšš́ıch prosto-
rových rozměrech je kritické chováńı teorie středńıho pole přesné. Kromě horńı kritické
dimenze existuje ještě i dolńı kritická dimenze, nad kterou kritický fázový přechod může
nastat. V Isingově modelu je to dl = 1.

11.4 Základy nerovnovážné statistické mechaniky

Všechny časově závislé děje a procesy, to jest, reakce statistických systémů na vněǰśı
poruchy znamenaj́ı vychýleńı systému z rovnováhy a do doby ustaveńı nové rovnováhy
se jedná o nerovnovážné děje. Mezi takové děje patř́ı rovnice pohybu kapalin, tepelná a
elektrická vodivost a jiné přechodové jevy. Abychom je mohli popsat, muśıme, alespoň
částečně, opustit koncept rovnovážného (stacionárńıho) stavu a uvažovat časově závislé
veličiny. Zde budeme studovat pouze slabou nerovnováhu v klasických mnohočásticových
systémech. To jest, budeme pracovat na 6N rozměrném fázovém prostoru a systém
poṕı̌seme časově závislou rozdělovaćı funkćı. Tato funkce obecně splňuje Liouvilleovu
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rovnici, o které ale v́ıme, že ji neumı́me vyřešit. To znamená, že i v př́ıpadě časově
závislých děj̊u v makroskopických systémech budememe muset použ́ıt statistický popis.
Podobně jako v př́ıpadě rovnovážného Maxwellova-Boltzmannova rozděleńı přejdeme od
6N rozměrného fázového prostoru k redukovanému µ-prostoru, který je jednočásticový
fázový prostor s pravděpodobnostńım popisem.

11.4.1 Redukované pravděpodobnosti a hierarchické BBGKY
rovnice

Ve statistickém popisu se snaž́ıme popsat pouze pomoćı měřitelných veličin. Ty jsou
středńı hodnoty podél fázové trajektorie. V ergodických systémech je potom středńı hod-
nota podél fázové trajektorie rovna statistické středńı hodnotě přes celý fázový prostor.
Ovšem mimo nerovnováhu, nelze argument ergodické teorie plně použ́ıt, nebot’ chceme
sledovat časovou závislost rozdělovaćı funkce. Tato časová závislost ovšem je opět na
dlouhé škále, která je mnohem deľśı než mikroskopické procesy, z nichž v makrosko-
pickém měřeńı přež́ıvaj́ı pouze časové středńı hodnoty. Takže i pro slabou nerovnováhu
budeme předpokládat, že středńı hodnoty podél část́ı fázové trajektorie jsou řádově
rovny statistickému středováńı. Mimo rovnováhu ale časové středńı hodnoty záviśı na
“středu časové trajektorie”, který dodá časovou závislost statistickým středńım hod-
notám.

K určeńı středńıch statistických hodnot potřebujeme znát časově závislou rozdělovaćı
funkci. Dř́ıve, než začneme poč́ıtat středńı hodnoty, je dobré si uvědomit, že neměř́ıme
mnohočásticové veličiny, ale pouze ty určené chováńım několika málo nezávislých ob-
jekt̊u, částic nebo jejich shluk̊u koncentrovaných do malého objemu. To znamená, že ve
skutečnosti nikdy nepotřebujeme znát celou rozdělovaćı funkci na úplném fázovém pro-
storu, ale pouze sérii redukovaných rozdělovaćıch funkćı přeintegrovaných přes souřadnice
a hybnosti částic, které do měřené funkce nepřisṕıvaj́ı. Tak např́ıklad středńı kinetická
energie částic je〈

p2

2m

〉
=

∫
dXw(X, t)

p2
1

2m
=

∫
d3q1d

3p1 . . . d
3qNd

3pN

× w(q1, . . .qN ; p1, . . .pN , t)
p2

1

2m
=

∫
d3qd3p W1(q,p, t)

p2

2m
, (11.93)

kde W1(q,p, t) je redukovaná jednočásticová hustota pravděpodobnosti, která integrálem
přes fázové souřadnice částic, které v jednočásticové funkci, jej́ıž středńı hodnotu poč́ıtáme,
explicitně nevystupuj́ı. Obecně tedy integrál přes (N−1)-částicových fázových souřadnic.

Znalost jednočásticové redukované hustoty pravděpodobnostiW1(q,p, t) je dostatečná
k určeńı všech jednočásticových veličin. Jednočásticové veličiny ale nejsou jediné, které
měř́ıme a jejichž středńı hodnoty potřebujeme určit. Obecně tedy, k určeńı středńı hod-
noty l-částicové veličiny potřebujeme znát l-částicovou redukovanou hustotu pravděpodob-
nosti

Wl(q1, . . .ql; p1, . . .pl, t) =

∫
d3ql+1 . . . d

3qNd
3pl+1 . . . d

3pN

× w(q1, . . .qN ; p1, . . .pN , t) . (11.94)
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Redukované hustoty pravděpodobnosti lze chápat jako momenty rozdělovaćı funkce na
úplném fázovém prostoru. Znalost všech redukovaných hustot pravděpodobnosti je ekvi-
valentńı úplné znalosti rozdělovaćı funkce w(X, t).

Jelikož v mikroskopické dynamice rozdělovaćı funkce w(X, t) splňuje Liovilleovu rov-
nici, budou i redukované hustoty pravděpodobnosti splňovat dynamické rovnice. Pro
systémy interaguj́ıćıch částic, ale pohybové rovnice propojuj́ı redukované redukované
rozdělovaćı funkce s r̊uzným počtem částic. Tento systém rovnic nyńı odvod́ıme. Bu-
deme vycházet z klasického hamiltoniánu plynu interaguj́ıćıch částic

H =
N∑
k=1

[
p2

2m
+ U(qk)

]
+
∑
i<j

V (|qi − qj|) . (11.95)

Pohybová rovnice pro jednočásticovou redukovanou hustotu pravděpodobnosti je

∂

∂t
W1(q1,p1, t) =

∫
{H,w(X, t)} d3q2 . . . d

3qNd
3p2 . . . d

3pN , (11.96)

přičemž Poissonova závorka je

{H,w} =
3∑

α=1

N∑
k=1

{
∂H

∂qαk

∂w

∂pαk
− ∂H

∂pαk

∂w

∂qαk

}

=
3∑

α=1

N∑
k=1

{
−p

α
k

m

∂w

∂qαk
+
∂U

∂qαk

∂w

∂pαk
+
∑
j>k

∂Vjk
∂qαk

∂w

∂pαk

}
. (11.97)

Integrál parciálńı derivace lze převést na povrchový př́ıspěvek, který d́ıky okrajovým
podmı́nkám vymiźı. Proto

∂

∂t
W1(q1,p1, t)

=
3∑

α=1

∫ {
−p

α
k

m

∂w

∂qαk
+
∂U

∂qαk

∂w

∂pαk
+
∑
j>k

∂Vjk
∂qαk

∂w

∂pαk

}
d3q2 . . . d

3qNd
3p2 . . . d

3pN . (11.98)

Tato rovnice propojuje jednočásticovou a dvoučásticovou hustotu pravděpodobnosti
skrze vzájemnou interakci částic. Rovnici (11.98) lze ještě přepsat do tvaru, kde vy-
stupuj́ı pouze jednočásticová a dvoučásticová hustota pravděpodobnosti

∂

∂t
W1(q1,p1, t) =

3∑
α=1

{
−p

α
1

m

∂W1(q1,p1, t)

∂qα1
+
∂U

∂qα1

∂W1(q1,p1, t)

∂pα1

+(N − 1)

∫
∂V12

∂qα1

∂W2(q1,q2,p1,p2, t)

∂pα1

}
d3q2d

3p2 . (11.99)

Vid́ıme, že pohybová rovnice pro jednočásticovou redukovanou hustotuW1 neńı uzavřená
a k jej́ımu určeńı potřebujeme znát časovou závislost dvoučásticové redukované hus-
toty W2. Pro tuto hustotu můžeme podobným zp̊usobem zkonstruovat pohybovou rov-
nici, která ale bude obsahovat tř́ıčásticovou redukovanou hutotu pravděpodobnosti. Do-
staneme tak hierarchický systém rovnic Bogoljubova-Borna-Greena-Kirkwooda-
Yvona (BBGKY). Pro jeho obecný zápis zavedeme následuj́ıćı značeńı pro interakčńı
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hamiltonián N částic

hN(1, 2, . . . , N) =
N∑
i=1

Si +
1

2

N∑
i,j=1(i 6=j)

Pij , (11.100)

kde jsme označili jednočásticový př́ıspěvek

Si =
pi
m
· ∇qi + Fi · ∇pi

a dvoučásticový člen
Pij = Kij ·

(
∇pi −∇pj

)
,

přičemž Fi je śıla p̊usob́ıćı na i-tou částici a Kij je dvoučásticová interakce. S t́ımto
značńım zobecńıme rovnici (11.99) na řetězec BBGKY hierarchických rovnic (n =
1, . . . N)(

∂

∂t
+ hn

)
fn(1, . . . n, t) = −

n∑
i=1

∫
dzn+1Ki,s+1 · ∇pifn+1(1, . . . n+ 1, t) . (11.101)

Definovali jsme diferenciál aktivńıch souřadnic na fázovém prostoru dzn = d3q1 . . . d
3qn

d3p1 . . . d
3pn. V těchto rovnićıch fN+1 = 0, nebot’ v systému jeN částic. V rovnici (11.101)

jsme normalizovali redukovanou hustotu pravděpodobnosti

fn(1, . . . n, t) ≡ N !

(N − n)!
Wn(q1, . . .qn,p1, . . .pn, t) . (11.102)

11.4.2 Rovnice středńıho pole a Boltzmannova kinetická rov-
nice

Formálně jsou BBGKY rovnice ekvivalentńı Liouvilleově rovnici. To znamená, že je-
jich řešeńı je nedostupné. Jediná možnost dosažeńı kvantitativńıch výsledk̊u je přibližné
řešeńı. Neřešitelnost systému BBGKY rovnic je v hierarchickém propojeńı všech reduko-
vaných hustot pravděpodobnosti. Takže pro řešeńı muśıme zvolit nějaký zp̊usob uzavřeńı
řetězce odhadem na chováńı některé vyšš́ı funkce. Prvńı a nejjednosušš́ım zp̊usobem re-
dukce BBGKY rovnic je přibĺıžeńı středńıho pole. Toto přibĺıžeńı smazává rozd́ıly mezi
vzájemným p̊usobeńım částic na bĺızko a na dálku a skutečné silové p̊usobeńı nahra-
zuje efektivńı středńı interakćı nezávislou na vzdálenosti. Takové přibĺıžeńı je dobré v
př́ıpadě dalekodosahových, málo fluktuuj́ıćıch sil, př́ıpadně zředěný systém, kdy středńı
vzdálenost mezi částicemi je velká. Matematicky takové přibĺıžeńı vede na rozpad ko-
relaćı v redukovaných hustotách pravděpodobnosti. Pro dvoučásticovou funkci v tomto
přibĺıžeńı dostaneme

W2(q1,q2,p1,p2, t) = W1(q1,p1, t)W1(q2,p2, t) . (11.103)

Řetězec BBGKY rovnic se pak uzavře hned na prvńı úrovni pro jednočásticovou hustotu
pravděpodobnosti. Dostaneme tak nelineárńı rovnici

∂

∂t
W1 +

3∑
α=1

{
pα

m

∂W1

∂qα
− ∂U

∂qα
∂W1

∂pα

}
, (11.104)
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kde jsme zavedli efektivńı potenciál (středńı pole)

U(q, t) = U(q) + (N − 1)

∫
d3q′d3p′V (|q− q′|)W1(q′,p′, t) . (11.105)

Rovnice (11.104) a (11.105) představuj́ı zjednodušeńı řetězce BBGKY v přibĺıžeńı středńı-
ho pole pro jednočásticovou hustotu pravděpodobnosti W1(q,p, t). Výsledná rovnice
(11.104) je nelineárńı parciálńı diferenciálńı rovnice, která má využit́ı v teorii zředěné
plasmy.

Daľśım krokem k lepš́ımu řešeńı řetězce BBGKY rovnic je zanedbáńı tř́ı a v́ıcečástico-
vých redukovaných rozdělovaćıch funkćı. Řetězec BBGKY rovnic potom uzavřeme na
dvoučásticové úrovni. Dostaneme

∂

∂t
W2 +

3∑
α=1

{
pα1
m

∂W2

∂qα1
+
pα2
m

∂W2

∂qα2
− ∂V12

∂qα1

∂W2

∂pα1
− ∂V12

∂qα2

∂W2

∂pα2

}
= 0 . (11.106)

Toto zjednodušeńı, kde jsme úplně zanedbali tř́ıčásticovou redukovanou hustotu se nazývá
kinetické přibĺı̌zeńı, nebot’ se v něm projevuj́ı, nebo lépe do vzájemné interakce částic
jsou započteny pouze binárńı procesy, částicové srážky. Zanedbáńı vyšš́ıch redukovaných
rozdělovaćıch funkćı vycháźı z předpokladu, že současný rozptyl tř́ı a v́ıce částic je velmi
málo pravděpodobný. Z rovnice (11.106) můžeme v rovnováze položit ∂W2/∂t = 0 a s
využit́ım symetrie ∂V12/∂q

α
1 = −∂V12/∂q

α
2 a ∂W2/∂q

α
1 = −∂W2/∂q

α
2 , dostaneme

2
3∑

α=1

∫
d3q2d

3p2
∂V12

∂qα1

∂W2

∂pα1
=

3∑
α=1

∫
d3q2d

3p2
pα2 − pα1
m

∂W2

∂qα2
. (11.107)

Přitom rozptyl částic je lokáńı záležitost a záviśı pouze na úhlu, který mezi sebou sv́ıraj́ı
hybnosti srážej́ıćıch se částic. Potenciál má nenulový gradient pouze v mı́stě srážky.
Budeme uvažovat pouze tuhé koule o poloměru σ. Na pravé straně rovnice (11.107)
provedeme nejdř́ıve integrál přes souřadnici druhé částice ve sférických souřadnićıch

I(q1,p1,p2) =

∫
dΩs

(p2 − p1, ŝ)

m

∫ ∞
σ

drr2∂W2

∂r
, (11.108)

kde jsme označili s = q2 − q1, ŝ je jednotkový vektor ve směru vektoru s. Radiálńı
proměnná r = |s| a kulaté závorky (p,q) označuj́ı skalárńı součin. Funkce I(q1,p1,p2)
se nazývá srážkový integrál.

Jestliže vycháźıme z představy pružných srážek mezi částicemi, které jsou nezávislé,
dokud se nesraźı, potom jediný př́ıspěvek do derivace ∂W2/∂r je z povrchu kouĺı, r = σ.
Nav́ıc př́ıspěvek do této derivace lze charakterizovat dvěma nezávislými př́ıspěvky, jeden
před a druhý po pružném rozptylu. Přitom stavy před srážkou je až do rozptylu neměnný
a stav po srážce se taky v čase neměńı. Proto můžeme rozptylový integrál zapsat

I = σ2

∫
dΩs

(p2 − p1, ŝ)

m
(W ′

2 −W2) , (11.109)

kde W2 a W ′
2 jsou dvoučásticové hustoty před a po srážce. V rovnici (11.109) jsme

využili faktu, že derivace před a po srážce má obrácené znaménko. Posledńım krokem
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k odvozeńı Boltzmannovy kinetické rovnice je využit́ı asymptotické vlastnosti rozpadu
korelaćı na velkých vzdálenostech stav̊u před a po srážce. Použijeme tuto asymptotickou
vlastnost v celém rozsahu souřadnic. Tedy

W2(q1,q2,p1,p2, t) = W1(q1,p1, t)W1(q2,p2, t) , (11.110)

W ′
2(q1,q2,p1,p2, t) = W1(q1,p

′
1, t)W1(q2,p

′
2, t) , (11.111)

přičemž pro rychlosti v = p/m před a po srážce plat́ı

v′1 = v1 − ŝ(ŝ,v1 − v2) , v′2 = v2 + ŝ(ŝ,v1 − v2) . (11.112)

Vyjádřeńı redukované dvoučásticové hustoty pravděpodobnosti pomoćı jednočástico-
vých vede na uzavřenu nelineárńı rovnici pro jednočásticovou rozdělovaćı funkci. Aby-
chom dostali rovnici ve tvaru, který je znám jako Boltzmannova transportńı rov-
nice, přejdeme na popis pomoćı rychlost́ı a změńıme normalizaci redukované rozdělovaćı
funkce. Definujeme f(q,v, t) = m2NW1(q,p, t). Rovnice pro tuto Boltzmannovu rozdělo-
vaćı funkci je[

∂

∂t
+ v · ∇q1 +

F

m
· ∇v1

]
f(q1,v1, t) = σ2

∫
d3v2

∫
dΩs(v2 − v1, ŝ) {f ′1f ′2 − f1f2} ,

(11.113)
kde jsme označili

f1 = f(q1,v1, t) (11.114)

f ′1 = f(q1,v
′
1, t) (11.115)

f2 = f(q1 + σŝ,v2, t) (11.116)

f ′2 = f(q1 + σŝ,v′2, t) (11.117)

a čárkované rychlosti jsme definovali v rovnici (11.112).


