
Domáćı úloha z Klasické elektrodynamiky

Úvod

V iterferometrických detektorech gravitačńıch vln je třeba velmi jemně pohybovat zrcadly in-
terferometru. Využ́ıvá se elektrostatického p̊usobeńı mezi sadou elektrod a křemenným dielek-
trikem zrcadla (Obr 1.).

V rámci domáćı úlohy nalezněte śılu, jakou p̊usob́ı soustava rovnoběžných páskových elek-
trod na dielektrický objekt. Problém je zjednodušen do podoby modelu na Obr. 2, kdy plošné
páskové elektrody tvoř́ı pravidelně rozložené pruhy nulové výšky (tloušt’ky) v celé rovině z = 0.
Kladná a záporná elektroda se nacházej́ı na potenciálu ±U , jsou široké λ/4 a stejně široká
je i mezera mezi nimi. Pro jednoduchost zvoĺıme počátek souřadnic na ose kladné elektrody.
Dielektrická prostřed́ı jsou zjednodušena do podoby poloprostoru z ≤ 0 (na jehož hranici jsou
umı́stěny elektrody) a poloprostoru z > w (který představuje zrcadlo). Obě prostřed́ı jsou vy-
plněna stejným homogenńım dielektrikem s relativńı permitivitou ϵr. Mı́sto celkové śıly, která
by byla nekonečná, budeme hledat jej́ı plošnou hustotu tedy tlak.

Obr. 1. Principiálńı schéma (vlevo), skutečný tvar elektrod u detektoru Advanced LIGO (uprostřed)
a zjednodušený model pro tuto domáćı úlohu (vpravo).

Obr. 2. Ekvipotenciály elektrického pole v našem modelu. V dolńı části obrázku jsou (v rovině z = 0)
pravidelně rozmı́stěny plošné vodivé elektrody uvedené na hodnotu potenciálu ±U (červená +U , modrá −U).
V hodńı (z > 1/2) i dolńı části (z < 0) vid́ıme pole uvnitř dielektrika s ϵr > 1. Zejména na horńım rovinném
rozhrańı se nespojitost elektrického pole projevuje zalomeńım ekvipotenciál.

Polńı rovnice

Vyjdeme z toho, že uvažovaná periodicky uspořádaná nekonečná soustava elektrod bud́ı jednodušš́ı
pole, než např. jediná dvojice elektrod. To proto, že periodické funkce lze rozložit do Fourierovy
řady. Proto:
1. Nalezněte funkci h tak, aby pro z ̸= 0 elektrostatický potenciál

Φ(x, z) = [pk cos(kx) + qk sin(kx)]h(|z|)

splňoval Laplaceovu rovnici a podmı́nku lim
z→±∞

Φk(x, z) = 0.

Pro z ̸= 0 se zjednoduš́ı derivováńı absolutńı hodnoty a vyjde ∆[f(x)h(|z|)] = f ′′h + fh′′.
Protože pro daný tvar f(x) máme f ′′ = −k2f dostáváme ∆[f(x)h(|z|)] = f(−k2h+ h′′) = 0.
Výraz v závorce představuje známou obyčejnou diferenciálńı rovnici s řešeńımi h(|z|) = e±k|z|.
Jen jedno z řešeńı, h(|z|) = e−k|z|, splňuje požadované hraničńı podmı́nky.

2. Pokud uváž́ıte, že |x|′′ = 2δ(x) a že |x|′ = ±1, jaký význam má nábojová hustota spočtená
z Poissonovy rovnice pro uvažované Φ ?



Tentokrát muśıme vźıt vážně chováńı funkce |z| v nule. Použijeme navrhované rovnosti a
dostaneme (opět s použit́ım f ′′ = −k2f)

∆
(
f(x)e−k|z|) = (

k2(sgn2(z)− 1)− 2kδ(z)
)
f(x)e−k|z|.

Protože sgn2(z)− 1 je skoro všude nula, je nábojová hustota dána jen členem s δ-funkćı. Ta
odpov́ıdá plošné nábojové hustotě rozložené na ploše z = 0

σ(x) = 2ϵ0kf(x) = 2ϵ0k [pk cos(kx) + qk sin(kx)] .

Symetrie

Zkoumejte omezeńı, jaká pro hodnoty k, pk, qk vyplývaj́ı ze symetríı

T : Φ(x+ nλ, z) = Φ(x, z), n ∈ Z (1)

P : Φ(−x, z) = Φ(x, z), (2)

C : Φ(x+ λ/2, z) = −Φ(x, z). (3)

3. Jaký maj́ı symetrie T, P a C význam? Z kterých tvrzeńı v zadáńı jednotlivé symetrie
vyplývaj́ı?

T — Φ je periodická funkce souřadnice x. P — Φ je sudá funkce souřadnice x. Vyplývá
to z volby počátku souřadnic na ose kladné elektrody. C — kladné a záporné části Φ jsou
stejné, protože kladné i záporné elektrody jsou stejné, jen posunuté o polovinu λ a s opačným
znaménkem potenciálu.

4. Co vyplývá z těchto symetríı pro směr elektrického pole v x = 0 a v x = λ/4?

Derivaćı (2) dostaneme −Φx(0, z) = Φx(0, z), tedy Ex(0, z) = −Ex(0, z), což znamená, že

Ex(0, z) = 0, tedy E⃗ zde mı́̌ŕı ve směru z.
Postupnou aplikaćı T, P, C dostaneme Φ(λ/4, z) = Φ(−3λ/4, z) = Φ(3λ/4, z) = −Φ(λ/4, z),

tedy Φ(λ/4, z) = 0. Z toho také vyplývá, že Ez(λ/4, z) = 0, tedy E⃗ zde mı́̌ŕı ve směru x.

5. Jak vypadá nejobecněǰśı řešeńı Φk(x, z) splňuj́ıćı všechny tyto symetrie?

Symetrie T určuje, že k = 2πn/λ, kde n ∈ N0. Symetrie P dává qk = 0. Symetrie C pak,
omeźı k = 2π(2n− 1)/λ, kde n ∈ N.

6. Jak vypadá množina K tvořená všemi př́ıpustnými hodnotami k tak, aby Φk byly navzájem
lineárně nezávislé funkce? Zvolte bázi řešeńı Ψk(x, z) tak, aby bylo možno pro superpozici
použ́ıvat zápis ve tvaru součtu

Φ̃(x, z) =
∑

ki∈K, i∈N

akΨki(x, z), (4)

tedy, že lze př́ıpustné hodnoty k oč́ıslovat celými č́ısly i = 1, 2, ... a tedy psát ki.

Množinu př́ıpustných hodnot k jsme nalezli výše

K = {ki = 2π(2i− 1)/λ , i ∈ N}.

Nezávislost funkćı vyžaduje uvažovat jen kladná i. Funkce Ψi maj́ı tedy tvar

Ψi(x, z) = cos (kix) e
−ki|z|



Rozhrańı prostřed́ı

Uvažovaný problém znamená řešit rovnici ∆Φ = 0 ve třech oblastech a = 1, 2, 3 odpov́ıdaj́ıćıch
Ω1 : {x⃗ | z < 0},Ω2 : {x⃗ | 0 < z < w} a Ω3 : {x⃗ | z > w}, kde na rozhrańıch je potřeba splnit
podmı́nky

n⃗×
[
E⃗
]
= 0, n⃗ ·

[
D⃗
]
= 0,

kde D⃗(a) = ϵ0ϵ
(a)
r E⃗(a). Vlastnosti prostřed́ı jsou ϵ

(1)
r = ϵ

(3)
r = ϵr a ϵ

(2)
r = 1. Použ́ıváme označeńı

pro nespojitost pole [E⃗] = lim
ϵ→0

E⃗(x⃗0 + ϵn⃗)− E⃗(x⃗0 − ϵn⃗) v bodě x⃗0 lež́ıćım na rozhrańı ve směru

normály n⃗ k tomuto rozhrańı.
Kv̊uli existenci dvou význačných ploch z = 0 a z = w budeme od ted’ předpokládat, že

elektrostatický potenciál vznikne superpozićı poĺı zdroj̊u na rovinách z = 0 a z = w a má tak
tvar

Φ(x, z) =
∑

ki∈K, i∈N

aiΨki(x, z) +
∑

ki∈K, i∈N

biΨki(x, z − w). (5)

Pro pohodĺı si tuto rovnici přeṕı̌seme za po užit́ı nalezeného tvaru Ψ

Φ(x, z) =
∞∑
i=1

(
aie

−ki|z| + bie
−ki|z−w|) cos(ki x) (6)

7. Jaká rovnice R1 pro potenciál Φ(x, z) plat́ı v mı́stech, kde jsou elektrody?

Jako obvykle př́ıtomnost elektrod v elektrostatice znamená hraničńı podmı́nku pro potenciál.
Zde tedy

Φ(x, z = 0) = ±U, x ∈ ⟨−1
8
λ+ [n+ 1

4
(1∓ 1)]λ, 1

8
λ+ [n+ 1

4
(1∓ 1)]λ⟩, n ∈ Z.

Protože naše bázové funkce již splňuj́ı požadované symetrie, stač́ı tuto podmı́nku vyžadovat
jen na jedné elektrodě

Φ(x, z = 0) = U, x ∈ ⟨−1
8
λ, 1

8
λ⟩.

tedy po dosazńı do (6)

R1 :
∞∑
i=1

(ai + bie
−kiw) cos(kix) = U, x ∈ ⟨−1

8
λ, 1

8
λ⟩.

8. Jaká rovnice R2 pro potenciál Φ(x, z) vyplývá z podmı́nek na rozhrańı z = 0 v mı́stech,
kde nejsou elektrody?

V těchto mı́stech nejsou volné náboje, takže př́ıslušná rovnice je e⃗z · [D⃗] = 0 v rovině z = 0.

Povšimněme si že rovnice n⃗ × [E⃗] = 0 je splněna v d̊usledku spojitosti potenciálu na obou
rozhrańıch. Potenciál je pak spojitý proto, že všechny v něm se objevuj́ıćı funke včetně |z|
jsou spojité. Zderivujeme (6) a dostaneme

Ez(x, z) =
∞∑
i=1

(
ai sgn(z) e

−ki|z| + bi sgn(z − w) e−ki|z−w|) ki cos(ki x). (7)

Dále

n⃗ · [D⃗] = Dz(x, z = 0+)−Dz(x, z = 0−) = ϵ0Ez(x, z = 0+)− ϵ0ϵrEz(x, z = 0−),

Ez(x, z = 0±) =
∞∑
i=1

(
±ai − bi e

−kiw
)
ki cos(ki x).



tedy

R2 :
∞∑
i=1

[
(1 + ϵr)ai + (ϵr − 1)bi e

−kiw
]
ki cos(ki x) = 0, x ∈ ⟨1

8
λ, 3

8
λ⟩.

9. Jaká rovnice R3 pro potenciál Φ(x, z) vyplývá z podmı́nek na rozhrańı z = w?

Vyjdeme z rovnice (7) a spočteme e⃗z · [D⃗] = 0 v rovině z = w:

n⃗ · [D⃗] = Dz(x, z = w+)−Dz(x, z = w−) = ϵ0ϵrEz(x, z = w+)− ϵ0Ez(x, z = w−),

Ez(x, z = w±) =
∞∑
i=1

(
e−kiwai ± bi

)
ki cos(ki x). (8)

tedy

R3 :
∞∑
i=1

[
(ϵr − 1)ai e

−kiw + (ϵr + 1)bi
]
ki cos(ki x) = 0, x ∈ ⟨−1

2
λ, 1

2
λ⟩.

10. Jaké řešeńı má rovnice R3, má-li být splněna podél celého rozhrańı z = w, pokud za neznámé
považujeme koeficienty bi?

Protože funkce cos(ki x), pokud R3 plat́ı pro všechna x, z ⟨−1
2
λ, 1

2
λ⟩ jsou navzájem nezávislé,

muśı být každý z koeficient̊u Fourierovy řady R3 rovný nule. Proto

bi = −ϵr − 1

ϵr + 1
e−kiw ai. (9)

Znaménko minus před výrazem znamená, že indukovaná vázaná nábojová hustota má opačné
znaménko, než náboje na protěǰśı elektrodě. To v d̊usledku dá přitažlivou śılu mezi objekty.

Pozn. Rovnice R1 a R2 neplat́ı pro všechna x a proto př́ıslušné závorky nejsou nulové.
Jinak řečeno, zat́ımco R3 představuje Fourierovu řadu pro identicky nulovou funkci a ta má
tedy nulové koeficienty, rovnice R1 a R2 přestavuj́ı Fourierovu řadu pro funkce, které jsou
nulové jen na jistých intervalech. Takové funkce pak maj́ı (až na výjimku identicky nulové
funkce) netriviálńı koeficienty.

Śıla

11. Spočtěte plošnou hustotu z-složky śıly (tlak), kterou p̊usob́ı elektrické pole na (vázané)
náboje v rovině z = w. Jaká je tato hodnota p̄ po zpr̊uměrováńı přes periodu x ∈ (0, λ)? Jaká
je výsledná śıla p̊usobeńı náboj̊u v rovině z = w na tytéž náboje? Lze to zd̊uvodnit nějakou
symetríı ve vztaźıch pro jejich elektrické pole?

Z přednášky v́ıme, že plošná śıla v mı́stě nespojitého pole se poč́ıtá podle vztahu

f⃗ploš = σ{E⃗}, kde {E⃗} ≡ 1

2

(
E⃗1 + E⃗2

)
.

Plošnou hustotu vázaného náboje σ na rozhrańı z = w a pr̊uměrnou hodnotu {E⃗} tamtéž
spočteme s použit́ım (8)

σ = ϵ0 n⃗ · [E⃗] = ϵ0

∞∑
i=1

2bi ki cos(ki x)

{Ez} =
∞∑
i=1

aikie
−kiw cos(ki x)

Výsledná fz je součinem těchto dvou funkćı. Středováńı nám vztah zjednoduš́ı, protože



(všechna ki ̸= 0)

cos(ki x) cos(kj x) =


1
2

i = j

0 i ̸= j

a tedy

p = ϵ0

∞∑
i=1

aibi k
2
i e

−kiw = −ϵ0
ϵr − 1

ϵr + 1

∞∑
i=1

a2i k
2
i e

−2kiw

Otázka na p̊usobeńı indukované plošné nábojové hustoty na sebe samu měla zejména
motivovat ke kontrole, zda náhodou ve výsledném vztahu v d̊usledku chybných úprav nezbyl
př́ıslušný člen úměrný kvadrátu bi.

Intenzitu zapř́ıčiněnou koeficienty bi označ́ıme E⃗(σ) a śılu, j́ıž tato část elektrického pole
p̊usob́ı na plošný náboj v z = w, který ji zp̊usobuje, pak f⃗ (σ). Složka plošné hustoty śıly
fz = σEσ

z vymiźı, protože {E(σ)
z } = 0. To proto, že pr̊uměr {sign(z − w)} = 0. Složka śıly

f
(σ)
x = σ{E(σ)

x } ovšem vyjde nula až po vystředováńı, v d̊usledku toho, že cos(ki x) sin(kj x) =
0. Protože se zadáńı ptá na složku fz, nebylo to potřeba uvažovat při určováńı p.

Přibližné řešeńı

Za neznámé nyńı uvažujte pouze hodnoty a1 a b1, ostatńı zanedbejte (položte rovny nule).
12. Spočtěte a1, b1, p̄ pokud budete požadovat splněńı R1 v x = z = 0 a R3 v x = 0, z = w.

Nejprve vyč́ısĺıme

k1 =
2π

λ
.

Hodnotu b1 źıskáme ze vztahu (9), který představuje řešeńı rovnice R3 pro libovolné x,

b1 = −ϵr − 1

ϵr + 1
e−k1w a1.

Rovnice R1 pak v našem zjednodušeném problému má tvar

(a1 + b1e
−kiw) = a1

(
1− ϵr − 1

ϵr + 1
e−2k1w

)
= U.

Odsud

a1 = U

(
1− ϵr − 1

ϵr + 1
e−2k1w

)−1

, b1 = −U
ϵr − 1

ϵr + 1
e−k1w

(
1− ϵr − 1

ϵr + 1
e−2k1w

)−1

,

p = −ϵ0
ϵr − 1

ϵr + 1
U2

(
1− ϵr − 1

ϵr + 1
e−2k1w

)−2 (
2π

λ

)2

e−2k1w, 2k1w =
4πw

λ
.


