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Univerzita Karlova v Praze

PRAHA, AKTUÁLNĚ 2012
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5.2.3 Vlnová rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
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PŘEDMLUVA: c

“Ó Slunce! Ty vidı́š všechno, ty tvořı́š záři a pohybuješ se velmi rychle. Celé nebe osvětluješ.”
Čtvrtý verš zpěvu 1:50 jednoho z nejstaršı́ch spisů Rigveda nenı́ nijak výjimečný — induská
kosmologie se od nepaměti “točila” kolem Slunce. Učenec a politik Sāyan. a, žijı́cı́ v letech
1315-1387 na královském dvoře Vijayanagarské řı́še v jižnı́ Indii, si při studiu a vykládánı́ Véd
k tomuto verši připsal: “Budiž připomenuto: Slunce urazı́ 2202 yojany za půl nimesy.” Sāyan. a
nebyl astronomem, v poznámce se odvolává na tradici a má patrně na mysli kosmologické
představy zachycené ve starých náboženských textech zvaných Purány. Yojana je stará indická
délková mı́ra, jejı́ž hodnota je udávána v oblasti 13–16 km, a nimesa je stará indická časová
jednotka, jejı́ž hodnotu historikové přepočı́távajı́ na 16/75 s. Za vteřinu by tedy “Slunce” mělo
urazit kolem 300000 km. . .

Sāyan. a se trefil docela přesně, ačkoliv o pohybu světla asi moc nevěděl. Ani nemohl —
rychlost světla nenı́ lehké určit a bez dalekohledu ji nejde ani odhadnout. V poměrech vesmı́ru
je zoufale malá, ale pro pozemské mı́ry moc veliká. 22. srpna 1634 pı́še René Descartes svému
přı́teli Isaacu Beeckmanovi, že rychlost světla je jistě nekonečná, a dodává: “Je to tak jisté, že
pokud by se ukázalo, že to nenı́ pravda, jsem připraven uznat, že z filosofie nevı́m vůbec nic.”
Descartes chtěl přı́tele ušetřit zbytečné námahy — ten totiž trávil dost času tı́m, že vytahoval
na pole dělo, o mı́li dál stavěl zrcadlo a snažil se zaznamenat, s jakým zpožděnı́m v něm bude
vidět záblesk výstřelu.

Nekonečná rychlost světla byla součástı́ aristotelské tradice, ale ani ve starověku se k nı́
všichni neklonili. Již předtı́m vyvinul EMPEDOKLÉS z Akragásu (492-432 BC) vlivnou hypotézu
o viděnı́ (pomocı́ světla vysı́laného okem) a tvrdil naopak, že rychlost světla je konečná. Stejného
názoru byli i o něco mladšı́ “atomisté” patřı́cı́ k DŽINISTICKÉ FILOSOFII v Indii (světlo bylo podle
nich způsobeno pohybem malých částic). Prvnı́ soustavnějšı́ výzkum však provedl až “prvnı́
vědec” Abū ’Alı̄ al-Hasan ibn al-Hasan ibn al-Haytham z Basry (působil ovšem v Káhiře),
známý pod latinským jménem ALHACEN (965-1039). Jeho sedmisvazková Kniha optiky přinášı́
kromě mnoha dalšı́ch zjištěnı́ i experimentálnı́ důkaz, že světlo se šı́řı́ přı́močaře a ze zdroje
do oka (nikoli naopak) — a také přesvědčenı́, že se tak děje konečnou rychlostı́. To bylo však
prokázáno až v 17. stoletı́.

22. srpna 1676 oznámil na jednánı́ francouzské Královské akademie věd Giovanni Do-
menico Cassini, tou dobou ředitel Pařı́žské observatoře, že s kolegy Jeanem Picardem a Ole
Rømerem provedli řadu měřenı́ zákrytů Jupiterova měsı́ce Io a zjistili, že začátky a konce
zákrytů během roku postupně kolı́sajı́ kolem hodnot odpovı́dajı́cı́ch vypočı́tané dráze měsı́ce.
Cassini dokonce oznámil, že napřı́klad 16. listopadu toho roku vyjde měsı́c z Jupiterova stı́nu o
10 minut později než podle výpočtů. Jako pravděpodobnou přı́činu nesouladu uvedl to, že Země
je během roku od Jupiteru různě daleko a že “světlu trvá 10 nebo 11 minut, než urazı́ vzdálenost
rovnou poloměru zemské dráhy”. Ostatnı́ (tehdy tři) Jupiterovy měsı́ce byly pozorovány s menšı́
přesnostı́ a podobný efekt u nich nebyl rozeznán, Cassini proto záhy od “důmyslného vysvětlenı́
Mons. Rømera” pomocı́ konečné rychlosti světla upustil. RØMER byl naopak přesvědčen o jeho
správnosti a 7. prosince ho (již samostatně) důkladně popsal v Journal des Sçavans. V r. 1728 se
konečnost rychlosti světla potvrdila, když s jejı́ pomocı́ James BRADLEY vysvětlil aberaci světla
stálic (rovněž) jako důsledek oběhu Země kolem Slunce.

Roku 1864 James C. MAXWELL definitivně shrnul elektrické, magnetické a optické jevy
do jednotné “Dynamické teorie elektromagnetického pole”. Záhy se ukázalo, že teorie nenı́
invariantnı́ vůči Galileiho transformaci, a do centra pozornosti se dostala otázka, jak nejlépe
zjistit “absolutnı́” pohyb Země — pohyb vůči nosiči světelných rozruchů, éteru. Roku 1887,
po letech práce na novém typu interferometru, Albert A. MICHELSON konečně připravil s
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pomocı́ Edwarda W. MORLEYE dostatečně citlivý experiment, jı́mž mělo být možno přesně
změřit anizotropii rychlosti světla a z nı́ odvodit okamžitou rychlost Země vůči éteru. Měřenı́
již probı́hala, když Heinrich R. HERTZ experimentálně potvrdil existenci elektromagnetických
vln.1 Michelson s Morleyem ovšem nezjistili v rychlosti světla žádnou anizotropii, žádnou
závislost na dennı́ či ročnı́ době a na orientaci přı́stroje. Michelson ani Morley (stejně jako
Maxwell či Hertz) o éterové teorii světla nepochybovali a svůj experiment ještě několikrát
zopakovali. Po nich pak mnozı́ dalšı́ až do dnešnı́ch dnů. V r. 2009 byla pomocı́ “Michelsonova”
uspořádánı́ dutinových rezonátorů a záznějové kontroly vyladěnı́ jejich frekvencı́ omezena
přı́padná anizotropie rychlosti světla na ∆c

c ∼< 10−17.
Když kolem roku 1630 Galileo GALILEI vyplouval na moře (možná jen v duchu), aby

zjistil, zda jeho asistenti proti směru pohybu lodi nedoskočı́ dál než ve směru opačném, těžko
tušil, že Přı́roda dbá na rovnoprávnost inerciálnı́ch systémů tak extrémně důsledně. Když 7.
ledna 1610 nad kupole baziliky sv. Antonı́na (v Padově) vyšel Jupiter a on u něj svým neustále
vylepšovaným, tehdy asi třicetkrát zvětšujı́cı́m dalekohledem spatřil tři (později čtyři) satelity,
také asi netušil, že ještě v témže stoletı́ povede stejné pozorovánı́ k dobrému odhadu rychlosti
světla. A co když o dalšı́ch 20 let dřı́ve v Pise odměřoval pád předmětů v gravitačnı́m poli?
Einstein na “principu ekvivalence” založil svou teorii gravitace; na počátku 20. stoletı́ byl princip
ověřen s relativnı́ přesnostı́ 10−9, dnes je to 10−14. Ale o tom až v obecné relativitě. . .

Rychlost šı́řenı́ elektromagnetického zářenı́ ve vakuu se zdá být jednou z centrálnı́ch vlast-
nostı́ našeho vesmı́ru. Hodnota nezávisı́ na čase, mı́stě ani směru, je stejná vůči všem inerciálnı́m
(a lokálně i vůči všem urychleným) vztažným soustavám. Je to největšı́ rychlost, jakou se může
šı́řit informace, takže světelné paprsky určujı́ kauzálnı́ strukturu prostoročasu. Jako o dalšı́ z
“důležitých vlastnostı́ našeho vesmı́ru” budeme v těchto poznámkách hovořit o Albertu Einstei-
novi. Předevšı́m jako o tvůrci teorie relativity, i když Einstein přispěl i k řadě dalšı́ch oblastı́.
Tradičně je připomı́nána jeho nedůvěra ke kvantové mechanice, ale stejnou pozornost zasloužı́
i to, jak od svého článku O heuristickém hledisku týkajı́cı́m se produkce a přeměny světla, který
vyšel v r. 1905 v Annalen der Physik jen o 4 čı́sla před pracı́ obsahujı́cı́ “speciálnı́ relativitu”,
až do samotného roku 1925 Einstein po vytvořenı́ kvantové teorie (konkrétně kvantové teorie
světla) naopak volal — a jak v tom byl po celou tu dobu osamocen.

Kvantová elektrodynamika dnes patřı́ k universitnı́mu fyzikálnı́mu vzdělánı́, ale většı́ pro-
blémy jsou s kvantovou teoriı́ gravitačnı́ interakce — “kvantovou obecnou relativitou”. Kvanto-
vánı́ gravitačnı́ho pole znamená po překladu do geometrického jazyka kvantovánı́ prostoročasu,
takže samotný prostor a čas by po “rozkvantovánı́” měly být na velmi malé (Planckově) škále
diskrétnı́. Fyzikálnı́ procesy probı́hajı́cı́ na velmi malých rozměrech by tuto “zrnitost” měly cı́tit.
Na prostoročasových nehomogenitách by se napřı́klad mělo rozptylovat a zpomalovat světlo
velmi krátkých vlnových délek. Kvantové teorie gravitace tak “efektivně” předpovı́dajı́ mı́rné
narušenı́ lorentzovské invariance, spočı́vajı́cı́ v tom, že rychlost světla by měla záviset na jeho
frekvenci. Efekt je velmi slabý, ale měl by být patrný u velmi vzdálených zdrojů, které vysı́lajı́ co
nejširšı́ oblast elektromagnetického spektra včetně co nejtvrdšı́ složky, a jejichž světelná křivka
obsahuje co nejvýraznějšı́ a časově dobře lokalizovatelná “vzplanutı́”. Přesně takovými zdroji
jsou krátké záblesky gamma, pravděpodobně provázejı́cı́ gravitačnı́ kolaps binárnı́ho systému
neutronových hvězd. V květnu 2009 se podařilo zachytit zářenı́ širokého rozsahu energiı́ (od
rentgenové po tvrdou gamma oblast) z krátkého záblesku GRB 090510. Záblesk vykázal posun
vlnové délky z

.
= 0.9, takže jeho fotony k nám cestovaly vı́ce než miliardu let. Všechny dorazily

v rozsahu necelé vteřiny. . .

1 Když se ho ptali, jaký má jeho výsledek význam, odpověděl: “Myslı́m, že vůbec žádný, . . . jen se prokázalo,
že Maestro Maxwell měl pravdu.”
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Poděkování

Nejdřı́ve omluva. Tento text k úvodnı́mu kursu speciálnı́ relativity nenı́ zdaleka důkladný,
tak jako nemůže být moc důkladný ani samotný kurs. Modernı́ pohled na teorii relativity je
pohledem geometrickým, ale v takovémto úvodu se po něm můžeme spı́še poohlı́žet než jej
pořádně pěstovat. Některé partie úplně chybějı́; možná je někdy doplnı́me, ale ted’se mi zdálo
důležité, aby posluchači konečně měli text, který odpovı́dá přednášené látce. Psanı́ skript je
ovšem dvousečná (v Minkowského prostoročasu čtyřsečná) aktivita. Autor se přiučı́ předmětu,
ale na přednášce pak má pocit, že by neměl jen reprodukovat, co už je napsáno. Studenti se majı́
do čeho podı́vat, ale na druhé straně cı́tı́ menšı́ potřebu chodit do školy (a vnı́mat). Navı́c se
předmět už poněkud dlouho učı́ stejným způsobem a možná by bylo na mı́stě to nějak změnit. V
tom přı́padě snad budou poznámky k současnému výkladu na mı́stě. Mohou pomoci, a přitom
na “nové” přednášce půjde řı́ct: ale my to uděláme lı́p.

Sám jsem měl zřı́dkakdy potřebu (a vůbec ne naději) něco dělat lı́p, protože jsem na MFF
UK chodil na skvělé přednášky. Na relativitu hlavně k profesoru Jiřı́mu Bičákovi a docentu
Jiřı́mu Langerovi, mám sešit i z legendárnı́ho “kladı́vkového” kursu docenta Kurta Fišera.
Přirozeně jsem “během těch let” čerpal také z knih. Kanonickou českou učebnicı́ jsou stále
Základy speciálnı́ teorie relativity prof. Václava Votruby [7]. Majı́ 440 stran a některými z nich
se neprokousává úplně snadno. Rovněž důraz na jednotlivé partie, styl výkladu, matematické
konvence i značenı́ jsou dnes trochu jiné. Po faktické stránce však kniha zatı́m nemá náhradu
a pro hlubšı́ studium ji lze rozhodně doporučit. Obsahuje i důkladný rozbor řady experimentů,
které prokázaly nezávislost rychlosti světla na inerciálnı́m systému. Experimenty jsou detailně
probrány také v kvalitnı́ch skriptech doc. Leoše Dvořáka [1]. Některé části látky je možno
konzultovat i v knihách [3, 4, 6], i když v trochu jiných formalismech. Vedle toho existuje řada
anglicky psaných učebnic, které jsou však hůře dostupné a někdy se i ony od “pražského” podánı́
(a mezi sebou) ve formálnı́ch detailech lišı́.

Kromě učitelů jsem vděčný také studentům, přednáška se utvářela i dı́ky jejich reakcı́m —
a vždy v přı́jemné společnosti. Největšı́ dı́k ovšem patřı́ kolegům z ústavu a z Relativistického
semináře, za průběžné odborné a pedagogické podněty, ale předevšı́m za kulturnı́ a kamarádské
prostředı́. Dr. Otakar Svı́tek text pročetl a vylepšil, několik nedostatků odhalil také Mgr. T.
Franc. Budu rád, když uděláte totéž. . .

OS, 12. prosince 2010
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Základní konvence a značení

Pokud nenı́ řečeno jinak, užı́váme standardnı́ho složkového jazyka, Einsteinova sumačnı́ho pra-
vidla a notace obvyklé v teorii relativity. Veličiny uvádı́me v normálnı́ch, fyzikálnı́ch (nikoli
geometrizovaných) jednotkách, konkrétně v soustavě SI. Metrický tenzor gµν má signaturu
(−+++), řecké indexy nabývajı́ hodnot 0–3, latinské indexy hodnot 1–3. Zápis Xα reprezentuje
všechny, resp. kteroukoliv složku veličiny X , tj. Xα ≡ (X0, X1, X2, X3) (analogicky pro veli-
činy libovolného tenzorového typu a řádu); konkrétnı́ hodnoty indexů budou specifikovány čı́sly
0–3 nebo přı́mo pı́smeny značı́cı́mi přı́slušné souřadnice (takže např. X2 ≡ Xy). V obecnosti
je dobré indexy chápat jako abstraktnı́, tedy nikoli jako označenı́ složek a jako signalizaci toho,
že je nutno pracovat ve složkách, ale prostě jako výhodný způsob, jak zapsat veličiny (tak, že
je i bez kontextu možno na prvnı́ pohled odhadnout jejich typ) a tenzorové operace s nimi. To
jest: je dobré představovat si pod X i spı́š ~X než (X1, X2, X3). Speciálnı́ relativitu je však velmi
výhodné probı́rat v inerciálnı́ch systémech, a ty jsou kartézské, proto v konkrétnı́ch přı́padech
již budou indexy skutečně často reprezentovat složky; např. Minkowského tenzor ηµν dokonce
značı́ jen speciálnı́ tvar, kterého nabývá metrický tenzor plochého prostoročasu v nějakém iner-
ciálnı́m systému. Parciálnı́ derivace je značena ∂ nebo čárkou v indexové pozici, ∂Xµ

∂xα ≡ Xµ
,α

(v literatuře se vyskytuje také značenı́ ∂αXµ, přı́padně∇αX
µ — my si ale ∇ schováme až pro

kovariantnı́ derivaci, se kterou se setkáme v obecné relativitě).



KAPITOLA 1

Úvod

Nedávno jsme na Wikipedii našli strojový překlad, že Special relativity je “lékařská prohlı́dka
publikovaná v r. 1905 Albertem Einsteinem v jeho článku ‘K elektrodynamice dojemných
těl’. . . ” Je to menšı́ move (posun), než jakého se této teorii dostává od lidı́. Einstein musel půl
života trpět, že je spojován s průpovı́dkou “všechno je relativnı́” a jeho teorie překrucována v
argument pokleslých postojů relativismu. Od počátku zdůrazňoval, že nepřicházı́ s teoriı́, ale s
“heuristickým principem” (který by měly splňovat všechny “teorie”). A když už, tak navrhoval
hovořit o “teorii invariantů”. Max Planck však jeho práci nazval “relativnı́ teoriı́”, a to přestože
v nı́ — spolu s autorem — předevšı́m spatřoval cestu k “tomu, co je absolutnı́, obecné a
neměnné”. Během r. 1907 byla “relativnı́ teorie” v kuloárech upravena na “teorii relativity”. Tou
dobou již pracoval na jejı́ eleganci hlavně Hermann Minkowski. Uvedl ji do čtyřrozměrného,
geometrického hávu, v němž jejı́ “absolutnı́” prvky vystupujı́ zvláště zřetelně. Při představenı́
nového pohledu na prostor a čas také mı́sto “principu relativity” řı́kal “postulát absolutnı́ho
světa”. . .

Indický matematik a astronom ARYABHATA (476-550) ve svém spisu Aryabhatiya shrnul
induské i pozdějšı́ (hlavně džinistické) výsledky; mnohé z nich byly zı́skány (či alespoň “tipo-
vány”) dávno před Evropou. Pı́še také: “Stejně jako vidı́ člověk na jedoucı́ lodi, že se stromy
na břehu pohybujı́ v opačném směru, vidı́ pozorovatel na rovnı́ku stálice pohybovat se přesně
na západ.” O tisı́ciletı́ později se vydával na moře G. GALILEI1 (1564-1642), ale mı́sto aby
tam odtud vzhlı́žel ke stromům a hvězdám, zavřel se v kabině a sledoval tam uvnitř poletovánı́
motýlů, rybky v akváriu, pád vodnı́ch kapek, pohyb kouře a sportovnı́ výkony svých asistentů.
Jeho závěr — že vše probı́há stejně jako “v klidu” na souši — je citován jako Galileiho prin-
cip relativity, ale ve spisu Dialog (1632) zjistı́te, že on sám na něm nezdůrazňoval “relativitu
pohledu na svět” (totiž závislost měřených hodnot veličin na pozorovateli), ale naopak stejnost,
nerozlišitelnost (neurychlených, inerciálnı́ch) systémů. Podobně pro Einsteina bylo sice pocho-
penı́ relativity času tı́m nejdůležitějšı́m klı́čem k nové fyzice, ale pro samotnou “relativitu”
pohledu na svět, obecně zřejmou odnepaměti, to bylo jen malé upřesněnı́. Kde však fyzika po
Einsteinovi nacházı́ skutečné bohatstvı́, je při hledánı́ invariance veličin a teoriı́ vůči určitým
transformacı́m. Symetrie se zdajı́ být jednou z nejhlubšı́ch vlastnostı́ vesmı́ru.

Navzdory svému jménu je tedy teorie relativity předevšı́m “o” invarianci zákonů vůči
určitým — prostoročasovým — transformacı́m: Lorentzovým v přı́padě speciálnı́ relativity a
obecným diffeomorfismům v přı́padě obecné relativity. Populárnı́ zkracovánı́ tyčı́ a prodlužovánı́
časových intervalů, “paradoxy” s garážı́ a dvojčaty jistě probereme, ale měli bychom mı́t stále na

1 . . . ve skutečnosti možná jen prostřednictvı́m svého literárnı́ho hrdiny Salviatiho. . .
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paměti, že se jedná jen o nevyhnutelné důsledky principu, podle něhož jsou všechny inerciálnı́
systémy z hlediska fyzikálnı́ch zákonů ekvivalentnı́. To tento princip by nás měl průběžně
udivovat. Nejen že nenı́ vůbec samozřejmý, dokonce by bylo přirozené předpokládat, že když
věci kolem nás zjevně preferujı́ určité — své klidové — systémy, budou to činit i přı́rodnı́ zákony,
tedy fyzikálnı́ “pravidla hry”. Privilegovaným je jistě klidový systém Vašeho notebooku, systém
spojený se Zemı́, se Sluncem, s Galaxiı́. . . Izotropie reliktnı́ho zářenı́ dnes opravňuje hovořit
dokonce o “klidovém systému našeho vesmı́ru” a potvrzujı́ to i studie mapujı́cı́ rozloženı́ hmoty.
Těžko najı́t privilegovanějšı́ systém, ale přesto v něm fyzika chodı́ podle stejných pravidel, jako
v jakémkoli jiném.

1.1 Místo speciální teorie relativity ve fyzice
Speciálnı́ relativita je tedy spı́še principem (někdy se označuje jako “principiálnı́ teorie” či
“meta-teorie”) než obvyklou (tzv. “konstruktivnı́”) fyzikálnı́ teoriı́: požaduje, aby fyzikálnı́
teorie nerozlišovaly mezi inerciálnı́mi systémy, aby byly invariantnı́ vůči transformaci mezi
nimi. My se v této úvodnı́ přednášce budeme věnovat pouze mechanice a elektrodynamice ve
vakuu. Zatı́mco elektrodynamika bude, jak uvidı́me, “automaticky správně” (speciálnı́ relativita
dı́ky nı́ vlastně vznikla), mechaniku budeme muset odvodit novou. Odchylky relativistických
předpovědı́ od “klasických” (newtonovských) v nı́ rostou s tı́m, jak se rychlost zkoumaného
tělesa zvyšuje a blı́žı́ rychlosti světla. Speciálnı́ relativita bude tedy nepostradatelná tam, kde se
věci pohybujı́ velmi rychle — předevšı́m v částicové fyzice (kosmické zářenı́, urychlovače) a v
astrofyzice. Kromě nových předpovědı́ v konkrétnı́ch situacı́ch však speciálnı́ relativita přinášı́
i zásadnı́ novou zprávu: že časová souřadnice nenı́ “absolutnı́” a že je provázána s prostorovými
souřadnicemi; vysoká symetrie tohoto provázánı́ navı́c ukazuje, že navzdory našemu rozlišovánı́
mezi polohou a časem je výhodné a přirozené na fyzikálnı́ svět pohlı́žet jako na čtyřrozměrný
prostoročas.

Co budeme k přednášce potřebovat? Zhruba 1905 gramů tenzorové algebry (abychom
zajistili matematické naplněnı́ principu relativity) a podobné množstvı́ čtyřrozměrného forma-
lismu (abychom mohli v prostoročasu prakticky počı́tat). Uvidı́me, že když tyto dvě ingredience
dobře promı́cháme, zařı́dı́ vlastně všechno za nás. Ještě jsem zapomněl, že ze začátku budeme
muset také občas přemýšlet — to když budeme skutečnost nahlı́žet ještě z “3+1” (“prostor +
čas”) pohledu, než si zvykneme v prostoročasu.

1.2 Připomínka historie: zápletka s éterem a rychlostí světla
Newtonova fyzika umožnila určit na základě znalosti silového působenı́ pohyb daného tělesa.
Určit pohyb znamená řı́ci, kde se těleso v kterém okamžiku nacházı́ — pohyb je určen v
řeči polohy a času. Vůči čemu ovšem polohu a čas vztahovat? Isaac Newton (Principia, 1687)
postuloval, že jevištěm fyzikálnı́ho děnı́ je nepohyblivý “absolutnı́ prostor”, který je geometricky
třı́rozměrným eukleidovským prostorem. Dále postuloval existenci “absolutnı́mu času”, který
“plyne sám od sebe a dı́ky své povaze rovnoměrně”. Oba tyto pojmy jsou “absolutnı́” tı́m,
že jsou nezávislé na hmotě, tedy na fyzikálnı́m děnı́. Prvnı́ Newtonův zákon tvrdı́, že existuje
alespoň jeden inerciálnı́ systém, a z jeho definice je ihned jasné, že takových systémů existuje
nekonečně mnoho; navzájem se pohybujı́ rovnoměrně přı́močaře, tedy jsou svázány Galileiho
transformacı́. Newtonův druhý zákon a následně celá jeho teorie platı́ ve stejném tvaru ve všech
inerciálnı́ch systémech — je invariantnı́ vůči Galileiho transformaci. (Při této transformaci
zůstává čas stejný, tedy je “absolutnı́” i v tom smyslu, že nezávisı́ na tom, zda a jak se pozorovatel
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pohybuje vůči absolutnı́mu prostoru.) Dı́ky galileiovské invarianci nelze mezi inerciálnı́mi
systémy mechanicky rozlišit, tedy speciálně mezi nimi nelze najı́t systém, který je v klidu vůči
absolutnı́mu prostoru.

S úvahami o světle se však na scéně objevil éter (æther). Ve starořecké mytologii znamenal
αιθήρ prvotnı́ substanci, která vyplňovala nebeský svět bohů. Od té doby se pojem objevoval v
alchymii a přı́rodnı́ filosofii jako “zprostředkujı́cı́ médium”, dnes bychom řekli “pole”. Pro nás
je zde důležitá konkrétně představa éteru jako nosiče světelných signálů. Do fyziky přicházı́ s
vlnovou teoriı́ Christiana Huygense (Pojednánı́ o světle, 1678).2 V letech 1817-21 pak vytvořil
Augustin-Jean Fresnel detailnı́ teorii světla jako přı́čného vlněnı́ éteru. Postupně ji dále roz-
pracovali např. Ampère, Faraday, Maxwell, Lorentz a Poincaré. Potýkali se s řadou problémů.
Předevšı́m musel mı́t éter velmi zvláštnı́ vlastnosti: představa světelného vlněnı́ byla mecha-
nistická (éterem se šı́řily vlny “elastického napětı́”), avšak na druhé straně musel éter všı́m
prostupovat bez mechanické interakce (nesměl např. klást odpor pohybu nebeských těles) a byl
předpokládán nehmotný. Klidová soustava éteru by každopádně měla být privilegovaná; bylo
přirozené předpokládat, že je inerciálnı́ a že je dokonce v klidu vůči Newtonovu absolutnı́mu
prostoru.

V r. 1864 J. C. Maxwell završil a propojil výzkumy světla, elektřiny a magnetismu
do jednotné teorie. Tato teorie mj. definitivně předpověděla existenci elektromagnetického
vlněnı́, které se — v souladu s již dřı́ve učiněnými optickými měřenı́mi — šı́řı́ konečnou
rychlostı́ (c). Existenci elektromagnetických vln pak v r. 1887 potvrdil H. Hertz. Maxwellova
teorie nenı́ invariantnı́ vůči Galileiově transformaci, dává různé výsledky v různých inerciálnı́ch
soustavách. To posı́lilo snahy o identifikaci klidové soustavy éteru. Země se pravděpodobně
vůči éteru pohybuje, navı́c v různých ročnı́ch dobách různě (kromě toho daná laboratoř i v
různých dennı́ch dobách různě), takže by mělo stačit změřit rychlost světla v různých směrech:
šı́řı́-li se světlo vůči éteru rychlostı́ c, pak jeho rychlost vůči laboratoři bude dána složenı́m
s rychlostı́ laboratoře. Klidovou soustavou éteru bude zřejmě ta, vůči nı́ž se světlo šı́řı́ všemi
směry stejně rychle. Ke zjištěnı́ pohybu Země vůči éteru bylo navrženo a provedeno množstvı́
experimentů, řada již “za života” teorie relativity, ale probı́rat je dnes je kapánek nadbytečné3

a k teorii relativity by nás to nijak zvlášt’nepřiblı́žilo. Z důvodu historického významu a tehdy
překvapivého výsledku však zařadı́me alespoň ten, který “definitivně rozhodl”.

1.2.1 Michelsonův-Morleyův experiment

Měřit v laboratoři přı́močaře rychlost světla je kapánek nepohodlné, navı́c zde nejde o hodnotu
té rychlosti, ale o to, zda je izotropnı́ nebo ne. Proto se využı́vá interference: monochromatický
paprsek ze zdroje se rozdělı́ ve dva, ty se nechajı́ v různých (nejlépe kolmých) směrech trochu
cestovat a pak se zase svedou a nechajı́ interferovat. Obrazec, který vznikne, je dán rozdı́lem
mezi dobami, za které paprsky urazily své dráhy. Nynı́ se “ramena interferometru”, podél nichž
paprsky cestovaly, pootočı́ (avšak celé uspořádánı́ se nijak nedeformuje — ramena zůstávajı́
stejně dlouhá a navzájem kolmá). V důsledku skládánı́ rychlosti světla s rychlostı́ laboratoře (obě
rychlosti vztahujeme k éteru) se tı́m obecně změnı́ doby, za které paprsky projdou své dráhy,

2 Newton předložil naopak korpuskulárnı́ teorii světla. I on poukazoval na “éter”, avšak nikoli jako na prostředı́,
jehož “excitacemi” jsou světelné korpuskule, nýbrž jako na prostředı́, které korpuskule rozptyluje — totiž aby
vysvětlil jevy ohybu a lomu. V r. 1672 publikoval Newton článek, v němž uvažoval, že částice světla rotujı́ a
v důsledku toho při pohybu éterem zatáčejı́; přišel na to údajně při pozorovánı́ tenistů na své Trinity College v
Cambridge (takže vlastně popsal tzv. Magnusův efekt 180 let před H. Magnusem).

3 Všimněte si, že přı́slovce “kapánek” zde znamená podobně vysokou mı́ru jako ve výroku “Jason byl ze sı́dliště
a mluvil kapánek sprostě” ve filmu Terkel má problém.
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tedy změnı́ se také interferenčnı́ obrazec. Ústřednı́m prvkem experimentů tak bylo polopropustné
zrcátko:

obrázek...???
Předpokládejme pro jednoduchost uspořádánı́ podle obrázku ??: laboratoř se vůči éteru

pohybuje rychlostı́ ~v v kladném směru ramena 1. Pro výsledek interference je podstatný rozdı́l
mezi dobami t1 a t2, po které rozdělené paprsky cestujı́ odděleně, tedy za které projdou v
laboratoři vzdálenosti l1 a l2. Prvnı́ z časů spočı́táme v soustavě spojené s laboratořı́. Tam se
světlo pohybuje “doprava” rychlostı́ c− v a zpátky rychlostı́ c+ v, takže celkově mu to trvá

t1 =
l1

c− v
+

l1
c+ v

=
2cl1

c2 − v2
=
2l1
c

1

1− v2

c2

.

Čas letu “kolmého” paprsku se lépe počı́tá v soustavě éteru: z náčrtu jeho cesty (obr. ?? vpravo)
a Pythagorovy věty máme

(
ct2
2

)2
= (l2)

2 +

(
vt2
2

)2
=⇒ t2 =

2l2
c

1√
1− v2

c2

.

Rozdı́l dob přı́chodů je tedy

∆t ≡ t2 − t1 =
2

c


 l2√
1− v2

c2

− l1

1− v2

c2


 . (1.1)

Nynı́ laboratoř otočı́me o 90◦. Paprsky si jednoduše vyměnı́ role, takže vzoreček prvnı́ho tvaru
se ted’bude týkat druhého paprsku a naopak. Rozdı́l přı́chodů je tedy tentokrát

∆̃t ≡ t̃2 − t̃1 =
2

c


 l2

1− v2

c2

− l1√
1− v2

c2


 . (1.2)

O změně interferenčnı́ho obrazce během otočenı́ rozhoduje to, o kolik se změnil rozdı́l přı́chodů
paprsků, tedy “rozdı́l těch rozdı́lů”,

∆̃t−∆t = 2(l1 + l2)

c


 1

1− v2

c2

− 1√
1− v2

c2


 .
=

l1 + l2
c

v2

c2
. (1.3)

Při úpravě jsme využili toho, že očekávaná rychlost pohybu Země vůči éteru bude řádově zhruba
rovna rychlosti jejı́ho oběhu kolem Slunce, a ta je 30 km/s = 10−4c, takže v2/c2

.
= 10−8; když

členy ve velké závorce rozvedeme v této malé veličině do lineárnı́ho řádu, dostaneme

1

1− v2

c2

.
= 1 +

v2

c2
,

1√
1− v2

c2

.
=

1

1− v2

2c2

.
= 1 +

v2

2c2
,

a odsud ihned uvedený výsledek.
Měli bychom ještě odhadnout, zda by posun daný výsledkem (1.3) vůbec byl prakticky

pozorovatelný. Spočı́tejme, za jakých parametrů by se interferenčnı́ vzor při otočenı́ experimentu
posunul právě o jeden proužek. Posun o jeden proužek znamená vzájemný posun skládajı́cı́ch
se vlněnı́ o jednu vlnovou délku, tedy změnu časového rozdı́lu přı́chodu paprsků o

∆̃t−∆t = λ

c
⇐⇒ (l1 + l2)

v2

c2
= λ .
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Dosazenı́m v2

c2
= 10−8 a λ = 500 nm = 50 · 10−8m (zelené světlo) vycházı́ podmı́nka na délku

ramen: l1 + l2 = 50m. To ovšem nenı́ žádný problém, ramena mohou být zhruba takto dlouhá,
navı́c pomocı́ vı́cenásobných odrazů je lze učinit efektivně i delšı́mi. A to posun o celý proužek
je skutečným luxusem — pozorovatelné je i posunutı́ o malou část vlnové délky.

Michelson měřil v roce 1881 sám (dost nepřesně) a v r. 1887 pak s Morleyem, v obou
přı́padech s interferometrem, jehož ramena byla stejně dlouhá (l1 = l2). Později byl experiment
různými skupinami několikrát opakován. Experiment s různě dlouhými rameny však provedli
až v r. 1932 Kennedy a Thorndike. Nikdo nenaměřil NIC!

1.2.2 Bradley, Fizeau, Hoek, Airy — a další. . .

Éter měl dost podivuhodných vlastnostı́ na to, aby vznikly také úvahy o jeho možném strhávánı́
prostředı́m (nějakým neznámým mechanismem): pokud by např. byl éter strháván Zemı́ nebo
jejı́ atmosférou (vzduchem), stacionárnı́ laboratoř by se vůči němu nikdy nepohybovala, a tedy
snahy o zjištěnı́ rychlosti takového pohybu by samozřejmě byly marné. V době, kdy byl poprvé
proveden Michelsonův-Morleyův pokus, se už ale vědělo, že éter patrně strháván nenı́, nebo
že aspoň nenı́ strháván tak, jak by k vysvětlenı́ bylo třeba. Vyplynulo to hlavně z pozorovánı́
Bradleyho a Airyho a ze dvou experimentů, které provedli Fizeau a Hoek. Bradley objevil v
r. 1727 jev aberace stálic (pozorovaná poloha hvězd se během roku nepatrně měnı́); Fizeau
měřil rychlost světla v proudı́cı́ vodě (1851), Hoek rychlost světla ve stojı́cı́ tekutině a jejı́
závislost na směru (1868); a Airy pak v r. 1871 zjistil, že pozorovaná hodnota aberace se vůbec
nezměnı́, pokud se dalekohled naplnı́ vodou. Experimentů však byla řada a jejich domnělá
vysvětlenı́ se nezřı́dka navzájem vylučovala.4 Nebudeme je zde probı́rat (viz např. učebnici [7]
nebo skripta [1]), jen řekneme, že navzdory jejich většinou “negativnı́m” výsledkům byl teprve
nulový výsledek Michelsona & Morleyho skutečným překvapenı́m. Všechny experimenty byly
posléze vysvětleny na základě relativistického skládánı́ rychlostı́, doplněného o znalost šı́řenı́
světla v optickém prostředı́. Ale nakonec i jedno “éterové” vysvětlenı́ bylo přece jen úspěšné a
univerzálnı́; vlastně již předznamenávalo speciálnı́ relativitu, ačkoli pouze matematicky.

1.2.3 Lorentzova & Fitzgeraldova kontrakce

H. A. Lorentz vytvořil před koncem 19. stoletı́ tzv. elektronovou teorii. Bylo to vlastně rozpra-
covánı́ Maxwellovy teorie na základě určité představy éteru. Elektronová teorie se “samozřejmě”
chová jinak v klidovém systému éteru a jinak v systémech, které se vůči éteru pohybujı́ (trans-
formuje se Galileiho transformacı́!), ale je třeba zařı́dit, aby to nebylo možno naměřit. Podařilo
se to pomocı́ dvou hypotéz, v nichž vystupuje “Lorentzův faktor” γ ≡ 1

√

1− v2

c2

:

• předměty, které se vůči éteru pohybujı́, jsou v podélném směru γ-krát zkráceny;

• hodiny, které se vůči éteru pohybujı́, jdou γ-krát pomaleji.

4 Napřı́klad W. Wien zahajoval v zářı́ 1898 na zasedánı́ Společnosti německých přı́rodovědců a lékařů zvláštnı́
jednánı́ věnované éteru také slovy: “Otázka, zda se světelný éter účastnı́ pohybu těles či nikoli a zda je mu vůbec
možno nějaký pohyb připsat, zaměstnává fyziky už dlouho a nesčetné jsou názory a domněnky, které pokládajı́
stanovenı́ vlastnostı́ nositele elektromagnetických jevů za nutné.” Wien pak vypočı́tává 13 experimentů, usilujı́cı́ch
o zjištěnı́ pohybu Země vůči éteru, a také řadu rozporů panujı́cı́ch mezi rozdı́lnými koncepcemi éteru. A. Fölsing ve
svém krásném životopisu Einsteina přirovnává situaci ke středověkému problému s neúnosně složitou soustavou
epicyklů, která byla navršena k záchraně “klidné” Země.

Dodejme, že představa éteru jako nosiče interakce se z optiky a elektromagnetismu rozšı́řila i na úvahy o jeho
roli při přenosu gravitace a že i ty byly přirozeně spojeny s konečnou rychlostı́ šı́řenı́.
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Byly to hypotézy vcelku přirozené. Má-li být elektronová teorie konzistentnı́ s Maxwellovými
rovnicemi, musı́ být totiž tvar ekvipotenciálnı́ch ploch bodového náboje závislý na pohybu
náboje vůči éteru: pro náboj v klidu jsou to sféry, zatı́mco pokud se náboj pohybuje, jsou to
rotačnı́ elipsoidy zploštělé ve směru pohybu faktorem γ. Jsou-li sı́ly rozhodujı́cı́ o tvaru těles
ve své podstatě elektromagnetické povahy, je přirozené předpokládat, že se tělesa budou ve
směru pohybu zkracovat stejným faktorem. Nějaký efekt je možno očekávat i u chodu hodin.
Pokud si představı́me hodiny založené na kmitánı́ světelného paprsku mezi dvěma zrcadly a
uvědomı́me si, že vůči éteru se světlo pohybuje rychlostı́ c a vůči jinému systému (dle Galileiho
transformace) jinak, zjistı́me, že v pohybujı́cı́ch se hodinách musı́ světlo urazit delšı́ dráhu, a
tedy takové hodiny musejı́ jı́t pomaleji než hodiny stojı́cı́. Podı́vejme se nynı́ zpět na vztah (1.1),
rozhodujı́cı́ pro výsledek Michelsonova-Morleyova experimentu. Můžeme dosadit

l2 = lklid2 , l1 = lklid1

√
1− v2

c2
,

poněvadž rameno délky l2 je kolmé na směr pohybu laboratoře vůči éteru, kdežto rameno l1
mı́řı́ ve směru tohoto pohybu. Po dosazenı́ vztah nabývá podoby

∆t =
2

c
√
1− v2

c2

(
lklid2 − lklid1

)
.

Je třeba zdůraznit, že měřenými délkami ramen jsou lklid1 a lklid2 (protože tělesa se v důsledku
pohybu vůči éteru zkracujı́ stejně jako měřidla, tedy zkracovánı́ nenı́ měřitelné), takže je skutečně
vhodné vztah psát pomocı́ nich. Za druhé, čas měřı́me na hodinách, které se vůči éteru pohybujı́,
a tedy jdou pomaleji než hodiny stojı́cı́ (na kterých uběhne ∆t). Pokud půjdou pomaleji právě
γ-krát, změřı́me na nich časový rozdı́l

∆tměřený = ∆t

√
1− v2

c2
=
2

c

(
lklid2 − lklid1

)
.

Tento výraz již vůbec nezávisı́ na rychlosti v, takže tato rychlost (Země vůči éteru) ani nemůže
být experimentem zjištěna.

Lorentzova elektronová teorie se tı́m dostává do situace, kdy se klidová soustava éteru
nedá identifikovat ani mechanickými, ani elektromagnetickými pokusy. Fyzikálnı́ pojem, ke
kterému se nelze experimentálně vyjádřit, je ovšem nadbytečný.

1.2.4 Stav na jaře roku 1905

Na počátku 20. stoletı́ nebyla fyzika rozhodně “v základnı́m stavu”. Lorentz a Poincaré se snažili
dynamicky vysvětlit, proč se éter tak dobře maskuje — proč se systémy, které se vůči němu
pohybujı́, zkracujı́ a jejich vnitřnı́ procesy zpomalujı́, a to navı́c přesně tak, že se klidový systém
éteru zdánlivě ničı́m nevyznačuje. Při svých úvahách měli “speciálnı́ relativitu” vysloveně v
rukou, ale představy pevně fixované na médium éteru jim nedovolily ji rozeznat. Zvláště Poincaré
se dostal již na přelomu stoletı́ natolik daleko, že se dnes už možná ani nedá pochopit, proč
klı́č k novému pohledu na prostoro-čas nenašel on. V r. 1898 přemýšlel o synchronizaci sady
vzájemně klidných hodin telegrafnı́mi signály a jako postulát přijı́mal konstantnı́ a izotropnı́
rychlost světla. O dva roky později počı́tal, jaký vliv na synchronizaci má translačnı́ pohyb
sady hodin vůči éteru, přičemž rozlišoval “pravý” a “zdánlivý” čas. V květnu 1904 pak Lorentz
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našel přesnou podobu transformace, vůči nı́ž je Maxwellova teorie invariantnı́.5 Poincaré ukázal,
že Lorentzův “mı́stnı́ čas” je totožný s jeho “zdánlivým časem”, a dovodil, že “vznikne zcela
nová mechanika, která bude charakterizována skutečnostı́, že žádná rychlost nepřekročı́ rychlost
světla a žádná teplota nebude nižšı́ než absolutnı́ teplota nuly.” (Wilhelm Wien i jinı́ v rámci
Lorentzovy elektronové teorie a představy o elektromagnetické povaze hmoty potvrzovali, že
by bylo třeba nekonečné práce k tomu, aby elektron překročil rychlost světla.) V knize Věda a
hypotéza z r. 1902 (zřejmě jediné věci, kterou od něj Einstein před r. 1905 četl) předpovı́dá, že éter
je pro vysvětlenı́ řady jevů pohodlný, ale jednou bude jako neužitečný pojem opuštěn. Podobně
skepticky se vyjadřuje i o “absolutnı́m čase” a konceptu současnosti na různých mı́stech. V r.
1905 pak Poincaré publikoval dalšı́ dva články, jeden měsı́c před a druhý měsı́c po Einsteinově
přelomové práci. V nich spojil prostorové souřadnice a čas do polohového “čtyřvektoru”,
ukázal, že Lorentzova transformace odpovı́dá otáčenı́ tohoto čtyřvektoru ve čtyřrozměrném
eukleidovském prostoru a že veličina (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2 − c2(∆t)2 se při nı́ neměnı́,
odvodil odpovı́dajı́cı́ transformaci rychlostı́, dokázal, že Lorentzovy transformace tvořı́ grupu
(→ Poincarého grupa) a diskutoval jejı́ elektromagnetické invarianty; dokonce požadoval, aby
“princip relativity” platil i pro gravitaci, a uvažoval o “gravitačnı́ch vlnách”. . .

I mimo oblasti zasažené debatami o vlastnostech éteru se na přelomu stoletı́ děly převratné
věci. V kinetické teorii a statistické mechanice hlavně dı́ky L. Boltzmannovi a J. W. Gibbsovi,
ale také A. Einsteinovi. A Max Planck našel 8. zářı́ 1900 nad ránem vzorec pro zářenı́ černého
tělesa. Když se ho v následujı́cı́ch týdnech snažil “pořádně odvodit”, musel použı́t představu, že
zářenı́ vysı́lajı́ jednotlivé atomy (oscilátory, které se chovajı́ podle Boltzmannovy statistiky), a to
nikoli spojitě, ale po určitých kvantech. Později svůj postup nazval pouhým “aktem zoufalstvı́”
a na účinkové kvantum h vzpomı́nal jen jako na “čistě formálnı́ předpoklad, při němž neměl
nic zvláštnı́ho na mysli” a který se pak v dalšı́ch letech snažil “nějak přizpůsobit rámci klasické
teorie” — to znamená Maxwellově teorii a vlnové povaze světla, o nı́ž podobně jako ostatnı́
nepochyboval. Ale byl zde ještě “laik” na patentovém úřadu v Bernu. . .

1.3 Albert Einstein a zrod nové fyziky
Koncem května 1905 pı́še Einstein dopis svému kamarádovi Conradu Habichtovi: “Milý Ha-
bichte, zavládlo mezi námi tak velebné mlčenı́, že se cı́tı́m skoro jako bych se dopouštěl
svatokrádeže, když ho ted’přerušuji bezvýznamným plkánı́m. Ale nenı́ to vždy osudem vzneše-
ných tohoto světa? Tak co děláte, Vy mražená velrybo, Vy uzený, sušený, konzervovaný kousku
duše či co bych Vám ještě rád hodil na hlavu, jsa ze 70% naplněn zlobou a ze 30% lı́tostı́!
Jen těm 30% můžete děkovat, že Vám neposı́lám plechovku plnou krájené cibule a česneku
poté, co jste se tak zbaběle neukázal o Velikonocı́ch. Ale proč jste mi stále ještě neposlal svou
disertaci? Cožpak nevı́te, že bych byl jednı́m z 1 a 1/2 manı́ků, kteřı́ by si ji přečetli se zájmem
a potěšenı́m, Vy bı́dnı́ku? Slibuji Vám na oplátku čtyři články, prvnı́ bych mohl poslat brzy,
protože záhy dostanu reprinty. Článek se zabývá zářenı́m a energetickými vlastnostmi světla a
je velmi revolučnı́, jak uvidı́te, pokud mi nejdřı́ve pošlete svou práci. Druhý článek je určenı́m
skutečných velikostı́ atomů z difuse a viskosity zředěných roztoků neutrálnı́ch látek. Třetı́ do-
kazuje, z předpokladu molekulárnı́ teorie tepla, že tělesa velká řádově 1/1000mm, rozptýlená v
kapalinách, už musı́ konat pozorovatelný nahodilý pohyb, jenž je vyvolán tepelným pohybem;
fyziologové skutečně pozorovali (nevysvětlené) pohyby rozptýlených malých, neživých tělı́sek,

5 S “předběžnou” podobou transformace přišel již v r. 1887 Woldemar Voigt, ale Lorentz se o tom dověděl až
poté, co ji mezitı́m (r. 1905) odvodil i Einstein jako součást svého nového pohledu. Z Lorentzovy transformace
bychom Voigtovu dostali vydělenı́m pravých stran faktorem γ: t′ = t− vx/c2, x′ = x− vt, y′ = y/γ, z′ = z/γ.
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kteréžto označujı́ jako ‘brownovský molekulárnı́ pohyb’. Čtvrtý článek je zatı́m jen hrubým
náčrtem a je o elektrodynamice pohybujı́cı́ch se těles, která užı́vá modifikace teorie prostoru a
času; čistě kinematická část tohoto článku Vás bude určitě zajı́mat. Solo dává soukromé hodiny
jako dřı́v, nedokáže se přimět k tomu, aby udělal zkoušku; je mi ho velice lı́to, nebot’ vede
smutnou existenci. Vypadá také docela vyčerpaně. Nemyslı́m ale, že je možné ho nasměrovat
ke snesitelnějšı́m životnı́m podmı́nkám - vı́te, jaký je! Pozdravy od Vašeho A.E. / Pozdravuje
Vás žena a ptáček zpěváček, jemuž je ted’rok. Pošlete svou práci brzy!”

Habicht bude později strašně rád, že si dopis uschoval. V prvnı́m, “revolučnı́m” článku
svého přı́tele mohl posléze čı́st: “Podle předpokladu, který zde bude uvažován, nenı́ při šı́řenı́
světelného paprsku z bodu energie spojitě roznášena do stále se zvětšujı́cı́ch prostor, ale skládá
se z konečného množstvı́ energetických kvant, která jsou lokalizována v prostorových bodech,
pohybujı́ se, aniž by se dělila, a mohou být absorbována a emitována pouze celá.” Einstein
zde jako prvnı́ vzal vážně Planckovu kvantovou hypotézu ze zářı́ 1900 a navázal na svá studia
specifického tepla a fotoelektrického jevu. Max Planck, jak vı́me, sám viděl svůj “čistě formálnı́
předpoklad” úplně jinak — a je pikantnı́, že mezi spoustou chvály, kterou v r. 1913 (!) zanesl do
návrhu na přijetı́ Einsteina do Pruské akademie věd, nalezneme i větu: “Nezazlı́vejme mu přı́liš,
že ve svých spekulacı́ch někdy přestřelil, jako např. s hypotézou světelných kvant; nebot’ani v
nejexaktnějšı́ z přı́rodnı́ch věd nenı́ pokrok možný bez rizika.” Po 9 letech dostane Einstein za
přestřelenı́ Nobelovu cenu. Po uspokojivé kvantové teorii však bude osaměle volat až do r. 1925
(— a pak ještě dalšı́ch 30 let. . . ).

Druhou práci, kterou Einstein Habichtovi v dopisu slibuje, posléze podal jako doktorskou
disertaci. Jmenovala se Nové určenı́ rozměrů molekul, měla 17 stran, byla věnována býva-
lému spolužákovi, matematikovi Marcelu Grossmannovi a přinášela ‘atomistické’ argumenty -
z makroskopického chovánı́ roztoků určovala velikost částic rozpuštěné látky. Navazovala na
ni práce třetı́, O pohybu částic rozptýlených v klidných kapalinách, který si žádá molekulárně-
kinetická teorie tepla, v nı́ž Einstein zúročil své znalosti Boltzmannovy kinetické teorie. Ihned
vyvolala ohlas přednı́ch laboratořı́ i některých odbornı́ků z biologických a lékařských kruhů.
Einstein po půl roce přidal ještě článek K teorii Brownova pohybu a téma ho nepřestalo těšit ani
v dalšı́ch letech; pochvaloval si, že v Brownově pohybu “lze bezprostředně nahlı́žet neuspořá-
dané elementárnı́ procesy”. Za přı́spěvky k molekulárně-kinetické teorii byl na Nobelovu cenu
navržen několikrát, poprvé už v r. 1910, ale nikdy ji nedostal.

Einstein psal o prvnı́m článku (O heuristickém hledisku týkajı́cı́m se produkce a přeměny
světla) jako o “velmi revolučnı́m” a i z pozdějšı́ho pohledu to bylo zcela na mı́stě. Navı́c, dnes
lze jen stěžı́ docenit, jakou odvahu musel v r. 1905 mı́t k “heuristickému hledisku”! Jak ale pak
označit poslednı́ v dopisu zmı́něný text, ‘draft’ teorie, která bude po letech známa jako speciálnı́
relativita? Einstein zde nepřicházı́ s novým tématem, skloubenı́ Maxwellovy elektrodynamiky
s Newtonovou mechanikou bylo na pořadu již desetiletı́ a Lorentzova transformace byla známa.
Zatı́mco však o Maxwellových rovnicı́ch se nepochybovalo 40 let, na koncept času jakožto
inherentnı́ strukturu vesmı́ru se úvahy ‘samozřejmě’ spoléhaly po tisı́ciletı́. Ještě před všemi
rovnicemi svého článku K elektrodynamice pohybujı́cı́ch se těles Einstein navrhuje nahradit
posvátný parametr času polohou ručičky na svých hodinách. . .

1.3.1 Einstein a éter

Einsteina trápily představy spojené s Maxwellovou elektrodynamikou již od universitnı́ch let.
Co by se stalo, kdyby se vydal za elektromagnetickou vlnou rychlostı́ světla? Podle Galileiho
transformace a běžné intuice by viděl stojı́cı́, nepohyblivé vlny. Měřenı́ ale dávala rychlost
světla stejnou vůči všem systémům. Jsou všechny ty experimenty špatně? Nebo byla vůbec
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špatně změřena rychlost světla? Všichni se chytajı́ kontrakčnı́ (a dilatačnı́) hypotézy a snažı́ se
vymyslet, co za sı́ly to působı́ na vše, co se vůči éteru pohybuje, že se to chová tak podivně.
Podivné chovánı́ velmi podivného prostředı́. . . Pokud je hypotéza správně, nejde nijak najı́t
klidovou soustavu éteru. David Hume a Ernst Mach by řekli, že pojem, o kterém nelze nic
zjistit, nemá ve fyzikálnı́ teorii mı́sto. Je třeba mluvit o tom, co je aspoň v zásadě možno
změřit. A co když je kontrakčnı́ hypotéza špatně? Pak Newtonova fyzika nenı́ slučitelná s
elektrodynamikou!

Rozporný obraz ostatně skýtala řada předpovědı́ elektrodynamiky. Napřı́klad Faradayova
elektromagnetická indukce, k nı́ž docházı́ při vzájemném pohybu vodivé smyčky a magnetu:
když se jev popisuje z hlediska smyčky, vytvořı́ se v nı́ proud dı́ky elektrickému poli, které
je generováno časově proměnným magnetickým polem pohybujı́cı́ho se magnetu; z hlediska
magnetu žádné elektrické pole nevzniká, proud ve smyčce vyvolá Lorentzova elektromotorická
sı́la, která působı́ na volné náboje ve smyčce, protože se pohybujı́ v magnetickém poli magnetu.
Jsou oba pohledy stejně oprávněné? Pokud ano, pak existence elektrického pole závisı́ na
pozorovateli — je relativnı́. Podobné je to zřejmě s polem magnetickým. Jen určité společné
jednotě elektrického a magnetického pole lze přiznat objektivnı́, na vztažném systému nezávislou
existenci. Einstein později vzpomı́nal, že to byl právě jev “magnet-elektrické” indukce, co ho
přivedlo k vyslovenı́ principu speciálnı́ relativity.

Již koncem studiı́ byl přesvědčen, že pojem éteru je zbytečný, že proudy a elektromagne-
tické pole (vlny) jsou svébytné — nepotřebujı́ materiálnı́ nosič. Své spolužačce a budoucı́ ženě
Milevě Marićové začátkem srpna 1899 pı́še: “Jsem stále vı́ce přesvědčen, že elektrodynamika
pohybujı́cı́ch se těles, tak jak se dnes předkládá, nenı́ správná a že by ji mělo být možno podat
jednodušeji. Zavedenı́ termı́nu ether do teoriı́ o elektřině vedlo k představě prostředı́, o jehož
pohybu se dá mluvit, aniž by však, myslı́m, šlo s takovým výrokem spojit nějaký fyzikálnı́
smysl. Domnı́vám se, že elektrické sı́ly mohou být přı́mo definovány jen pro prázdný prostor,
což zdůrazňuje i Hertz. Dále, elektrické proudy bude třeba pojı́mat nikoli jako ‘vymizenı́ elek-
trické polarisace v čase’, ale jako pohyb skutečných elektrických hmot, jejichž fyzikálnı́ realita
se zdá být potvrzena elektrochemickými ekvivalenty.” Einstein se stále vı́ce klonil k názoru,
že nejenže neexistuje éter, ale také že Mach má pravdu, když tvrdı́, že neexistuje vůbec žádný
absolutnı́ klid (ani absolutnı́ pohyb) a že má smysl mluvit jen o relativnı́m pohybu tělesa vůči
jiným tělesům.

Pak je na mı́stě vrátit se k principu relativity, tedy k rovnocennosti inerciálnı́ch systémů.
Jak se ale může světlo vůči všem z nich šı́řit stejnou rychlostı́? Jak může být rychlost světla ne-
závislá na pohybu systému, vůči němuž je měřena?! Nenı́ tento zcela proti-intuitivnı́ výrok ještě
nepřijatelnějšı́ než éter se všemi jeho zvláštnostmi? Einstein možná neznal poslednı́ výsledky
Lorentze a Poincarého, ale dovedl si představit, že matematicky jistě lze zı́skat transformaci,
vůči nı́ž je Maxwellova teorie invariantnı́. I kdyby Lorentzovu transformaci explicitně znal,
stejně by mu ale nestačilo, kdyby prostě jejı́ derivacı́ obdržel pro skládánı́ rychlostı́ formuli,
která ponechává c invariantnı́m. Vždyt’bez zásadnı́ revize pojmů zůstávala nová transformace
jen šikovnou matematickou hrou. Na začátku května 1905 byl Einstein ponořen do úvah o
měřenı́ délek, času a rychlosti světla v různých inerciálnı́ch soustavách. Se svým přı́telem z pa-
tentového úřadu Michelem Bessoem se v debatách postupně zaměřili na otázku synchronizace
inerciálnı́ch hodin světelným signálem a na Lorentzovy a Poincarého pojmy “absolutnı́ho” či
“pravého” času a na druhé straně času “mı́stnı́ho” či “zdánlivého”. O 17 let později Einstein
vzpomı́nal, jak po jednom krásném dni opět zašel za Bessoem: “Diskutovali jsme o problému
ze všech stran. A najednou jsem věděl, v čem to vězı́.” V duchu principu relativity bylo třeba
všechny ty přı́vlastky vynechat a hovořit jen o “čase” — pro každý inerciálnı́ systém sice spe-
cifickém, ale všude plnohodnotném pojmu času. Druhého rána přiběhl Einstein do práce a hned
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volal: “Micheli, dı́ky tobě jsem problém beze zbytku vyřešil! Klı́čem je analýza pojmu času.
Čas nelze definovat absolutně a mezi časem a rychlostı́ signálu existuje neodvolatelný vztah.”

1.3.2 Relativita současnosti a další efekty

Specifičnost inerciálnı́ch časů je vidět na pojmu současnosti. Použijme jako Poincaré k synchro-
nizaci souboru stejných hodin, které jsou v klidu vůči nějaké inerciálnı́ soustavě, světelného
signálu. Světlo se k takovému účelu hodı́ nejlépe, protože jeho rychlost je ve všech systémech
stejná a izotropnı́, takže všichni inerciálnı́ pozorovatelé se na nı́ shodnou a synchronizačnı́ me-
todu si nebudou navzájem zpochybňovat. Neshodnou se ovšem na jejı́m výsledku. Mezi každou
dvojicı́ navzájem klidných hodin vyměřme bod v polovině jejich vzdálenosti, tam “blikněme”
a poté, co paprsek hodin dosáhne, na nich na obou nastavme předem smluvený čas. Nynı́ po-
rovnejme takto zavedenou současnost mezi různými dvěma soustavami; Einstein pracoval v
Bernu u nádražı́, tak si představoval klidový systém nádražı́ a systém spojený s projı́ždějı́cı́m
vlakem. Blikne-li průvodčı́ v polovině vlaku, pak podle souboru hodin spojených s perónem
dosáhne světlo zadnı́ konec vlaku dřı́ve než přednı́, protože rychlost c je konečná a vlak během
letu paprsků kousek popojede. Soubor hodin spojený s vlakem je ale právě takto světlem syn-
chronizován, takže z hlediska vlaku dosáhne paprsek obou jeho konců “definitoricky současně”.
Současnost je tak nutně relativnı́m pojmem: soubor hodin, který je synchronizován vzhledem
k vlaku, nenı́ synchronizován vzhledem k nádražı́, konkrétně čı́m jsou hodiny ve vlaku vı́ce
vzadu/vpředu, tı́m ukazujı́ — bráno podle souboru hodin synchronizovaných vůči nádražı́ —
vı́c/mı́ň. Důležité je, že k úplně stejnému (lépe řečeno opačnému, “symetrickému”) závěru
bychom došli, kdybychom naopak posoudili soustavu nádražnı́ch hodin z vlaku, jak je zřejmé
z toho, že pojmy “vlak” a “nádražı́” nejsou dı́ky relativitě jejich vzájemného pohybu podstatné.
Uvedený myšlenkový experiment ukazuje i obecnějšı́ závěr — že mezi danými dvěma udá-
lostmi (např. vyslánı́m světelného signálu ze středu vlaku a jeho přı́jmem hodinami na některém
z konců) uplyne v různých inerciálnı́ch soustavách různá doba.

Představa s vlakem a nádražı́m se i snadno kvantifikuje6 a dajı́ se na nı́ odvodit relativistické
efekty jen z invariance rychlosti světla a z toho, co znamená synchronizovat hodiny a měřit délku.
Označme inerciálnı́ soustavu nádražı́ jako nečárkovanou; jejı́ osu x natočı́me ve směru pohybu
vlaku a jejı́ čas t bude udávat soustava hodin, které jsou vůči nádražı́ (takže i vůči sobě navzájem)
v klidu a jsou navzájem světelně synchronizovány. Délku vlaku vůči této soustavě označı́me l
a rychlost ~v = d~x

dt
= (v, 0, 0). Inerciálnı́ soustavu vlaku označı́me jako čárkovanou, jejı́ osu x′

nastavı́me podél vlaku (a orientujeme směrem dopředu), tj. podél x; rychlost nádražı́ vůči nı́
je samozřejmě ~v′ = d~x′

dt′
= (v′, 0, 0) = (−v, 0, 0) = −~v a délka vlaku ∆x′

AB ≡ l′. Jak jsme
už řekli, v soustavě vlaku dorazı́ světlo vypuštěné z prostředka vlaku k oběma jeho koncům
současně (tyto události značı́me A, B), za dobu ∆t′A = ∆t

′
B =

∆x′

AB

2c
≡ l′

2c
, zatı́mco v soustavě

nádražı́ to bude za ∆tA < ∆tB, přičemž pro rozdı́l konkrétně dostaneme

c∆tA = l
2
− v∆tA ⇒ ∆tA = l

2(c+v)

c∆tB = l
2
+ v∆tB ⇒ ∆tB = l

2(c−v)

}
=⇒ ∆tB −∆tA =

γ2vl

c2
. (1.4)

Dvě události, které se v čárkované soustavě staly současně ve vzdálenosti l′ od sebe, tedy v
nečárkované soustavě dělı́ nenulový časový interval γ2vl

c2
. Je dobré zdůraznit, že l nenı́ nečár-

kovaná vzdálenost mezi těmito událostmi (tedy polohami konců vlaku v daném čase t′). Jistě,

6 Ve skutečnosti je toto rozmýšlenı́ “na prstech” (kdo co přesně naměřı́ mezi kterými dvěma událostmi) na
speciálnı́ relativitě tı́m nejobtı́žnějšı́m. “Geometrické” výpočty ve čtyřrozměrném prostoročasu jsou proti tomu —
po zvládnutı́ několika málo jednoduchých pravidel — rutinnı́m cvičenı́m s indexy. . .



1.3. ALBERT EINSTEIN A ZROD NOVÉ FYZIKY 11

l je přece vzdálenost mezi konci vlaku v daném okamžiku času t, ale z hlediska tohoto času
nedorazily fotony ke koncům současně — mı́sta, kde ke koncům doletěly, jsou v nečárkované
soustavě nádražı́ vzdálena l plus v krát doba (∆tB −∆tA), o kterou letı́ světlo ze středu vlaku
déle k jeho přednı́mu konci (než k zadnı́mu), to jest l + γ2v2

c2
l = γ2l.

Ale jak je tedy vlastně vlak dlouhý — jaký je vztah mezi l′ a l? Měřit délku vzhledem
k danému systému znamená určit polohu obou konců předmětu ve stejném okamžiku daného
času. V soustavě spojené s vlakem je to jedno, konce lze zaznamenat kdykoliv, protože se vůči
nı́ nepohybujı́, ale podstatné je to v nečárkované soustavě spojené s nádražı́m. Poznačı́me si tedy
v této soustavě v nějakém okamžiku t polohu konců vlaku a délku l určı́me jako rozdı́l těchto
hodnot. Jak už vı́me, hodiny, které jedou na koncı́ch vlaku, však při tomto odečtu neukazujı́
stejně — ty vpředu ukazujı́ méně než ty vzadu. To znamená, že vůči soustavě vlaku neproběhl
odečet polohy jeho konců současně, zadek byl zaznamenán později než předek. Z toho lze
očekávat, že l bude menšı́ než l′. Úvahu ještě záhy upřesnı́me, zatı́m si jen budeme pamatovat,
že délka předmětu závisı́ na jeho pohybu vůči soustavě, vzhledem k nı́ž ji měřı́me; konkrétně
v “podélném” směru (podél relativnı́ rychlosti) je předmět patrně kratšı́ než vzhledem ke své
klidové soustavě.

Představme si nynı́, že ve vlaku i na nádražı́ je čas realizován soustavou velmi jednodu-
chých, tzv. světelných hodin, v nichž mezi dvěma rovnoběžnými zrcadly ve vzdálenosti ∆y
od sebe kmitá světelný paprsek. Umı́stěme hodiny ve vlaku tak, aby paprsek kmital kolmo ke
směru jeho pohybu vůči nádražı́. Je jasné, že máme na mysli polohu zrcadel rovnoběžnou s
pohybem vlaku, a také proč jsme ji zvolili — protože už vı́me, že s délkou pohybujı́cı́ch se
předmětů se v podélném směru něco děje, a nechceme, aby se nám to sem pletlo, tj. chceme zde
pro jednoduchost∆y′ = ∆y. Vůči nádražı́ se ovšem paprsek hodin ve vlaku nebude pohybovat
přesně kolmo k zrcadlům, protože během každého kmitu vlak o kousek popojede. Označı́me-li
periodu jednoho kmitu hodin ve vlaku δt′ = 2∆y′

c
= 2∆y

c
, pak jı́ odpovı́dajı́cı́ interval nečárkova-

ného času zjistı́me z jednoduché Pythagorovy věty (stejně jako při výpočtu času letu “druhého”
paprsku u Michelsonova-Morleyova experimentu)

(
cδt

2

)2
= ∆y2 +

(
vδt

2

)2
=⇒ δt =

2∆y
c

1√
1− v2

c2

= γδt′ (> δt′) . (1.5)

Všimněme si, že dvě události, jejichž časové odlehlosti jsme porovnávali — totiž dva po sobě
následujı́cı́ “tiky” hodin jedoucı́ch ve vlaku —, se z hlediska vlaku staly na stejném mı́stě
(takovýto časový interval mezi soumı́stnými událostmi nazýváme intervalem vlastnı́ho času),
kdežto z hlediska nádražı́ se staly ve vzdálenosti vδt od sebe. Úvahu bychom ovšem mohli
obrátit a přepočı́tat naopak (vlastnı́) periodu nádražnı́ch hodin na časový úsek uplynulý ve
vlaku; postupovali bychom úplně stejně (oba inerciálnı́ systémy jsou rovnocenné) a vyšel by
stejný (symetrický) výsledek, δt′ = γδt. Obecný závěr tedy je, že časy spojené s inerciálnı́mi
systémy, které se vůči sobě pohybujı́, jdou navzájem vůči sobě γ-krát pomaleji — nastává tzv.
dilatace času. Označı́me-li interval vlastnı́ho času δτ , můžeme toto zjištěnı́ zapsat δt = γδτ ; z
časových úseků, naměřených mezi danými dvěma událostmi v různých inerciálnı́ch soustavách,
je tedy interval vlastnı́ho času tı́m nejkratšı́m. (Dodejme, že vztah musı́ “fungovat” i pro jiné
než světelné hodiny, protože v opačném přı́padě by šlo porovnánı́m chodů různých typů hodin
rozlišit mezi inerciálnı́mi systémy.)

Nynı́ se můžeme vrátit ke kontrakci a vyčı́slit ji přesně. Porovnejme “samozřejmé” vztahy,
které platı́ pro interval mezi průjezdy konců vlaku určitým mı́stem nádražı́. Z hlediska vlaku je
l′ = v∆t′, z hlediska nádražı́ l = v∆t. Z hlediska nádražı́ jsou průjezdy konců soumı́stnými
událostmi, takže ∆t je úsekem vlastnı́ho času mezi nimi a přepočet znı́ (jak jsme zjistili v
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předchozı́m odstavci)∆t′ = γ∆t (≡ γ∆τ). Dosazenı́m do l′ ihned vidı́me, že tudı́ž

l′ = v∆t′ = vγ∆t = γl . (1.6)

Délkové mı́ry spojené s inerciálnı́mi systémy, které se vůči sobě pohybujı́, jsou tedy navzájem
vůči sobě v podélném směru (≡ směru rovnoběžném se vzájemnou rychlostı́) γ-krát zkráceny —
nastává tzv. kontrakce délek. Upřesněme ještě, že l′ je délkou vlaku v jeho klidovém systému,
tzv. klidovou nebo vlastnı́ délkou, pro niž budeme užı́vat značenı́ l0. Vztah pro kontrakci
tedy můžeme zapsat l0 = γl: z délek vlaku, naměřených v různých inerciálnı́ch soustavách, je
klidová/vlastnı́ délka tou největšı́.

1.3.3 Způsob myšlení

Cesta k poznánı́ obyčejně začı́ná zkušenostmi (observačnı́ a experimentálnı́ data), ta se přenesou
do souborů čı́sel, mezi těmi se (pokud možno) najdou pravidelnosti, které se vystihnou “zá-
konem” (ve fyzice rovnicı́). Jak poznamenává např. Richard Feynman ve svých Přednáškách,
proniknutı́ k Přı́rodě však nenı́ úplné, pokud se nenalezne “způsob myšlenı́”, v rámci něhož jsou
objevené zákony přirozeně pochopitelné. Jestliže jste předtı́m přijali observačnı́ a experimentálnı́
fakta (rovnocennost inerciálnı́ch soustav a konečnost a invarianci rychlosti světla), doufáme,
že již nynı́ vám analýza pojmu současnosti na průjezdu vlaku nádražı́m pomohla — jako kdysi
Albertu Einsteinovi — najı́t způsob myšlenı́, v rámci něhož by měly být všechny následujı́cı́
úvahy přirozeně (pocho)pitelné. Pokud ano, můžeme v následujı́cı́ kapitole odpočı́vat. Vlastně
v nı́ jen shrneme předchozı́ “železničnı́” úvahy do axiomatičtějšı́ podoby: předpoklady utřı́dı́me
do “výchozı́ch principů” a z nich pak odvodı́me deduktivně základnı́ důsledky. Ale abychom si
mohli speciálnı́ relativity náležitě užı́t, budeme se poté ještě muset přestěhovat za Hermannem
Minkowskim, do čtyřrozměrného prostoročasu!



KAPITOLA 2

Výchozı́ principy
speciálnı́ teorie relativity

“Chceme-li popsat pohyb hmotného bodu, zadáme jeho souřadnice jako funkce času. Měli
bychom však pamatovat, že aby měl takový matematický popis fyzikálnı́ smysl, musı́me nejdřı́ve
vyjasnit, co zde rozumět ‘časem’. Uvědomme si, že všechny naše úsudky zahrnujı́cı́ čas jsou
vždy úsudky o současných událostech. Když např. řeknu ‘vlak sem přijı́ždı́ v 7 hodin’, znamená
to vı́ceméně, že ‘to, že malá ručička na mých hodinách mı́řı́ na sedmičku, a přı́jezd vlaku jsou
současné události’.”

Redakce Annalen der Physik obdržela Einsteinův článek K elektrodynamice pohybujı́cı́ch se
těles 30. června 1905 a zařadila ho na stránky 891-921 ročnı́ku 17.1 Jak podotýkajı́ historikové,
těžko v odborné literatuře najı́t práci s “triviálnějšı́m” úvodem. O pár stránek dále — a aniž
by náročnost úvah nějak výrazně vzrostla — je však fyzika postavena na nové základy. Po
definici inerciálnı́ho času pomocı́ sady navzájem klidných hodin, synchronizovaných signálem
konečné a “absolutnı́” rychlosti, Einstein ukazuje relativitu časových měřenı́. Tato myšlenka je
klı́čem k teorii relativity, dovoluje totiž sloučit princip relativity s invariancı́ rychlosti světla. Od
třetı́ho oddı́lu článku již Einstein postupuje axiomaticky, rozvı́jı́ svou novou teorii deduktivně z
výchozı́ch principů.

Principy jsou tři a jsou na celé teorii tı́m nejvı́ce překvapivým. Jedná se vlastně o “estetické”
předpoklady jednoduchosti (symetrie), chcete-li harmonie světa, ke které se Einstein vždy hlásil
— a zároveň upozorňoval na jejı́ nesamozřejmost (“Nejnepochopitelnějšı́ věcı́ na světě je, že
svět je pochopitelný.”). Od Einsteinových dob vytěžila teoretická fyzika z této vı́ry “nerozumně
mnoho” a dnes na nı́ stojı́ všechny fundamentálnı́ fyzikálnı́ teorie. Výchozı́ principy speciálnı́
relativity jsou však opravdu speciálně jednoduché:

1. Newtonův zákon

(Galileiho princip setrvačnosti) Existuje kartézský referenčnı́ systém, vůči němuž se každý volný
hmotný bod pohybuje rovnoměrně přı́močaře. Nazveme jej inerciálnı́m systémem.

• Je jasné, že pokud existuje jeden inerciálnı́ systém, existuje jich dokonce nekonečně
mnoho, protože všechny kartézské systémy, které se vůči “tomu prvnı́mu” pohybujı́

1 Dalšı́ dvě Einsteinovy práce jeho “zázračného roku” (o nichž jsme četli v dopisu C. Habichtovi) vyšly v témže
ročnı́ku na stranách 132-184 (o světelných kvantech) a 549-560 (molekulárně-kinetická teorie tepla).
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rovnoměrně přı́močaře, jsou nutně také inerciálnı́. Inerciálnı́ soustavy jsou realizovány
ideálnı́mi tuhými tyčemi a sadami ideálnı́ch hodin (čas je třeba měřit v každém bodě
prostoru), které jsou navzájem v klidu a jsou světelně synchronizovány.

• Komentář k použitým pojmům:
Volným hmotným bodem máme na mysli hmotný bod, na který nepůsobı́ žádné pravé
sı́ly. Tato představa je problematická u gravitačnı́ho působenı́, poněvadž gravitace je
univerzálnı́ a nejde tı́m pádem “odstı́nit”. Je proto třeba předpokládat, že gravitačnı́ pole
žádné nenı́. (Přesněji řečeno by šlo připustit pole homogennı́, ale budeme pro jednoduchost
od gravitace odhlı́žet.)
Ideálnı́mi tuhými tyčemi jsou tuhé tyče, na které nepůsobı́ žádné sı́ly. Přı́vlastek tuhé je v
tuto chvı́li třeba chápat intuitivně, protože abychom ho upřesnili, museli bychom nejdřı́ve
rozvinout celou teorii a v rámci nı́ zformulovat teorii tuhých těles. (Tento problém je
pro výstavbu fyzikálnı́ch teoriı́ obvyklý; v zásadě se po dokončenı́ teorie může dokonce
ukázat, že s nı́ výchozı́ pojmy nejsou konzistentnı́.)
Ideálnı́mi hodinami nazýváme sadu stejných (tedy také stejně jdoucı́ch) hodin, které
nejsou vystaveny působenı́ sil.

Princip speciální relativity

Všechny inerciálnı́ systémy jsou z hlediska fyzikálnı́ch zákonů rovnocenné. Tj. všechny fyzikálnı́
zákony je možno formulovat ve tvaru, který je ve všech inerciálnı́ch soustavách stejný.

• Jak jsme již zdůrazňovali dřı́ve, postuluje se zde principiálnı́ rovnocennost — rovno-
cennost vůči “pravidlům hry”, nikoli vůči vlastnostem konkrétnı́ch fyzikálnı́ch systémů.
Je zřejmé, že rozmı́stěnı́ hmoty ani nemůže být z hlediska všech inerciálnı́ch systémů
stejné, takže přirozeně určuje různé “prakticky privilegované” systémy (klidová soustava
Galileiho plavidla, klidová soustava Země, systém, v němž je izotropnı́ reliktnı́ zářenı́).

• Princip mj. znamená, že fyzikálnı́ zákony musejı́ být nezávislé na mı́stě a směru a nesmějı́
se měnit s časem. Jeho “praktickým” důsledkem je to, že všechny fyzikálnı́ experimenty
by měly vůči všem inerciálnı́m soustavám dopadnout stejným způsobem, pokud byly vůči
všem stejně připraveny (stejné podmı́nky).

Princip invariance (a konečnosti) rychlosti světla

Ve vakuu se světlo šı́řı́ vůči všem inerciálnı́m systémům rovnoměrně přı́močaře konečnou
rychlostı́ c.

• Tento princip se zdá být důsledkem Maxwellovy teorie, ale je logičtějšı́ zde odhlédnout
od historické návaznosti a uvědomit si, že princip relativity je obecnějšı́m požadavkem,
nevztahujı́cı́m se jen na oblast elektromagnetických jevů, a že by jej v zásadě mělo být
možno sloučit i s jinými teoriemi šı́řenı́ světla. Tudı́ž je vhodné princip formulovat jako
svébytný postulát, nezávislý na Maxwellově či jiné konkrétnı́ teorii.

• Princip lze také nahlı́žet jako důsledek principu relativity. Bez újmy na obecnosti lze totiž
tvrdit, že v přı́rodě existuje určitá maximálnı́ rychlost, na kterou lze libovolné hmotné
těleso urychlit. Tato rychlost musı́ být stejná vůči všem inerciálnı́m systémům, protože
v opačném přı́padě by nebyly fyzikálně rovnocenné — byl by dokonce jasný praktický
způsob, jak je odlišit. Jsou jen dvě možnosti: je-li tato maximálnı́ rychlost nekonečná, pak
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princip relativity vede k tomu, že inerciálnı́ systémy jsou svázány Galileiho transformacı́,
je-li maximálnı́ rychlost konečná, vede k transformaci Lorentzově. Podstatné sdělenı́
principu tak vlastně znı́: maximálnı́ přı́rodnı́ rychlost je konečná a je to rychlost, se kterou
se ve vakuu šı́řı́ světlo.

2.1 Lorentzova transformace
Jestliže je rychlost světla konečná a stejná vůči všem inerciálnı́m soustavám, nemůže se mezi
soustavami přecházet Galileiho transformacı́, protože podle té by se rychlost světla skládala
se vzájemnou rychlostı́ soustav (c′ = c ± v) jako každá jiná (konečná) rychlost. Musı́me tedy
odvodit novou transformaci, která bude ponechávat c invariantnı́. Mohli bychom ji zı́skat na
základě poznatků, ke kterým jsme již dospěli přemýšlenı́m o průjezdu vlaku nádražı́m v kapitole
1.3.2, ale pojd’me znovu přı́mo od výchozı́ch principů.

Předpokládejme, že dvě inerciálnı́ soustavy, IS a IS’, se navzájem pohybujı́ rychlostı́ v.
Jejich osy můžeme vždy nastavit tak, že vzájemný pohyb bude směřovat jen podél os x a x′;
konkrétně necht’se IS’ pohybuje vůči IS rychlostı́ v v kladném směru osy x a necht’osa x′ má
stejnou orientaci jako x (takže IS se naopak vůči IS’ pohybuje rychlostı́ v′ = −v ve směru
x′).2 Počátky soustav lze volit libovolně — a učinı́me to tak, aby sebou v určitém okamžiku
prošly. Dále budeme předpokládat, že osy y′, z′ v tomto okamžiku splývajı́ s osami y, z a časy
jsou nastaveny na t = 0 a t′ = 0 (tedy nečárkované inerciálnı́ hodiny v počátku IS ukazujı́ v
tom okamžiku nulu a stejně tak i čárkované inerciálnı́ hodiny v počátku IS’). Tato nastavenı́
jsou samozřejmě újmou na obecnosti tvaru hledané transformace (užı́vá se proto označenı́
speciálnı́ Lorentzova transformace), ale nikoliv újmou na obecnosti sledovaného fyzikálnı́ho
děnı́ — to je na vztažném systému zcela nezávislé. Navı́c je jasné, že systémy lze uvedeným
nejjednoduššı́m způsobem nastavit vždy a že podstatné rysy nové transformace se při tomto
nastavenı́ projevı́ v “nejčistšı́” podobě.

Tvar hledané transformace můžeme omezit na základě několika požadavků, které jsou
vlastně mlčky obsaženy v 1. Newtonově zákonu a v principu relativity:

• Pokud má mı́t 1. Newtonův zákon dobrý smysl, musı́ se vůči sobě inerciálnı́ systémy pohy-
bovat rovnoměrně přı́močaře. Rovnoměrný přı́močarý pohyb se tedy musı́ transformovat
opět na rovnoměrný přı́močarý. To znamená, že transformace musı́ být lineárnı́.

• Všechny prostorové body a časové okamžiky jsou v principu rovnocenné (předpoklad ho-
mogenity prostoru a času). Dı́ky tomu musejı́ být rovnocenné i všechny prostorové směry
kolmé ke směru vzájemného pohybu našich dvou soustav. Spojenı́m těchto požadavků
s principem relativity (tedy s tı́m, že transformace musı́ mı́t stejný tvar směrem “tam”,
IS→IS’, i směrem zpátky) zjišt’ujeme, že osy y, z se musejı́ transformovat identicky
(y′ = y, z′ = z) a že tyto souřadnice se nesmějı́ “plést” do transformace t a x.

Transformaci tedy budeme hledat ve tvaru

t′ = At+Bx, x′ = Ct +Dx, kde A,B,C,D jsou konstanty .

Jeden vztah mezi konstantami plyne okamžitě z definice vzájemné rychlosti soustav: počátek
IS’ se vůči IS pohybuje rychlostı́ v, tedy podle rovnice x = vt (čas t je nastaven na nulu v

2 Rychlost je samozřejmě definována jako podı́l přı́růstku polohy dx ≡ x2 − x1 a přı́růstku času dt ≡ t2 − t1
v daném inerciálnı́m systému. Je dobré uvědomit si i dalšı́ “samozřejmost”, totiž že časy t2 a t1 jsou odečteny na
různých hodinách — t1 na hodinách nacházejı́cı́ch se v mı́stě x1 a t2 na hodinách v mı́stě x2. (Tyto hodiny jsou
samozřejmě navzájem v klidu a synchronizovány.)
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okamžiku, kdy počátky splývajı́), tudı́ž musı́ pro něj podle druhé transformačnı́ rovnice platit
0 (= x′ = Ct + Dx) = Ct + Dvt. Odtud vidı́me, že C = −Dv, takže druhý vztah nabývá
podoby x′ = D(x− vt). Nynı́ využijeme výchozı́ch principů:

• Rovnocennost IS a IS’ vyžaduje, aby inverznı́ transformace měla stejný tvar jako trans-
formace přı́má, tedy speciálně x = D(x′ − v′t′) = D(x′ + vt′).

• Pokud v okamžiku, kdy sebou počátky procházejı́, v nich blikneme, musı́ se světlo šı́řit
podél x i podél x′ stejnou rychlostı́ c, tedy podle rovnic x = ct a x′ = ct′. Tyto rovnice
tedy musejı́ být podle transformace konzistentnı́. Jejich dosazenı́m do přı́mého a zpětného
vztahu x′ = D(x − vt), x = D(x′ + vt′) dostáváme ct′ = Dt(c − v), ct = Dt′(c + v).
Vynásobenı́m obou a vydělenı́m tt′ vycházı́ c2 = D2(c2 − v2). Při odmocněnı́ volı́me
kladné znaménko, protože přı́pad v = 0 musı́ odpovı́dat identitě (x′ = x), tedy D = 1:

D =
1√
1− v2

c2

≡ γ . (2.1)

Tento výraz, daný vzájemnou rychlostı́ uvažovaných dvou inerciálnı́ch soustav, se nazývá
Lorentzův faktor. Již nás nikdy neopustı́.

Transformačnı́ vztah pro čas už ted’ vyplývá ze vztahů x′ = γ(x − vt), x = γ(x′ + vt′) —
stačı́ z nich vyloučit x′ a vyjádřit t′. Napřı́klad vynásobenı́m prvnı́ rovnice γ a sečtenı́m obou
dostaneme

γx′ + x = γ2x− γ2vt+ γx′ + γvt′ =⇒ γvt′ = γ2vt+ (1− γ2)x =⇒ t′ = γ
(
t− v

c2
x
)

(
totiž 1− γ2 = −v2

c2
γ2
)

.

Můžeme tedy shrnout, že speciálnı́ Lorentzova transformace “ve směru x” je dána

t′ = γ
(
t− v

c2
x
)
, x′ = γ(x− vt), y′ = y, z′ = z. (2.2)

2.2 Bezprostřední důsledky Lorentzovy transformace
Za důsledek Lorentzovy transformace lze považovat vlastně celý dalšı́ obsah speciálnı́ teorie
relativity, ale zde si všimneme jen nejjednoduššı́ch důsledků nového vztahu mezi inerciálnı́mi
systémy pro prostorová a časová měřenı́. Většinu z nich známe už z “železničnı́” kapitoly 1.3.2.
Budeme uvažovat dvě inerciálnı́ soustavy, IS a IS’, nastavené podle minulé kapitoly, a tudı́ž
svázané speciálnı́ Lorentzovou transformacı́ ve směru x. A budeme předpokládat, že se vše, o
čem bude dále řeč, odehrává na stejných y′ = y a z′ = z, napřı́klad přı́mo na ose x, resp. x′

(prostě že směry y, z jsou nepodstatné).

2.2.1 Relativita soumístnosti

Mějme (např.) dvě události, které se v IS’ stanou na témže mı́stě, x′
2 = x′

1, takže jejich
čárkovaná prostorová odlehlost je nulová, ∆x′ ≡ x′

2 − x′
1 = 0. Polohy událostı́ se transformujı́

podle Lorentzovy transformace

x′
2 = γ(x2 − vt2), x′

1 = γ(x1 − vt1) =⇒ ∆x′ = γ(∆x− v∆t) ,
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a tedy v našem přı́padě

0 = γ(∆x− v∆t) =⇒ ∆x = v∆t .

Pokud se tedy události nestanou ve stejném čase (∆t ≡ t2 − t1 6= 0), je jejich nečárkovaná
prostorová odlehlost∆x ≡ x2−x1 nenulová. Tento výsledek je “přirozený”, protože úplně stejně
vycházı́ i pro Galileiho transformaci — soumı́stnost je relativnı́m pojmem již v newtonovské
fyzice.

2.2.2 Relativita současnosti

Mějme nynı́ dvě události, které se v IS stanou ve stejný čas, t2 = t1, takže jejich nečárkovaná
časová odlehlost je nulová, ∆t ≡ t2 − t1 = 0. Časy událostı́ se transformujı́ podle Lorentzovy
transformace

t′2 = γ
(
t2 −

v

c2
x2

)
, t′1 = γ

(
t1 −

v

c2
x1

)
=⇒ ∆t′ = γ

(
∆t− v

c2
∆x
)

,

a tedy v našem přı́padě

∆t′ = −γ v

c2
∆x .

Pokud se tedy události nestanou v IS i na stejném mı́stě (∆x 6= 0), je jejich čárkovaná časová
odlehlost ∆t′ nenulová. Tento výsledek je — na rozdı́l od relativity soumı́stnosti — nový;
podle Galileiho transformace nenastává, poněvadž podle té je čas absolutnı́ (transformuje se
identicky), a tedy absolutnı́ (na systému nezávislou) je i časová odlehlost událostı́.

2.2.3 Kontrakce délek

Mějme ideálnı́ tyč, která je vůči IS’ v klidu a mı́řı́ čistě ve směru x′. Jejı́ délka v IS’ je tedy
∆x′ ≡ x′

2− x′
1 a je zároveň klidovou délkou tyče,∆x′ ≡ l0. Pro polohy konců platı́ Lorentzova

transformace

x′
2 = γ(x2 − vt2), x′

1 = γ(x1 − vt1) =⇒ ∆x′ = γ(∆x− v∆t) .

Měřit délku tyče v IS znamená zaregistrovat vzhledem k tomuto systému současnou polohu
konců tyče. Události 2 ≡ zápis polohy “přednı́ho” konce a 1 ≡ zápis polohy “zadnı́ho” konce
tyče tedy musejı́ proběhnout ve stejném čase t, tj. musı́ být ∆t ≡ t2 − t1 = 0. Dosazenı́m do
transformace máme okamžitě

l0 ≡ ∆x′ = γ∆x ≡ γl (> l ) . . . kontrakce délek . (2.3)

Jak již vı́me, tyč má tedy největšı́ délku vůči svému klidovému systému.
Poznámka: Je jasné, že k měřenı́ délky je třeba nejméně dvojice (inerciálnı́ch, navzájem

stojı́cı́ch a synchronizovaných) hodin — u každého konce tyče musejı́ být (právě v okamžiku
registrace jeho polohy) jedny. Jak jsme již několikrát zdůraznili (naposledy v minulém odstavci),
co je současné vůči IS, nenı́ obecně současné vůči IS’. Z transformace času můžeme dopočı́tat,
že odečet poloh konců tyče, současný vzhledem k IS, nenı́ současný vůči IS’:

t′2 − t′1 ≡ ∆t′ = γ
(
∆t− v

c2
∆x
)
= −γ v

c2
∆x ≡ −γ v

c2
l ,

tedy z hlediska IS’ probı́há měřenı́ délky vůči IS tak, že poloha “přednı́ho” konce tyče je
zaznamenána dřı́ve než poloha “zadnı́ho” konce.
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2.2.4 Dilatace času

Mějme ideálnı́ hodiny, které jsou v klidu vůči IS’, a uvažujme nějaký časový interval ∆t′ ≡
t′2− t′1, který na nich uběhne. Počátečnı́ i koncový “tik” tohoto časového intervalu se v IS’ staly
na stejném mı́stě (hodiny v IS’ stojı́!), tedy je mezi nimi prostorová odlehlost∆x′ ≡ x′

2−x′
1 = 0.

Pro odpovı́dajı́cı́ interval nečárkovaného času tak zjistı́me z inverznı́ Lorentzovy transformace

∆t = γ
(
∆t′ +

v

c2
∆x′

)
= γ∆t′ ≡ γ∆τ (> ∆τ ) . . . dilatace času . (2.4)

(Časovou odlehlost naměřenou na stojı́cı́ch hodinách jsme již dřı́ve označili jako interval vlast-
nı́ho času, ∆τ , a řı́kali jsme, že je to ze všech časových intervalů, které se dajı́ naměřit mezi
určitými dvěma událostmi, ten nejkratšı́.)

Poznámka: Z hlediska IS se počátečnı́ a koncový “tik” čárkovaných hodin odehrály na
různých mı́stech (vzdálených od sebe v∆t), takže zatı́mco∆t′ je úsek odečtený na jedněch hodi-
nách,∆t je rozdı́l údajů na dvou různých (navzájem synchronizovaných) hodinách, vzdálených
od sebe v∆t.

2.2.5 Transformace třírozměrné rychlosti

Představme si, že se něco pohybuje vůči IS třı́-rychlostı́ ~w ≡ d~x
dt

a ptejme se, jaká bude
odpovı́dajı́cı́ rychlost ~w′ ≡ d~x′

dt′
vůči IS’.3 Ze speciálnı́ Lorentzovy transformace zjistı́me

w′
x ≡
dx′

dt′
=
d[γ(x− vt)]

d
[
γ
(
t− v

c2
x
)] = γ d(x− vt)

γ d
(
t− v

c2
x
) = dx− vdt

dt− v
c2
dx
=

dx
dt
− v

1− v
c2
dx
dt

≡ wx − v

1− v
c2
wx

, (2.5)

w′
y ≡
dy′

dt′
=

dy

d
[
γ
(
t− v

c2
x
)] = dy

γ
(
dt− v

c2
dx
) = 1

γ

dy
dt

1− v
c2
dx
dt

≡ 1
γ

wy

1− v
c2
wx

, (2.6)

w′
z ≡
dz′

dt′
=

dz

d
[
γ
(
t− v

c2
x
)] = . . . (stejně) . . . =

1

γ

wz

1− v
c2
wx

. (2.7)

Využili jsme jen toho, že vzájemná rychlost soustav v — a tedy i odpovı́dajı́cı́ Lorentzův faktor
γ — jsou konstantnı́ (jinak by aspoň jeden ze systémů nebyl inerciálnı́!). Pokud se IS’ pohybuje
vůči IS v záporném směru x, je třeba všude u transformačnı́ rychlosti v změnit znaménko. Pro
v → 0 jde γ → 1 a transformačnı́ vztahy nabývajı́ galileiovské podoby

w′
x = wx ∓ v, w′

y = wy, w′
z = wz .

“Zkouška”

Zkontrolujme, jak se vztahy chovajı́ pro rychlosti blı́zké c. Necht’se tedy vůči IS pohybuje IS’
rychlostı́ v = c(1 − δ) v záporném směru osy x a sledovaný předmět rychlostı́ wx = c(1 − ǫ)

3 Zde poprvé se setkáváme s mı́rnou notačnı́ potı́žı́, spočı́vajı́cı́ v tom, že v teorii se vyskytuje vı́cero rychlostı́:
jednak třı́rozměrná rychlost nějakého objektu (částice, pozorovatele, . . . ) měřená vůči nějakému inerciálnı́mu
systému, přı́padně vůči dvěma takovým systémům (IS a IS’), v dalšı́m výkladu se objevı́ také jejı́ čtyř-rozměrná
obdoba (tu budeme značit uµ), a konečně vzájemná rychlost pohybu IS’ vůči IS (ta bude vždy značena v). Většinou
budeme ~v značit i prvně zmı́něnou třı́-rychlost studovaného objektu a téměř nikde snad nedojde k nejasnostem, ale
v tomto odstavci raději použijeme pı́smena ~w.



2.2. BEZPROSTŘEDNÍ DŮSLEDKY LORENTZOVY TRANSFORMACE 19

v kladném směru x. Zajı́má nás rychlost předmětu vůči IS’. Galileiho aditivnı́ formule dává
w′

x = c(2− ǫ− δ), speciálně pro δ → 0, ǫ→ 0 tedy 2c, kdežto Lorentzova transformace vede k

w′
x =

wx + v

1 + v
c2
wx

=
c(2− ǫ− δ)

1 + (1− δ)(1− ǫ)
= c

2− ǫ− δ

2− ǫ− δ + δǫ
=

= c
2− ǫ− δ + δǫ− δǫ

2− ǫ− δ + δǫ
= c

(
1− δǫ

2− ǫ− δ + δǫ

)
.

Tato hodnota je pro jakákoliv nezáporná ǫ a δ menšı́ než c, takže složenı́m dvou podsvětelných
rychlostı́ nikdy nevznikne rychlost nadsvětelná. Pokud je kterákoliv ze skládaných rychlostı́
přesně rovna c (tedy pokud platı́ δǫ = 0), pak ji transformace ponechá přesně stejnou. Ověřili
jsme tedy, že transformace skutečně vyhovuje principu invariance rychlosti světla.

Poznámka: co je to vlastně “rychlost vůči systému”?

“Rychlostı́ vůči danému systému” rozumı́me ~w ≡ d~x
dt

, tedy dráhu, kterou předmět vůči systému
urazı́ za časovou jednotku vyměřenou množinou hodin tohoto systému. “Z praxe” jsme zvyklı́
zaměňovat takto definovanou rychlost s dráhou, kterou předmět vůči vztažné soustavě urazı́ za
jednotku jeho vlastnı́ch hodin, tedy s hodnotou d~x

dt′
. (Viz např. když sledujete na patnı́cı́ch podél

dálnice, kolik ujedete za [svou] minutu kilometrových úseků.) Nynı́ však vı́me, že dı́ky dilataci
času nejsou tyto dva pojmy rychlosti ekvivalentnı́,

d~x

dt′
≡ d~x
dτ
=
d~x

dt

dt

dτ
= ~wγ


zde γ ≡ 1√

1− w2

c2


 .

“Hybridnı́” rychlost d~x
dt′

má tedy vždy většı́ velikost než w, může být i nadsvětelná a pro w blı́žı́cı́
se rychlosti světla jde dı́ky faktoru γ dokonce do nekonečna!4

Aby nevznikl pocit, že tady něco “nehraje”, uvažte, že z hlediska vašeho klidového systému
je ovšem vzdálenost mezi patnı́ky u silnice γ-krát zkontrahovaná, takže kdybyste kromě svých
hodin použili k měřenı́ rychlosti i svého metru, zjistili byste “správně”

d~x′

dt′
=
1

γ

d~x

dt′
=
1

γ

d~x

dt
γ = ~w .

2.2.6 Invariance prostoročasového intervalu a skalárního součinu vektorů

Vůči Galileiho transformaci t′ = t, ~x′ = ~x − ~vt je invariantnı́ časová odlehlost dt (čas je
“absolutnı́”).5 Lorentzova transformace ponechává naproti tomu invariantnı́ rozdı́l−c2 dt2+dl2
— tzv. (prostoročasový) interval ds2. Skutečně,6

ds′2 ≡ −c2dt′2 + dx′2 + dy′2 + dz′2 = −γ2
(
c dt− v

c
dx
)2
+ γ2 (dx− v dt)2 + dy2 + dz2 =

4 Všimněte si, že porovnáte-li údaj na světelné tabuli na začátku obce s okamžitým údajem na svém tachometru,
zjistı́te u sebe většı́ hodnotu. Nechceme váš stroj podceňovat, ale v tomto přı́padě nejde o relativistický efekt.

5 Prostorová vzdálenost dl =
√
dx2 + dy2 + dz2 je invariantnı́ vůči transformaci prostorových souřadnic v IE3

(jedná se o speciálnı́ přı́pad invariance skalárnı́ho součinu dvou vektorů), nikoli však vůči Galileiho transformaci.
(Viz výše diskusi efektů relativity soumı́stnosti a relativity současnosti.) Děkuji doc. J. Obdržálkovi za upozorněnı́
na tuto “samozřejmou”, také však “samozřejmě” překrucovanou skutečnost.

6 Standardně užı́vaným zápisem dt2 apod. se myslı́ (dt)2, nikoli d(t2).
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= γ2
(
−c2dt2 + 2v dt dx− v2

c2
dx2 + dx2 − 2v dt dx+ v2dt2

)
+ dy2 + dz2 =

= γ2
(
1− v2

c2

)(
−c2dt2 + dx2

)
+ dy2 + dz2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 ≡ ds2 .

Invariance intervalu je ve skutečnosti speciálnı́m přı́padem mnohem obecnějšı́ symetrie.
V přı́štı́ kapitole budeme pro popis fyzikálnı́ho děnı́ ve čtyřrozměrném Minkowského prosto-
ročasu zavádět pojem čtyřrozměrných vektorů a tenzorů. Čtyř-vektor bude v souřadnicové bázi
reprezentován čtyřmi složkami, které se při změně báze transformujı́ stejně jako diferenciály
souřadnic, v našem přı́padě tedy podle Lorentzovy transformace. Snadno ověřı́me, že tato trans-
formace ponechává invariantnı́m “skalárnı́ součin” libovolných dvou čtyř-vektorů (např. V ,
W ); skalárnı́ součin pı́šeme v uvozovkách, protože je odlišný od skalárnı́ho součinu v IE3 — v
kartézských souřadnicı́ch, v nichž budeme pracovat, je generovaný nikoliv jednotkovou maticı́,
ale maticı́ diag(−1, 1, 1, 1). Označı́me-li složky čtyř-vektorů indexy nahoře, jak to budeme dělat
v dalšı́ kapitole, tj. (V t, V x, V y, V z), pak tedy jejich speciálnı́ Lorentzova transformace znı́

V ′t = γ
(
V t − v

c
V x
)
, V ′x = γ

(
V x − v

c
V t
)
, V ′y = V y, V ′z = V z

(pro W obdobně), a tudı́ž skalárnı́ součin se transformuje



−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







V ′t

V ′x

V ′y

V ′z







W ′t

W ′x

W ′y

W ′z


 = −V

′tW ′t + V ′xW ′x + V ′yW ′y + V ′zW ′z =

= −γ2
(
V t − v

c
V x
)(

W t − v

c
W x
)
+ γ2

(
V x − v

c
V t
)(

W x − v

c
W t
)
+ V yW y + V zW z =

= γ2
(
−V tW t +

v

c
V tW x +

v

c
V xW t − v2

c2
V xW x + V xW x − v

c
V xW t − v

c
V tW x +

v2

c2
V tW t

)

+ V yW y + V zW z =

= γ2
(
1− v2

c2

)(
−V tW t + V xW x

)
+ V yW y + V zW z =

= −V tW t + V xW x + V yW y + V zW z .

Speciálnı́m přı́padem právě dokázané invariance je přı́pad W = V , tedy skalárnı́ součin čtyř-
vektoru se sebou samým — neboli kvadrát “prostoročasové normy” čtyř-vektoru. Invariance
prostoročasového intervalu je pak speciálně invariancı́ kvadrátu “prostoročasové normy” přı́-
růstku polohového čtyř-vektoru, tedy čtyř-vektoru s kartézskými složkami (c dt, dx, dy, dz).

2.3 Můj čas ted’nemá valné hodnoty. . .
Doufáme, že prvnı́, “kinematická” část Einsteinova průkopnického článku vás zaujala podobně
jako Conrada Habichta. Einstein v nı́ ještě na základě relativity současnosti a dilatace času
poprvé uvažuje o “paradoxu dvojčat” a dovozuje, že hodiny na zemském rovnı́ku jdou vůči
stejným hodinám na pólu nepatrně pomaleji. Slovo “kinematická” je v souvislosti se speciálnı́
relativitou důležité. Při pohledu zpět do historie se totiž znovu a znovu vynořuje otázka, jak to,
že Lorentz — a hlavně Poincaré — “neobjevili speciálnı́ relativitu”, když matematicky ji vlastně
měli vı́ce než připravenou. A dále: proč si Einsteinovy teorie ani po r. 1905 téměř nevšı́mali?
(S Poincarém se Einstein téměř neznal, ale Lorentz se s nı́m velmi přátelil.) Odpověd’je zřejmě
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taková, že z jejich hlediska nebyl Einsteinův postup uspokojivý: Einstein dostal Lorentzovu
transformaci “automaticky” z čistě kinematického “principu relativity”, kdežto oni usilovali o
jejı́ “hlubšı́”, dynamické vysvětlenı́ (pomocı́ vlastnostı́ éteru).

Každopádně po kinematické části článku začı́ná Einstein s elektrodynamikou. Nejdřı́ve
dokazuje lorentzovskou invarianci bezzdrojových Maxwellových(-Hertzových) rovnic, odvo-
zuje vztahy pro Dopplerův jev a aberaci a pro tlak zářenı́, poté transformuje polnı́ rovnice za
přı́tomnosti zdrojů a dovozuje, že elektrický náboj je invariant, a konečně analyzuje pohybovou
rovnici pro elektron — z jejı́ch průmětů nalézá podélnou a přı́čnou hmotnost a navrhuje, jak
chovánı́ elektronů ověřit experimentálně. V závěru neuvádı́ žádnou literaturu, jen děkuje za
diskuse přı́teli M. Bessoovi.

V zářı́ 1905 přišel z patentového úřadu Conradu Habichtovi dalšı́ dopis: “. . . Můj čas
ted’ nemá valné hodnoty; nenı́ vždy námětů zralých k přemı́tánı́. Aspoň ne těch doopravdy
vzrušujı́cı́ch. Bylo by tu samozřejmě téma spektrálnı́ch čar; ale myslı́m, že jednoduchý vztah
mezi těmito jevy a těmi už prozkoumanými vůbec neexistuje, takže se mi ty věci zdajı́ prozatı́m
málo slibné. Napadl mě důsledek toho studia elektrodynamiky. Totiž princip relativity ve spojenı́
s Maxwellovými fundamentálnı́mi rovnicemi vyžaduje, aby hmotnost byla přı́mou mı́rou energie
obsažené v tělese; světlo s sebou nese hmotnost. V přı́padě radia by mělo docházet ke znatelnému
úbytku hmotnosti. Zábavná a svůdná úvaha; ale pokud vı́m, Všemohoucı́ Bůh se možná celé
záležitosti směje a vodı́ mě za nos.” — O smı́chu nenı́ nic známo, ale vedl Einsteina k rovnici
E = mc2. Den předtı́m, než se v Annalen der Physik (28. zářı́ 1905) objevila Einsteinova práce
K elektrodynamice pohybujı́cı́ch se těles, byl k publikaci tamtéž přijat třı́stránkový “doplněk”
Závisı́ setrvačnost tělesa na jeho energetickém obsahu?; vyšel téhož roku v ročnı́ku 18 na
stránkách 639-641. Souvislost mezi hmotnostı́ a elektromagnetickou energiı́ elektronů byla na
přelomu stoletı́ studována a Friedrich Hasenörl dokázal, že zářenı́ v dutině je možno připsat
hmotnost úměrnou jeho energii. Nynı́ však Einstein nalezl zcela universálnı́ vztah mezi oběma
veličinami. Dostaneme se k němu až v odstavci 4.4, ale už ted’předešleme, že to byla bomba —
přeneseně, ale tak trochu i doslova. . .
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KAPITOLA 3

Minkowského prostoročas

“Toho bych se od Einsteina nenadál,” divil se Hermann Minkowski, když sledoval, jak se v 17.
ročnı́ku prestižnı́ho časopisu Annalen der Physik (r. 1905) objevuje jeden článek jeho bývalého
studenta za druhým. Přesto ještě netušil, že ty články obrátı́ fyziku naruby. Einstein 5 let předtı́m
studoval na curyšské Polytechnice, ale jeho profesoři matematiky Minkowski a Hurwitz ho z té
doby moc neznali. (“Nikdo mě nikdy nepřiměje, abych chodil na matematické semináře!”)

Minkowski si pročetl hlavně článek O elektrodynamice pohybujı́cı́ch se těles, který přinášı́
novou interpretaci Lorentzovy transformace a odvozuje řadu jejı́ch podivuhodných důsledků.
Einsteinovo zpracovánı́ tématu se však Minkowskému zdálo “matematicky přı́liš rozvláčné”.1

V roce 1907 pak Minkowski začal během semináře věnovaném elektrodynamice, který pořádal
na göttingenské universitě spolu s Davidem Hilbertem, formulovat zpracovánı́ nové, “geome-
trické”. Předevšı́m si všiml, že na rozdı́l od Galileiho transformace t′ = t, x′ = x − vt se
v transformaci Lorentzově vyskytujı́ časová a prostorová souřadnice zcela symetricky a jsou
vzájemně provázány:

ct′ = γ
(
ct− v

c
x
)
, (3.1)

x′ = γ
(
x− v

c
ct
)
. (3.2)

Znamená to, že žijeme ve čtyř-rozměrném eukleidovském prostoru-času, jehož tři rozměry jsou
prostorové a jeden časový? Nikoliv, jak ukáže struktura invariantů.

3.1 Indexový formalismus v IE3 — připomenutí

Nejdřı́ve připomeneme (velmi pragmatickým způsobem!) pár základnı́ch věcı́ z třı́rozměrného
eukleidovského prostoru. Zavádı́me tam různé typy souřadnic xi ≡ (x1, x2, x3) — napřı́klad
kartézské (x, y, z), sférické (r, θ, φ) či cylindrické (ρ, φ, z). Při přechodu od jedné souřadnicové
báze k jiné, xj → x′

i = x′
i(xj), se veličiny transformujı́ pomocı́ dvou matic: Jacobiho “matice

přechodu” ∂x′

i

∂xj
a matice k nı́ inverznı́ ∂xj

∂x′

k

. Složky vektorů se transformujı́ přes “přı́mou” matici

1 Einsteinovu reakci na tento postřeh neuvádı́me, je do 21 let nepřı́stupná.

23



24 3. MINKOWSKÉHO PROSTOROČAS

a jejich “prototypem” je diferenciál polohy,2

dx′
i =

∂x′
i

∂xj
dxj −→ stejně všechny vektory : V ′

i (x
′) =

∂x′
i

∂xj
Vj(x) . (3.3)

Složky lineárnı́ch funkcionálů (= lineárnı́ch forem = kovektorů), tedy objektů k vektorům
duálnı́ch, se transformujı́ přes inverznı́ matici a jejich “prototypem” je gradient,

∂

∂x′
k

=
∂xj

∂x′
k

∂

∂xj
−→ stejně všechny kovektory : C ′

k(x
′) =

∂xj

∂x′
k

Cj(x) . (3.4)

Vektory a kovektory lze nahlı́žet jako speciálnı́ přı́pady tenzorů. Tenzory jsou abstraktně defino-
vány jako multilineárnı́ zobrazenı́ z kartézského součinu určitého počtu (≡ r) kovektorových a
určitého počtu (≡ s) k nim duálnı́ch (vektorových) prostorů do reálných čı́sel. “Dřevorubecky”
řečeno, tenzory jsou jako skřı́ně, které majı́ na jedné straně r zásuvek, do nichž se dajı́ zastrčit
kovektory, a na druhé straně s zásuvek, do nichž se dajı́ strčit vektory. Když se to provede a
“zatočı́ se klikou”, vypadne čı́slo. Pokud se chce sdělit, kolik má tenzor kterých zásuvek, řekne
se, že je “typu (r, s)”, nebo též “r-krát kontravariantnı́ a s-krát kovariantnı́” — celkově pak
“tenzor (r + s)-tého řádu”. V souřadnicı́ch jsou tenzory reprezentovány dr+s složkami, kde d
je dimenze prostoru (u nás zatı́m d = 3) a r+ s je počet indexů. Definičnı́ operace “zapůsobenı́
tenzorem T na r kovektorů C, D, . . . a s vektorů V , W ” (tedy “zasunutı́ argumentů do jeho
zásuvek a zatočenı́ klikou”) má ve složkách podobu vnitřnı́ho součinu

Tij...mn...CiDj . . . VmWn . . . (= číslo) .

Složky tenzoru typu (r, s) se při přechodu mezi souřadnicovými bázemi transformujı́ přes r
přı́mých Jacobiho matic a s matic inverznı́ch (“vektorové indexy se transformujı́ přes přı́mé
matice a kovektorové indexy přes inverznı́ matice”),

T ′
i...m...(x

′) =
∂x′

i

∂xj
. . .

∂xn

∂x′
m

. . . Tj...n(x) . (3.5)

Vždy tedy celkově tolik transformačnı́ch matic, kolik indexů (tj. r + s). Pokud nemá tenzor ani
jeden index (nemá ani jednu “zásuvku”), pak se tedy transformuje zcela bez transformačnı́ch
matic, což ovšem znamená

Φ′(x′) = Φ(x) (3.6)

— tedy hodnota takovéhoto “tenzoru nultého řádu” je ve všech souřadnicı́ch stejná; hovořı́me
o invariantu (někdy se jako synonymum řı́ká skalár, ale my budeme raději užı́vat prvnı́ho
termı́nu a druhý ponecháme pro označenı́ jakékoliv, obecné jednosložkové veličiny).

Ne všechny fyzikálnı́ veličiny jsou matematicky popsány tenzory — speciálně ne každá
matice představuje složky nějakého tenzoru, ne každý řádek či sloupec reprezentuje (ko)vektor
a ne každá funkce je invariantem. Poznáme to právě podle toho, jak se transformujı́. V teorii
relativity jsou však tenzory zvlášt’důležité, protože jsou to veličiny definované abstraktně, bez
vazby na jakoukoli konkrétnı́ bázi, a tı́m pádem obsahujı́ určitou invariantnı́, na zvolené bázi

2 Budeme všude užı́vat Einsteinova sumačnı́ho pravidla: přes dva stejné indexy v součinu se automaticky sčı́tá,

tedy XiYi ≡
d∑

i=1

XiYi, kde d je dimenze uvažovaného prostoru. K notaci ještě poznamenejme, že při přechodu od

“nečárkovaných” k “čárkovaným” složkám je zvykem psát čárku u pı́smena označujı́cı́ho veličinu (a budeme to
tak dělat i my), ale je snad jasné, že ve skutečnosti by se čárka měla psát k indexům, protože měnı́ se souřadnice,
nikoliv veličina (zvláště, když je tenzorová).
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nezávislou informaci. Přesně to budeme potřebovat, když budeme chtı́t zformulovat fyzikálnı́
zákony — v duchu principu relativity — nezávisle na inerciálnı́m systému, konkrétně tak, aby
byly invariantnı́ vůči Lorentzově transformaci. Prakticky vzato, pokud zapı́šeme zákon jako
rovnici, na jejı́ž levé i pravé straně bude tenzor, pak to ovšem samozřejmě musejı́ být tenzory
stejného typu (aby rovnost vůbec měla matematický smysl) — což ale znamená, že při změně
souřadnic se bude levá i pravá strana rovnice transformovat stejně, a tedy tvar rovnice se přitom
nezměnı́.

V čem ale spočı́vá ona “invariantnı́ informace”, obsažená v tenzorové veličině, jak ji
z tenzoru extrahovat? Obsahujı́ ji invarianty, které se z tenzorů zı́skajı́ úženı́m (kontrakcı́)
a/nebo vnitřnı́mi (skalárnı́mi) součiny. Významnou úlohu budou hrát předevšı́m invarianty dané
skalárnı́mi součiny vektorů. Obecně (v křivočarých souřadnicı́ch) se zapı́šou gijViWj , kde gij
je metrický tenzor, speciálně v kartézských souřadnicı́ch je metrickým tenzorem jednotková
matice, takže skalárnı́ součin je δijViWj . Invariance skalárnı́ho součinu

g′ijV
′
i W

′
j =

∂xk

∂x′
i

∂xl

∂x′
j

gkl
∂x′

i

∂xm
Vm

∂x′
j

∂xn
Wn = gmnVmWn

nabývá v kartézských souřadnicı́ch (v nichž g′ij = δij = gij) podoby

δijV
′
iW

′
j = δij

∂x′
i

∂xm

Vm

∂x′
j

∂xn

Wn = δmnVmWn ,

tedy je tam ekvivalentnı́ “relacı́m ortogonality”

δij
∂x′

i

∂xm

∂x′
j

∂xn
= δmn .

Tyto relace je možno nahlı́žet jako podmı́nky pro transformačnı́ matice, zároveň se však jedná
prostě o transformačnı́ vztah pro metrický tenzor jakožto tenzor typu (0, 2) (tedy bilineárnı́
formu) — v tomto přı́padě speciálně tzv. izotropnı́ tenzor (tenzor, který je ve všech souřadnicı́ch
daného typu stejný).

Skalárnı́m součinem vektoru se sebou samým dostaneme velikost (normu) vektoru v 2.
mocnině,

gijViVj = |V |2 ≡ V 2 .

Pokud jako vektor vezmeme speciálně přı́růstek souřadnic mezi dvěma blı́zkými body,Vi ≡ dxi,
zı́skáme invariantnı́ vzdálenost těchto bodů,

gijdxidxj = |dx|2 ≡ dl2 , (3.7)

která se v kartézských složkách redukuje na Pythagorovu větu

dl2 = δijdxidxj = dx
2
1 + dx

2
2 + dx

2
3 .

3.2 Indexový formalismus v Minkowského prostoročasu
Minkowského prostoročas je čtyřrozměrný (má oproti IE3 navı́c časový rozměr), kromě toho
se ale lišı́ jen v jednom ohledu: jeho metrický tenzor má v jakýchkoliv kartézských souřad-
nicı́ch složky gµν

kart
= diag(−1, 1, 1, 1) ≡ ηµν (tedy nikoliv diag(1, 1, 1, 1) = δµν). Tento tvar

metrického tenzoru se nazývá Minkowského tenzorem. Řeckými pı́smeny na mı́stě indexů
budeme značit časo-prostorové složky: mohou nabývat hodnot 0, 1, 2, 3, přičemž prvnı́ z nich
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(lépe řečeno “nultá”) bude odpovı́dat časové složce, zbylé prostorovým složkám; prostorové
hodnoty 1, 2, 3 budeme značit latinskými indexy (jako dosud).

Ještě bude jeden rozdı́l ve formalismu: aby bylo možné na prvnı́ pohled rozlišit vektory a
kovektory, budeme “vektorové” indexy psát nahoru a “kovektorové” dolů. Sčı́tánı́ přes indexy
bude probı́hat vždy přes jeden hornı́ a jeden dolnı́ index výrazu. V součinu se může určitý
index vyskytovat bud’jednou — pak se nazývá volným indexem (za takový index lze dosadit
jakoukoliv hodnotu 0–3, samozřejmě konzistentně s přı́padnými ostatnı́mi členy ve výrazu či
rovnici), nebo dvakrát, a to jednou nahoře a jednou dole (nebo naopak) — pak se nazývá sčı́tacı́m
indexem (v daném součinu se sčı́tá přes všechny jeho hodnoty). Volný index se může jmenovat
jakkoli, ale samozřejmě konzistentně v celém výrazu či rovnici; sčı́tacı́ index se může jmenovat
jakkoli a lze jej po dvojicı́ch přejmenovat i zvlášt’v každém součinu. Důležité praktické pravidlo:
v žádném členu obsahujı́cı́m jen násobenı́ se žádný index nesmı́ vyskytovat vı́ckrát než dvakrát —
a pokud dvakrát, pak vždy v opačných polohách jako indikace úženı́ nebo vnitřnı́ho součinu. Až
na rozlišovánı́ vektorových (tzv. “kontravariantnı́ch”) a kovektorových (tzv. “kovariantnı́ch”)
indexů je tedy formalismus stejný jako v IE3. My to navı́c budeme mı́t speciálně jednoduché,
protože budeme po celou dobu pracovat v kartézských souřadnicı́ch (nebot’ inerciálnı́ systémy
jsou dle definice kartézskými bázemi). Souřadnice označı́me

xµ ≡ (x0, x1, x2, x3), speciálně kartézské : xµ ≡ (ct, x, y, z) . (3.8)

Vektory a kovektory se ovšem poznajı́ teprve podle toho, jak se transformujı́. Vektory, resp.
kovektory majı́ čtyři složky, které se při přechodu mezi souřadnými soustavami xν → x′µ(xν)
transformujı́ stejně jako diferenciály souřadnic, resp. stejně jako gradient:

dx′µ =
∂x′µ

∂xν
dxν −→ stejně všechny vektory : V ′µ(x′) =

∂x′µ

∂xν
V ν(x) , (3.9)

∂

∂x′α =
∂xβ

∂x′α
∂

∂xβ
−→ stejně všechny kovektory : C ′

α(x
′) =

∂xβ

∂x′α Cβ(x) . (3.10)

Obecný tenzor typu (r, s), tedy s r indexy nahoře a s indexy dole (tj. tenzor “r-krát kontravari-
antnı́ a s-krát kovariantnı́”), je pak veličina o 4r+s složkách, které se transformujı́ přes r přı́mých
a s inverznı́ch Jacobiho matic,

T ′µ...
α...(x

′) =
∂x′µ

∂xν
. . .

∂xβ

∂x′α . . . T ν...
β...(x) . (3.11)

Speciálnı́m přı́padem — “tenzorem bez indexů” (r = 0, s = 0) — je invariant. Je to veličina,
jejı́ž hodnota je ve všech vztažných systémech stejná,

Φ′(x′) = Φ(x). (3.12)

Jako “absolutnı́”, na souřadnicı́ch nezávislé veličiny jsou invarianty v teorii relativity obzvlášt’
významné.

Během přednášky se seznámı́me s řadou skalárnı́ch veličin (nebo jejich kombinacı́), které
jsou invariantnı́. Kromě toho jsou invariantnı́mi všechna zúženı́ (kontrakce) tenzorů, jejich
determinant a vnitřnı́ (skalárnı́) součiny. Obě tyto operace představujı́ ve složkovém podánı́
sčı́tánı́ přes určité indexy. Zúženı́m (kontrakcı́) tenzoru T ...µ...

...α... v indexech µ a α (vždy
jeden musı́ být nahoře a jeden dole) se nazývá tenzor řádu o 2 nižšı́ho, který vznikne vysčı́tánı́m
přes zmı́něné dva indexy, T ...ι...

...ι.... Vnitřnı́ (skalárnı́) součin je určen metrickým tenzorem
gµν , jehož nejdůležitejšı́ vlastnostı́ je, že je ve svých indexech symetrický. Ve významném
přı́padě dvou čtyř-vektorů V µ, W µ je napřı́klad skalárnı́ součin ve složkách vyjádřen gµνV

µW ν .
My budeme v celém kursu vztahovat veličiny k inerciálnı́m systémům, takže budeme použı́vat
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kartézských souřadnic. V těch, jak už vı́me, nabývá metrický tenzor Minkowského podoby
gµν = diag(−1, 1, 1, 1) ≡ ηµν . Invariance skalárnı́ho součinu

ηµνV
′µW ′ν = ηµν

∂x′µ

∂xρ
V ρ∂x

′ν

∂xσ
W σ = ηρσV

ρW σ

je v nich ekvivalentnı́ relacı́m ortogonality

ηµν
∂x′µ

∂xρ

∂x′ν

∂xσ
= ηρσ (3.13)

(jedná se vlastně o transformačnı́ předpis pro izotropnı́ bilineárnı́ formu ηµν , zapsaný ovšem
opačně než jsme zvyklı́, totiž “čárkovaným” je zde ηµν stojı́cı́ vlevo). Speciálně je invariantnı́
skalárnı́ součin jakéhokoli čtyř-vektoru se sebou samým, tedy ηµνV

µV ν — prostoročasová
“velikost” či “norma” vektoru. A ještě speciálněji, pro čtyř-vektor tvořený konkrétně diferenciály
čtyřrozměrné polohy, V µ ≡ dxµ, se jedná o tzv. (prostoročasový) interval, ηµνdxµdxν ≡ ds2.

Zdůrazněme znovu rozepsánı́m složek,

ηµνV
µW ν = −V 0W 0 + δijV

iW j ,

že Minkowského prostoročas se hodnotou η00 = −1 lišı́ od čtyřrozměrného eukleidovského
prostoru (jehož metrický tenzor má v kartézských souřadnicı́ch složky δµν). Skalárnı́ součin
dı́ky nı́ nenı́ pozitivně semi-definitnı́, nýbrž indefinitnı́ — jeho výsledkem může být kladná,
záporná i nulová hodnota; nulová hodnota přitom nemusı́ odpovı́dat triviálnı́mu přı́padu V µ = 0
nebo W µ = 0. Nejlépe je rozdı́l vidět na prostoročasovém intervalu

ds2 = ηµνdx
µdxν = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 ,

který nenı́ čtyřrozměrnou vzdálenostı́ (nebot’časový člen v něm vystupuje s mı́nusem).

3.2.1 Přechod mezi vektory a kovektory: snižování a zvyšování indexů

Tenzory typu (r, s) jsou definovány jako multilineárnı́ zobrazenı́ r kovektorů a s vektorů do
reálných čı́sel, ale ve skutečnosti nemusejı́ být všechny tyto argumenty dosazeny. Pokud tenzor
typu (r, s) zapůsobı́ jen na u < r kovektorů a v < s vektorů, nenı́ výsledkem čı́slo, ale tenzor
typu (r− u, s− v)— je to prostě dáno tı́m, kolik jakých argumentů zůstane nezaplněných. (Je
to jasné jak na abstraktnı́ úrovni, tak ve složkách, protože neobsazené argumenty odpovı́dajı́
indexům, které se nevysčı́tajı́, takže je výsledná veličina i nadále má.) Představme si speciálně
součin TµνV

ν , kde Tµν je nějaký tenzor a V ν vektor. Výsledek má jeden index dole, tedy je to
kovektor. Pokud provedeme takovýto součin speciálně s metrickým tenzorem, bude výsledkem
kovektor, který je duálnı́ právě k vektoru V ν , a ten se značı́ stejným pı́smenem jako původnı́
vektor, ηµνV ν ≡ Vµ. Metrický tenzor má tedy dvojı́ základnı́ roli: jednak definuje vnitřnı́ součin,
jednak zobrazuje vektory na kovektory. A také naopak; opačné přiřazenı́ je možné dı́ky tomu,
že k matici ηµν existuje inverze (protože ηµν má nenulový determinant, totiž −1) — označı́me
ji ηµν :

ηµιηια (≡ ηµα) = δµα . . . obecně gµιgια (≡ gµα) = δµα . (3.14)

Je zřejmé, že ηµν = diag(−1, 1, 1, 1), tedy u Minkowského tenzoru jsou ryze kontravariantnı́
složky stejné jako složky ryze kovariantnı́. (V přı́padě obecného metrického tenzoru — tedy
v přı́padě obecných, křivočarých souřadnic, přı́padně navı́c v prostoročasu složitějšı́ geometrie
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než má Minkowského prostoročas — však mohou být kontravariantnı́ a kovariantnı́ složky
výrazně odlišné.) Máme tedy “tam a zpátky”

ηµνV
ν = Vµ ←→ ηαµVµ (= ηαµηµνV

ν = δαν V
ν) = V α .

Obdobným způsobem lze pomocı́ metrického tenzoru zvyšovat a snižovat jakýkoliv index,
tj. index u jakékoliv veličiny (notace se skutečně použı́vá nejen u tenzorů, ale i u netenzorových
vı́cesložkových veličin) — na přı́klad

ηκλT
...λ...

... = T ...
κ
...
... , ηγδT µ

δ = T µγ .

3.3 Lorentzovy transformace
V přı́padě přechodu mezi inerciálnı́mi soustavami, tedy v přı́padě Lorentzovy transformace,
budeme Jacobiho matici značit Λµ

ν . Jako speciálnı́ přı́pad obecné transformace vektorů (3.9)
tak máme

dx′µ = Λµ
νdx

ν −→ stejně všechny vektory : V ′µ(x′) = Λµ
νV

ν(x) . (3.15)

Lorentzovy transformace jsou, jak vı́me, lineárnı́, takže jejich matice Λµ
ν nezávisejı́ na souřad-

nicı́ch (závisejı́ jen na vzájemné rychlosti IS, mezi kterými se přecházı́). Dı́ky tomu platı́ stejný
vztah i pro samotné hodnoty souřadnic,

x′µ = Λµ
νx

ν (+bµ) (3.16)

— tedy až na konstantnı́ člen (bµ), který odpovı́dá triviálnı́ volnosti ve volbě počátku a my
jej budeme volit nulový. Jako přı́klad uvedeme matici speciálnı́ Lorentzovy transformace ve
směru +x, kterou jsme probı́rali v minulé kapitole. Jejı́ složky najdeme porovnánı́m “člen po
členu” transformačnı́ho předpisu x′µ = Λµ

νx
ν a vztahů (2.2),

x′0 = Λ00x
0 + Λ01x

1 + Λ02x
2 + Λ03x

3 ←→ ct′ = γ
(
ct− v

c
x
)
,

x′1 = Λ10x
0 + Λ11x

1 + Λ12x
2 + Λ13x

3 ←→ x′ = γ
(
x− v

c
ct
)
,

x′2 = Λ20x
0 + Λ21x

1 + Λ22x
2 + Λ23x

3 ←→ y′ = y ,

x′3 = Λ30x
0 + Λ31x

1 + Λ32x
2 + Λ33x

3 ←→ z′ = z ,

stačı́ jen uvážit očı́slovánı́ souřadnic (x0, x1, x2, x3) ≡ (ct, x, y, z). Matice má tedy podobu

(Λµ
ν)speciální,+x =




γ −γ v
c
0 0

−γ v
c

γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 . (3.17)

Druhou základnı́ obecnou vlastnostı́ Lorentzových transformacı́ (kromě linearity) je orto-
gonalita. Relace ortogonality (3.13) majı́ pro ně “samozřejmou” podobu

ηµνΛµ
ρΛν

σ = ηρσ . (3.18)

Z lineárnı́ algebry je známo, že pro ortogonálnı́ matice je jejich inverze rovna transpozici.
Skutečně, vynásobme vztah ησα a dostaneme vztah pro inverzi matic,

ηµνΛ
µ
ρΛ

ν
ση

σα (= ηρση
σα) = δαρ , (3.19)
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kde u druhé matice Λν
σ snı́žı́me prvnı́ a zvýšı́me druhý index pomocı́ přı́tomných metrických

tenzorů, ηµνΛν
ση

σα = Λµ
α, a máme

Λµ
ρΛµ

α = δαρ =⇒ [Λα
µ]

−1 = Λµ
α . (3.20)

Inverze matice Lorentzovy transformace je tedy skutečně dána transpozicı́. (Je proto důležité
dávat pozor na polohu indexů.) “Ve složkách” se inverznı́ Lorentzova transformace lišı́ od přı́mé
jen znaménkem vzájemné rychlosti systémů, takže např. matice inverznı́ speciálnı́ Lorentzovy
transformace ve směru +x vypadá

[
(Λµ

ν)speciální,+x

]−1
= (Λν

µ)speciální,+x =




γ +γ v
c
0 0

+γ v
c

γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 . (3.21)

Nynı́ můžeme dodat, že pro kovektory máme z obecného vztahu (3.10) v přı́padě Lorent-
zovy transformace

∂

∂x′α = Λα
β ∂

∂xβ
−→ stejně všechny kovektory : C ′

α(x
′) = Λα

βCβ(x) (3.22)

a pro obecné tenzory z formule (3.11)

T ′µ...
α...(x

′) = Λµ
ν . . . Λα

β . . . T ν...
β...(x) . (3.23)

3.4 Tenzory a principy speciální relativity
Nejdůležitějšı́m sdělenı́m teorie relativity jsou jejı́ výchozı́ principy. Hned po nich následuje
obecný návod, jak jim dostát: majı́-li rovnice vyjadřujı́cı́ fyzikálnı́ zákony splňovat princip spe-
ciálnı́ relativity, musejı́ mı́t ve všech těchto systémech stejný obsah, neboli stejný “tvar” — řı́ká
se, že musejı́ být kovariantnı́ (= “invariantnı́ co do tvaru”). To vyžaduje, aby byly zapsány
pomocı́ matematických veličin, které jsou definovány bez odkazu na nějaký konkrétnı́ vztažný
systém, jejichž význam nenı́ závislý na konkrétnı́ souřadnicové bázi. Takovými vhodnými ve-
ličinami jsou tenzory. Souřadnicové složky všech tenzorů (daného typu) se transformujı́ podle
stejných formulı́, pomocı́ Jacobiho matic a matic inverznı́ch, přičemž v přı́padě Minkowského
prostoročasu a přechodů mezi inerciálnı́mi systémy je tvar těchto matic dán Lorentzovými
transformacemi. Výchozı́ principy speciálnı́ relativity tedy — krátce shrnuto — vyžadujı́ lo-
rentzovskou invarianci (“tenzorovou povahu”) fyzikálnı́ch zákonů. Aby šlo tuto invarianci
prakticky naplňovat, je třeba vědět, jak se pozná, zda určitá veličina je tenzorem. Připomı́náme
proto ještě jednou (a v průběhu dalšı́ch kapitol to budeme dělat u konkrétnı́ch veličin průběžně),
že “ne podle indexů, ale podle transformace složek poznáš tenzor”. (Tedy ne vše, co má indexy,
musı́ být tenzorem. Speciálně třeba matice Lorentzovy transformace nejsou tenzory. Podobně
se setkáme — vlastně jsme se již setkali! — s řadou skalárnı́ch veličin, které vůči Lorentzově
transformaci nejsou invariantnı́, např. délka, čas, rychlost, hmotnost, hustota, nebo jednotlivé
složky tenzorů.)

3.4.1 Počítání s tenzory

K obecným řečem připojı́me různé praktické, ale i některé zásadnějšı́ poznámky ke složkové
práci s tenzory:
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• Skalárnı́ součin jsme zapisovali zatı́m vždy ve tvaru ηµνV µW ν , ale jde ho zapsat i několika
jinými způsoby, když využijeme snižovánı́ a zvyšovánı́ indexů pomocı́ Minkowského
tenzoru:

ηµνV
µW ν = VνW

ν = V µWµ = ηµνVνWµ . (3.24)

Speciálně si budeme pamatovat, že v jakémkoli výrazu (součinu), v němž se sčı́tá přes
dvojici indexů, je jedno, zda jsou indexy “tak či onak”, totiž zda je prvnı́ nahoře a druhý
dole, nebo naopak. To samé platı́ pro kontrakce tenzorů, napřı́klad

T µσκ
σβ = ησρ T µ

ρ
κ
σβ = T µ

ρ
κρ

β = ηρσ T
µσκρ

β ,

speciálně pro stopu tenzoru 2. řádu

T ≡ T α
α = ηαβT

αβ = Tβ
β = ηβαTβα .

• Vnitřnı́ násobenı́ je komutativnı́, takže je jedno, v jakém pořadı́ násobené tenzory zapı́-
šeme, např.

ηµνV
µW ν = V µηµνW

ν = W νV µηµν = VνW
ν = W νVν apod. ,

samozřejmě kromě přı́padů, kdy některý z tenzorů je operátorem (třeba gradientem).

• Když už byl zmı́něn gradient: tento diferenciálnı́ operátor jsme v transformačnı́ch před-
pisech (3.4), (3.10) uvedli jako prototyp kovektoru, takže si budeme pamatovat, že “par-
ciálnı́ derivace se chovajı́ tenzorově”, což bude podstatné pro lorentzovskou kovarianci
diferenciálnı́ch rovnic. K tomu ale výrazné upozorněnı́: ve skutečnosti se (parciálnı́) gra-
dient chová jako kovektor jen vůči lineárnı́m transformacı́m, jak snadno zjistı́me, když
přetransformujeme např. gradient vektoru:

∂V ′µ

∂x′α =
∂

∂x′α

(
∂x′µ

∂xν
V ν

)
=

∂2x′µ

∂xν∂xβ

∂xβ

∂x′α V ν +
∂x′µ

∂xν

∂V ν

∂xβ

∂xβ

∂x′α .

Pouze pokud je prvnı́ člen nulový, vycházı́ transformace tenzoru 2. řádu (jednou kon-
travariantnı́ho a jednou kovariantnı́ho). A prvnı́ člen je nulový pro lineárnı́ transformace
(pro které je Jacobiho matice přechodu nezávislá na souřadnicı́ch). V tomto kursu budeme
vesměs pracovat v kartézských inerciálnı́ch soustavách, mezi těmi se přecházı́ Lorentzo-
vými transformacemi, a ty jsou lineárnı́, takže při parciálnı́m derivovánı́ nemusı́me mı́t (o
tenzory) obavy — uvedený gradient čtyř-vektoru se napřı́klad transformuje

∂V ′µ

∂x′α = Λ
µ
νΛα

β ∂V ν

∂xβ
,

ale už kdybychom přešli do křivočarých souřadnic, parciálnı́ derivace by se tenzorově
nechovaly! (Samotný operátor parciálnı́ho gradientu se tedy transformuje jako kovektor,
ale je také důležité, na co a v jakých souřadnicı́ch působı́. Gradient invariantu Φ,α je vždy
kovektorem, ale na (ko)vektory a vyššı́ tenzory působı́ gradient tenzorově jen pokud se
transformujı́ lineárně.)
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• Řı́kali jsme, že budeme celý semestr nahlı́žet svět z inerciálnı́ch soustav. Vzhledem k
tomu, že našı́m světem bude Minkowského prostoročas, je to zdaleka nejvýhodnějšı́ a
nejpřirozenějšı́. Jednou bychom ale mohli ukázat, co by se stalo, kdybychom pracovali
např. ve sférických nebo cylindrických souřadnicı́ch. Jak snadno zjistı́te dosazenı́m za
dxµ z transformačnı́ch vztahů

x = r sin θ cosφ , y = r sin θ sinφ , z = r cos θ , (t zůstává) ,

resp. x = ρ cosφ , y = ρ sinφ , (t, z zůstávají) ,

prostoročasový interval v tom přı́padě vypadá

ds2
sfér.
= −c2dt2 + dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2 ,

ds2
cyl.
= −c2dt2 + dρ2 + ρ2dφ2 + dz2 ,

to znamená, že metrický tenzor nemá Minkowského tvar ηµν , nýbrž

gµν
sfér.
=




−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2 θ


 , resp. gµν

cyl.
=




−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 ρ2 0
0 0 0 1


 .

Tyto podoby jsou stále velmi jednoduché, předevšı́m jsou diagonálnı́, ale jsou již obecnějšı́
v tom, že složky závisejı́ na souřadnicı́ch, gµν,ρ 6= 0. Můžeme je najı́t také přı́mo z
transformačnı́ch vztahů (“relacı́ ortogonality”)

g′µν
∂x′µ

∂xρ

∂x′ν

∂xσ
= gρσ ⇐⇒ g′µν =

∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν gρσ ,

dosadı́me-li do nich náš přı́pad gρσ = ηρσ, xµ = (ct, x, y, z) a x′µ = (ct, r, θ, φ), resp.
x′µ = (ct, ρ, φ, z).

• U metrického tenzoru se navı́c dajı́ psát indexy v libovolném pořadı́, protože je symetrický.
Obecný tenzor však žádnou symetrii mı́t nemusı́, takže je třeba dbát na pořadı́ indexů,
speciálně u smı́šených tenzorů nepsat indexy pod sebe; toto samozřejmě neplatı́ pro sy-
metrické tenzory 2. řádu, tam je naopak přirozené horizontálnı́ pozici indexů nerozlišovat
— viz např. δµα.

K symetriı́m tenzorů se vážou následujı́cı́ velmi užitečná pravidla. Každý tenzor řádu≥ 2
lze rozepsat na část symetrickou a část antisymetrickou v daných dvou indexech, speciálně
pro tenzor 2. řádu máme identitu

Tµν =
1

2
(Tµν + Tνµ) +

1

2
(Tµν − Tνµ) ≡ T(µν) + T[µν] (3.25)

(oblé/hranaté závorky značı́ symetrizaci/antisymetrizaci v uzavřených indexech). Tento
rozpis je často výhodný vzhledem k tomu, že stopa vnitřnı́ho součinu symetrického a
antisymetrického tenzoru je nulová. Skutečně, označı́me-li tenzor symetrický v indexech
{µ, ν} jako Sµν a tenzor antisymetrický v těchto indexech Aµν , máme jednoduše

SµνAµν = SνµAνµ = −SµνAµν =⇒ SµνAµν = 0 , (3.26)
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kde jsme v prvnı́m kroku indexy přeznačili (µ↔ ν) a v druhém kroku jsme je prohodili:
přeznačenı́ samozřejmě neznamená žádnou změnu (sčı́tacı́ indexy se mohou jmenovat
jakkoli), kdežto při prohozenı́ se symetrická matice nezměnı́ a antisymetrická se změnı́ o
mı́nus.

Z těchto vlastnostı́ plyne důležitý závěr: pokud se nějaký tenzor vnitřně násobı́ s jiným
v indexech, ve kterých je symetrický/antisymetrický, pak do součinu přispěje jen ta část
druhého tenzoru, která je v daných indexech také symetrická/antisymetrická (součin se
zbylou, antisymetrickou/symetrickou částı́ druhého tenzoru je nulový).

Z toho také např. plyne, že stopa antisymetrické matice je nulová, ηαβAαβ = 0. (Je to
ostatně jasné, antisymetrická matice má na diagonále samé nuly.) Platı́ to zjevně i obecněji:
zúženı́ přes dvojici indexů, v nichž je výraz antisymetrický, dává nulu. A základnı́m
invariantem antisymetrického tenzoruAµν tak nenı́ jeho stopa, ale jeho “kvadrát”AµνA

µν .

K tomuto odstavci ještě dvě poznámky: (i) hovořili jsme v něm sice o “tenzorech”, ale
pro zmı́něné vlastnosti nenı́ podstatný tenzorový charakter kterékoliv z veličin — jde
o vlastnosti “maticové”; (ii) vlastnosti jsme ilustrovali na tenzorech 2. řádu (nebo tedy
maticı́ch), ale ve skutečnosti se může jednat o multikomponentové výrazy, které majı́
kromě zmı́něných {µ, ν} ještě jakékoliv dalšı́ indexy (ty jsme nevyznačovali).

3.5 Invariance intervalu z výchozích principů
Vrat’me se nynı́ ještě jednou k invarianci prostoročasového intervalu (skalárnı́ho součinu vek-
torů). Došli jsme k nı́ takto: (i) uvážili jsme, že transformace mezi inerciálnı́mi systémy musı́
být lineárnı́ (aby byl naplněn 1. Newtonův zákon, tedy aby se rovnoměrné přı́močaré pohyby
skládaly zase na rovnoměrné přı́močaré); (ii) z výchozı́ch principů a linearity jsme odvodili
(speciálnı́) Lorentzovu transformaci, (iii) ukázali jsme, že vůči této transformaci je prostoro-
časový interval (obecně skalárnı́ součin vektorů) invariantnı́. Lze postupovat i jinak — dojı́t
k invarianci prostoročasového intervalu přı́mo z výchozı́ch principů a pak z této invariance
odvodit, jaké vlastnosti musı́ mı́t transformace. Postup je cenný hlavně v tom, že ukáže, zda pro-
storočasový interval nenı́ invariantnı́ i vůči nějakým jiným (než Lorentzovým) transformacı́m,
tj. zda vlastnosti, kterými jsme Lorentzovy transformace vymezili (linearita a ortogonalita), jsou
nejen postačujı́cı́, ale také nutné.

Nejdřı́ve si představı́me jednoduchý “experiment”: v libovolném bodě prostoročasu blik-
neme a sledujeme pohyb vzniklých fotonů z hlediska jakýchkoliv dvou inerciálnı́ch systémů.
Podle principu invariance rychlosti světla se musejı́ vyslané fotony šı́řit vůči oběma systémům
ve všech směrech rychlostı́ c, takže v obou musejı́ v jakémkoliv okamžiku (t, resp. t′) tvořit
sféru (o poloměru c∆t, resp. c∆t′). Dle Pythagorovy věty bude tedy po jakémkoliv čase (∆t,
resp. ∆t′) platit

(c∆t)2 = (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2,

(c∆t′)2 = (∆x′)2 + (∆y′)2 + (∆z′)2,

tj.

(∆s)2 = 0, (∆s′)2 = 0. (3.27)

Ve speciálnı́m přı́padě nulové hodnoty je tedy interval invariantem.
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Nynı́ zadejme libovolně dvě události a zapišme zcela obecný vztah mezi veličinami (∆s)2

a (∆s′)2,

(∆s′)2 = F
(
. . . ; (∆s)2

)
+G(. . .).

Tři tečky zde představujı́ vůbec všechny (dalšı́) parametry, které se v situaci vyskytujı́ — tedy
nečárkované a čárkované souřadnice obou událostı́, jejich souřadnicové odlehlosti v obou iner-
ciálnı́ch systémech a vzájemnou rychlost těchto systémů; kromě toho může být samozřejmě
přı́tomna univerzálnı́ konstanta c. Požadujeme-li však v obou inerciálnı́ch systémech homoge-
nitu prostoročasu (v časovém i v prostorových rozměrech), nesmı́ vztah záviset na žádné ze
souřadnic. Dále, má-li se vztah pro světlo redukovat na 0 = 0, nesmı́ záviset ani na jednotlivých
souřadnicových přı́růstcı́ch∆xµ (pouze na jejich kombinaci∆s). A požadujeme-li prostorovou
izotropii, nesmı́ se ve vztahu vyskytovat ani směr vzájemné rychlosti. V úvahu tak připadá jen
velikost této rychlosti v,

(∆s′)2 = F
(
v; (∆s)2

)
+G(v).

Dále, funkce F (v; (∆s)2) musı́ být v (∆s)2 lineárnı́, poněvadž člen s jinou mocninou (∆s)2 by
musel být z rozměrových důvodů násoben patřičnou mocninou nějaké veličiny o rozměru délky
a žádná taková veličina nenı́ k dispozici (máme jen rychlosti v, c — a z těch vytvořit nejde).
Kromě toho vı́me, že podél světočar fotonů nabývajı́ (∆s)2 a (∆s′)2 zároveň nulových hodnot,
což je nynı́ možné jedině pokud G(v) = 0. Hledaný vztah se tak redukuje na

(∆s′)2 = f(v)(∆s)2.

Nakonec mějme tři různé inerciálnı́ systémy, intervaly v nich naměřené a spočı́tané ozna-
čı́me (∆s1)2, (∆s2)2 a (∆s3)2. Podle poslednı́ verze vztahu musı́ současně platit

(∆s1)
2 = f(v12)(∆s2)

2, (∆s2)
2 = f(v23)(∆s3)

2, (∆s1)
2 = f(v13)(∆s3)

2,

kde značenı́ velikostı́ vzájemných rychlostı́ je zjevné. Nynı́ napřı́klad poslednı́ z těchto rovnic
porovnáme s rovnicı́ vzniklou kombinacı́ prvnı́ch dvou:

(∆s1)
2 = f(v13)(∆s3)

2 ⇐⇒ (∆s1)
2 = f(v12)f(v23)(∆s3)

2;

musı́ tedy platit

f(v13) = f(v12)f(v23).

Zde pravá strana závisı́ jen na velikostech rychlostı́ v12, v23, kdežto levá strana závisı́ obecně i na
jejich vzájemném úhlu. Podmı́nce tak lze obecně vyhovět jen pokud f(v) = 1. Prostoročasový
interval mezi jakýmikoli dvěma událostmi je tedy ve všech inerciálnı́ch systémech stejný.

3.5.1 Lorentzova transformace z invariance intervalu

Ukažme, co z invariance prostoročasového intervalu plyne pro transformaci mezi inerciálnı́mi
systémy. (Tj. zde začı́náme znovu “ab inicio” a o transformaci předem vůbec nic netvrdı́me.)
Předevšı́m je zcela obecně

ds′2 = ηµνdx
′µdx′ν = ηµν

∂x′µ

∂xα

∂x′ν

∂xβ
dxαdxβ , ds2 = ηαβdx

αdxβ ,
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takže pokud má platit ds′2 = ds2 pro jakékoli dvě události (tj. jakékoli odpovı́dajı́cı́ souřadnicové
odlehlosti dxαdxβ), musı́ být splněna rovnost

ηµν
∂x′µ

∂xα

∂x′ν

∂xβ
= ηαβ . (3.28)

To jsou ovšem relace ortogonality pro transformačnı́ matici.
Relace zderivujeme podle xρ a výsledek pak zapı́šeme třikrát s cyklicky permutovaným

pořadı́m volných indexů:

ηµν
∂2x′µ

∂xα∂xρ

∂x′ν

∂xβ
+ ηµν

∂x′µ

∂xα

∂2x′ν

∂xβ∂xρ
= ηαβ,ρ = 0 ,

ηµν
∂2x′µ

∂xρ∂xβ

∂x′ν

∂xα
+ ηµν

∂x′µ

∂xρ

∂2x′ν

∂xα∂xβ
= ηρα,β = 0 ,

ηµν
∂2x′µ

∂xβ∂xα

∂x′ν

∂xρ
+ ηµν

∂x′µ

∂xβ

∂2x′ν

∂xρ∂xα
= ηβρ,α = 0 .

A nynı́ (např.) prvnı́ dvě rovnosti sečteme a tu poslednı́ odečteme. Budeme přitom myslet jen na
dvě věci: jednak že parciálnı́ derivace jsou záměnné (to je podmı́nka integrability souřadnicové
transformace), a hlavně že metrický tenzor je symetrický, takže je jedno, zda má člen s 2.
derivacı́ nahoře index µ a člen s 1. derivacı́ index ν, nebo naopak. Vzhledem k těmto dvěma
záměnnostem se ve zmı́něné kombinaci odečtou člen vpravo dole se členem vlevo nahoře a
člen vlevo dole se členem vpravo uprostřed, zatı́mco zbylé dva členy (vpravo nahoře a vlevo
uprostřed) se sečtou na výslednou rovnost

2ηµν
∂x′µ

∂xα

∂2x′ν

∂xβ∂xρ
= 0 . (3.29)

Nynı́ budeme muset trochu přemýšlet. Uvědomme si nejdřı́ve, co řı́kajı́ relace ortogonality
(3.28): že čtyři “sloupcové vektory”

{
∂x′µ

∂xα

}

α=0,1,2,3

(tvořené sloupci Jacobiho matice souřadnicové transformace) tvořı́ v prostoru čtyřrozměrných
sloupcových vektorů ortonormálnı́ bázi. Totiž určitý sloupec skalárně vynásobený sám se sebou
dá ±1, zatı́mco skalárnı́ součin různých sloupců dá nulu,

ηµν
∂x′µ

∂x0
∂x′ν

∂x0
= −1 , ηµν

∂x′µ

∂xi

∂x′ν

∂xj
= δij , ηµν

∂x′µ

∂x0
∂x′ν

∂xj
= 0 .

Rovnice (3.29) tvrdı́, že ke všem těmto sloupcovým vektorům (α = 0, 1, 2, 3) majı́ být kolmé
dalšı́ takové čtveřice, totiž

{
∂2x′ν

∂xβ∂xρ

}

βρ=00,01,02,03,11,12,13,22,23,33

.

V rámci daného prostoru (zde prostoru čtyřrozměrných sloupcových vektorů) však nemůže být
něco netriviálnı́ho kolmé k celé jeho bázi. Tudı́ž musı́ platit

∂2x′ν

∂xβ∂xρ
= 0 , neboli transformace musí být lineární . (3.30)

Zjistili jsme tedy, že invariance prostoročasového intervalu (obecněji řečeno invariance
skalárnı́ho součinu čtyř-vektorů) je ekvivalentnı́ tomu, že transformace mezi inerciálnı́mi sousta-
vami jsou lineárnı́ a splňujı́ relace ortogonality. Takové transformace nazýváme Lorentzovými
transformacemi.
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3.6 Prostoročasové diagramy, kauzální struktura
Mnohé z vlastnostı́ Minkowského prostoročasu, o nichž jsme se zmı́nili, jsou pěkně vidět na
prostoročasových diagramech. Tyto diagramy reprezentujı́ poměry v prostoročasu z hlediska
určitého inerciálnı́ho systému a nejsou ničı́m novým, oproti IE3 se prostě jen jako jedna z os
zakreslı́ časová osa ct. Na rozdı́l od uspořádánı́ obvyklého na střednı́ škole a v klasické mechanice
se však v relativitě kreslı́ časová osa zásadně svislá, směřujı́cı́ (do budoucnosti) nahoru. Tři
prostorové směry “žijı́” ve vodorovných rovinách; samozřejmě se do takových rovin všechny
nevejdou, ale to jen zřı́dkakdy vede k problémům (zbylý rozměr si prostě představı́me. . . ); k
pochopenı́ novinek speciálnı́ relativity ostatně většinou stačı́ dvourozměrný diagram (ct, x).

Délkové jednotky nastavı́me stejné podél všech os (prostorových i časové). Události se na
diagramech zobrazujı́ jako body, světočáry jako křivky, plochy jako plochy, atd. Dvě události
vůči sobě mohou být v různých pozicı́ch a světočáry, plochy a nadplochy mohou mı́t různý
charakter — podle toho, zda “vedou spı́š svisle (v časovém směru), nebo spı́š vodorovně (v
prostorových směrech)”. Pokud je daná světočára historiı́ nějakého pohybu, pak sklon tečny
ke světočáře odpovı́dá souřadnicové rychlosti pohybu dxi

dt
v přı́slušném mı́stě. Je-li rychlost

nulová, je tečna přesně svislá, se zvětšujı́cı́ se rychlostı́ v daném směru se odklánı́ od časové
osy k přı́slušné prostorové ose; pokud by tečna byla vodorovná, odpovı́dalo by to nekonečné
prostorové rychlosti. Nejvýznamnějšı́ hodnotou rychlosti je rychlost světla c — té odpovı́dajı́
na dvourozměrném diagramu (ct, x) směry dx = ±cdt (tedy diagonálnı́ směry, skloněné pod
úhlem 45◦), na třı́rozměrném diagramu (ct, x, y) směry površek kuželových ploch c2dt2 =
dx2 + dy2 (ty se ještě dajı́ zakreslit) a “ve skutečnosti”, na čtyřrozměrném diagramu, jsou to
površky třı́rozměrných kuželových nadploch c2dt2 = dx2 + dy2 + dz2. Nejčastěji se užı́vá jen
dvourozměrného diagramu (ct, x), v němž se světelné směry vyznačı́ zakreslenı́m světelného
kuželu x = ±ct do počátku. Pohyb podsvětelnou/nadsvětelnou rychlostı́ tedy na diagramech
probı́há ve směru odkloněném od osy ct o méně/vı́ce než 45◦.

Je podobně jednoduché si uvědomit, jak se na prostoročasovém diagramu zobrazujı́ (jako
“šipky”) různé typy čtyř-vektorů. Je zřejmé, že

ηµνV
µV ν = −(V 0)2 + (V 1)2 + (V 2)2 + (V 3)2 ≤

> 0 ⇔ |V 0| ≥<
√
(V 1)2 + (V 2)2 + (V 3)2 .

Vektory s ηµνV µV ν < 0 tudı́ž na diagramech mı́řı́ “spı́š v časovém směru” (jsou od časového
směru odkloněny o méně než 45◦), proto je nazýváme časupodobnými; vektory s ηµνV µV ν > 0
na diagramech mı́řı́ “spı́š v prostorovém směru” (jsou od časového směru odkloněny o vı́ce než
45◦), proto je nazýváme prostorupodobnými; a vektory s ηµνV

µV ν = 0 na diagramech mı́řı́
přesně diagonálně (jsou od časového směru odkloněny právě o 45◦), nazýváme je světelnými
či nulovými. Obdobně se klasifikujı́ i plochy (časupodobné plochy majı́ v daném mı́stě aspoň
jeden tečný směr časupodobný, světelné plochy majı́ aspoň jeden tečný směr světelný a všechny
ostatnı́ směry prostorupodobné, prostorupodobné plochy majı́ všechny tečné směry prostoru-
podobné) a nadplochy (stejně jako u ploch).3 U ploch a nadploch je však šikovnějšı́ posuzovat
charakter podle charakteru jejich normálových vektorových polı́: tam, kde je normála časupo-
dobná, je přı́slušná plocha/nadplocha prostorupodobná, et vice versa. Normála ke světelné ploše
či nadploše je světelná.

3 Snad je zde vhodná přı́ležitost k následujı́cı́ poznámce. V minulé části jsme souřadnicové odlehlosti značili
∆t, ∆x atd. (což je obvyklé u konečných úseků), zatı́mco v této části pı́šeme většinou dt, dx atd. (což je obvyklé
u infinitesimálnı́ch úseků). Pro výklad to zatı́m nebylo podstatné. Na obecné úrovni je zvykem bavit se spı́š o
infinitesimálně vzdálených událostech, z toho důvodu, že typickou úlohou na určenı́ prostoročasového intervalu je
právě posouzenı́ charakteru nějaké světočáry, plochy či nadplochy. Pokud je např. světočára urychlená (na diagramu
to nenı́ přı́mka), nemělo by valného smyslu počı́tat interval mezi nějakými jejı́mi vzdálenými body, protože tı́m by
se nezjistil přesný charakter světočáry v určitém daném mı́stě, ale jen “průměrný” charakter na dlouhém úseku.
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Speciálnı́m přı́padem čtyř-vektoru je spojovacı́ vektor (relativnı́ polohový vektor) mezi
dvěma událostmi, dxµ. Pokud je časupodobný, tedy pokud je prostoročasový interval mezi
danými dvěma událostmi ηµνdxµdxν = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 záporný (časupodobný),
jsou události vzdáleny “vı́c v čase než v prostoru”, tedy ležı́ navzájem uvnitř “svých” světelných
kuželů (“druhá” událost ležı́ uvnitř budoucı́ části světelného kuželu “prvnı́” události, zatı́mco
“prvnı́” ležı́ uvnitř minulé části světelného kuželu “druhé”). Pokud je interval kladný (prosto-
rupodobný), jsou události naopak vzdáleny “vı́c v prostoru než v čase”, tedy ležı́ navzájem
vně svých světelných kuželů. Konečně je-li interval nulový (světelný), jsou události vzdáleny
“stejně v čase jako v prostoru”, tedy ležı́ navzájem na svých světelných kuželech. Pokud by
se mezi událostmi, které dělı́ časupodobná/prostorupodobná/světelná hodnota intervalu, něco
pohybovalo, pak by se to pohybovalo podsvětelnou/nadsvětelnou/světelnou rychlostı́, jak je
snadno vidět i z vydělenı́ předpisu pro interval ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 (kladným
čı́slem) dt2:

ds2 ≡ −c2dt2 + dl2 ≤
> 0 ⇐⇒ −c2 + v2

≤
> 0 ⇐⇒ |v| ≤> c

(
dxi

dt
≡ vi má v tom přı́padě význam třı́-rychlosti vůči danému inerciálnı́mu systému; kvadrát

jejı́ velikosti je v2 = δijv
ivj = dl2

dt2

)
.

3.6.1 Lorentzova transformace na prostoročasových diagramech

Při přechodu mezi inerciálnı́mi soustavami bývá v obecnosti i v konkrétnı́ch úlohách velmi
účinné a instruktivnı́ nakreslit si, jak se Lorentzova transformace zobrazuje na prostoročasovém
diagramu. Podstatné rysy transformace jsou pěkně vidět na nejjednoduššı́, speciálnı́ Lorentzově
transformaci. Vezmeme tradičně transformaci “ve směru±x” a najdeme, jak se na dvourozměr-
ném diagramu (ct, x) zobrazujı́ čárkované osy. Osa ct′ je dána rovnicı́ x′ = 0 a osa x′ naopak
rovnicı́ ct′ = 0; co tyto rovnice znamenajı́ v nečárkovaných osách, v nichž je diagram zakreslen,
najdeme snadno z transformačnı́ch rovnic:

osa ct′ : 0 = x′ = γ
(
x∓ v

c
ct
)
⇔ ct = ± c

v
x , (3.31)

osa x′ : 0 = ct′ = γ
(
ct∓ v

c
x
)
⇔ ct = ±v

c
x . (3.32)

Čárkované osy se tedy (samozřejmě) zobrazujı́ jako přı́mky procházejı́cı́ počátkem, přičemž
osa ct′ má směrnici ±c/v a osa x′ má směrnici ±v/c. S růstem vzájemné rychlosti inerciálnı́ch
systémů v od nuly po c se tudı́ž osy stále vı́ce (symetricky) přiklánějı́ ke světelnému kuželu
ct = x; s růstem rychlosti v na druhou stranu (od nuly po −c) se osy naopak symetricky
“odklánějı́” (rozevı́rajı́) ke světelnému kuželu ct = −x. (Rychlost |v| ≥ c nemá dobrý smysl
uvažovat, protože pro |v| > c by čárkované osy byly kvůli faktoru γ imaginárnı́ a pro |v| = c
tento faktor diverguje.)

Na diagramu (ct, x) se zakreslenými čárkovanými osami jsou jasně vidět základnı́ dů-
sledky Lorentzovy transformace. Relativita soumı́stnosti je dána tı́m, že v netriviálnı́m přı́padě
v 6= 0 nenı́ osa ct′ rovnoběžná s osou ct, takže přı́mky představujı́cı́ historie mı́st s x′ = konst
jsou stejným způsobem nakloněné vůči přı́mkám x = konst. Novinkou (oproti Galileiho trans-
formaci) je relativita současnosti, daná tı́m, že také osa x′ nenı́ rovnoběžná s x, takže nadplochy
(na našem 2D diagramu přı́mky) ct′ = konst (rovnoběžné s osou x′) jsou nakloněné vůči
nadplochám-přı́mkám ct = konst. Toto skutečně podle Galileiho transformace nenastává, pro-
tože tam je osa x′ dána ct′ = 0, což však znamená ct = 0 (protože čas je absolutnı́, t′ = t), tedy
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osa x′ je s osou x totožná, nenaklánı́ se. (Časová osa se naproti tomu chová stejně jako podle
Lorentzovy transformace: 0 = x′ = x ∓ vt ⇔ ct = ± c

v
x.) Můžeme také zkontrolovat, že

světelný kužel se při transformaci neměnı́: přı́mky x′ = ±ct′ skutečně odpovı́dajı́ x = ±ct, jak
plyne snadno dosazenı́m transformačnı́ch vztahů,

x′ = +ct′ ⇔ x∓ v
c
ct = ct∓ v

c
x ⇔ x = +ct ,

x′ = −ct′ ⇔ x∓ v
c
ct = −ct± v

c
x ⇔ x = −ct .

Ještě k relativitě soumı́stnosti a současnosti: nad prostoročasovým diagramem se zakres-
lenými nečárkovanými a čárkovanými osami si lze možná nejlépe uvědomit relativitu prostoru
a času, totiž relativitu pojmů “prostor v daném okamžiku” a “historie daného mı́sta”. Hermann
Minkowski to na 80. shromážděnı́ Německého spolku přı́rodovědců a lékařů (21. zářı́ 1908 v
Kolı́ně nad Rýnem) shrnul takto: “Od této hodiny už se prostor a čas samy o sobě propadajı́
do věčného stı́nu a jen určitá jednota obou má nárok na svébytnost.”4 Věc se zdá být jasná, ale
jen do chvı́le, kdy se v nějaké úvaze vyskytne “v určitém okamžiku” nějaký nebodový děj. . . Je
tı́m poznamenán např. pojem měřenı́, protože ten typicky znamená zachycenı́ polohy nějakých
odlehlých bodů (třeba konců tyče) v určitém (stejném) čase — ale to vůči různým IS právě
znamená něco jiného! Speciálně relativita současnosti je “zakomponována” skoro v každém
relativistickém “paradoxu”. . .

3.6.2 Kauzální struktura Minkowského prostoročasu

Z chovánı́ os při Lorentzově transformaci je zřejmé, že časové pořadı́ událostı́ je relativnı́. Tedy
správněji: časové pořadı́ některých událostı́ je relativnı́. Přechodem do dostatečně “rychlého”
IS’ lze, jak jsme zjistili, prostorovou osu x′ naklonit na obě strany až ke světelnému kuželu,
což znamená, že pro každou dvojici událostı́, jejichž relativnı́ polohový vektor dxµ je prosto-
rupodobný (ηµνdxµdxν > 0), lze najı́t takový IS, v němž se ty události odehrály ve stejný čas
(t′). (Existuje nekonečně IS, v nichž zmı́něné události proběhnou v pořadı́ “AB”, a stejně tak
nekonečně jiných IS, kde proběhnou v opačném pořadı́ “BA”.) Osu x′ však nelze transformacı́
naklonit až nad světelný směr (ostatně ani do světelného směru), takže pořadı́ událostı́, jejichž
relativnı́ polohový vektor je časupodobný (ηµνdxµdxν > 0), je ve všech IS stejné — absolutnı́.
Podle těchto poměrů se také nazývajı́ části prostoročasu, vymezené určitým světelným kuželem
(kuželem majı́cı́m vrchol v určité zvolené události):

• Vnitřek “minulé” části světelného kuželu (včetně jeho povrchu) se nazývá absolutnı́
minulostı́ zvolené události, protože je tvořen událostmi, které se z hlediska všech IS
staly dřı́ve než daná událost. Od kterékoliv události v této oblasti lze ke zvolené události
ve vrcholu kuželu vyslat časupodobnou (nebo světelnou) světočáru. Kterákoliv událost
v absolutnı́ minulosti tedy mohla (ale nemusela) danou událost kauzálně ovlivnit, a to
prostřednictvı́m signálu pohybujı́cı́ho se podsvětelnou (nebo světelnou) rychlostı́.

• Vnitřek “budoucı́” části světelného kuželu (včetně jeho povrchu) se nazývá absolutnı́
budoucnostı́ zvolené události, protože je tvořen událostmi, které se z hlediska všech IS
staly později než daná událost. Ke kterékoliv události v této oblasti lze od události ve
vrcholu kuželu vyslat časupodobnou (nebo světelnou) světočárou. Kterákoliv událost v

4 Na Einsteina zprvu nový přı́stup jeho bývalého profesora moc nezapůsobil: “Od té doby, co se teorie relativity
zmocnili matematikové, už jı́ nerozumı́m.” Einstein se ji pak ale zase naučil — přestal “čtvrtý rozměr” označovat
za divadelnı́ strašidlo a k matematice zı́skal velký respekt. Potřeboval ji, aby mohl svou teorii rozvinout v obecnou
relativitu.
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absolutnı́ budoucnosti tedy může (ale nemusı́) být uvažovanou událostı́ v počátku kauzálně
ovlivněna, a to prostřednictvı́m signálu pohybujı́cı́ho se podsvětelnou (nebo světelnou)
rychlostı́.

• Oblast vně světelného kuželu se nazývá relativnı́ přı́tomnostı́ zvolené události, protože
je tvořena událostmi, které se z hlediska některých IS odehrály před uvažovanou událostı́,
kdežto z hlediska některých IS až po nı́ (a speciálně existuje IS, v němž se staly současně).
Žádnou z událostı́ v této oblasti nejde s událostı́ v počátku spojit časupodobnou ani
světelnou světočárou (ani jejich kombinacı́). Pokud se tedy v přı́rodě signály mohou
šı́řit nanejvýš světelnou rychlostı́, pak události z relativnı́ přı́tomnosti nemohou být s
uvažovanou událostı́ vůbec v kauzálnı́m kontaktu. (K otázce nadsvětelných rychlostı́ se
vrátı́me v kapitole 4.5.)

3.6.3 Vlastní vzdálenost a klidová délka, vlastní čas

Pro každou dvojici událostı́, které jsou vzdáleny “vı́ce v prostoru než v čase” (mezi nimiž je pro-
storupodobný interval), tedy existuje IS, ve kterém jsou současné. V takovémto IS se invariantnı́
interval redukuje na prostorovou vzdálenost, ds2 = dl2, a hodnota této vzdálenosti se nazývá
vlastnı́ vzdálenostı́ událostı́. Prostorupodobně odlehlou dvojici událostı́ mohou představovat
napřı́klad polohy konců tyče, odměřené vůči nějakému IS v daném čase t. Tı́mto IS nemusı́ být
klidový systém tyče, ale pokud jı́m je, má naměřená vlastnı́ vzdálenost význam klidové délky
tyče l0, tedy délky tyče v jejı́m klidovém systému. Ze vztahu ∆s2 = ∆l2 ≡ l20 je jasné, že
klidová délka je invariantnı́.

Obdobný výrok platı́ symetricky i pro časupodobně vzdálené události a jejich časovou
odlehlost, jak je opět zřejmé z prostoročasového diagramu (zde konkrétně z nakláněnı́ časové osy
při transformaci). Pro každou dvojici událostı́, které jsou vzdáleny “vı́ce v čase než v prostoru”
(mezi nimiž je časupodobný interval), existuje IS, ve kterém jsou soumı́stné. V takovémto IS
se invariantnı́ interval redukuje na časovou odlehlost, ds2 = −c2dt2 ≡ −c2dτ 2, a hodnota dτ
se nazývá úsekem vlastnı́ho času. Intervalem vlastnı́ho času mezi dvěma událostmi je tedy
jejich časová odlehlost v IS, ve kterém se obě události odehrály na stejném mı́stě. Dvojicı́
časupodobně odlehlých událostı́ jsou napřı́klad dva “tiky” daných hodin; z hlediska různých IS
bude jejich časová odlehlost různá (ovšem vesměs kladná), přičemž v systému přı́mo spojeném
s hodinami bude nejmenšı́ a bude mı́t význam intervalu jejich vlastnı́ho času. Podobně jako
vlastnı́ vzdálenost (klidová délka) je i interval vlastnı́ho času invariantnı́.

Kontrakce délek a dilatace času: invariantní hyperboly

Už jsme dost zdůraznili, že si máte kreslit prostoročasové diagramy? Nechceme ale tvrdit, že je
na nich všechno vidět jednoduše. Nenı́ napřı́klad bezprostředně vidět kontrakci délek a dilataci
času. Tyto efekty nejsou dány pouhými projekcemi mezi čárkovanými a nečárkovanými osami!
Při transformaci se totiž nejen naklánějı́ osy, ale také se deformujı́ jednotky podél nich. Lze
se spolehnout jen na invariantnı́ mı́ry. Invariantnı́ délkovou mı́rou je prostoročasový interval,
takže sı́t’“vrstevnic” ds2 = konst vynesená vzhledem k určité zvolené události (nacházejı́cı́ se v
počátku diagramu) poskytuje souřadnicově nezávislou mapu vzdálenostı́ (od zvolené události).
Speciálně vrstevnice ds2 = 1m2 určujı́, kam sahá od zvolené události (v různých prostorupo-
dobných směrech — podél různých možných prostorových os) délková jednotka, tedy 1 metr.
Podobně vrstevnice ds2(= −c2dτ 2) = −1m2 určujı́, kam sahá 1 metr v různých časupodob-
ných směrech, tj. podél různých možných časových os. Na dvourozměrném diagramu (ct, x)



3.7. “PARADOXY” SPECIÁLNÍ RELATIVITY 39

tedy ležı́ události, které dělı́ od výchozı́ události (0, 0) v různých systémech stejná prostorová
vzdálenost 1 metr, na hyperbolách

ds2 = −c2dt2 + dx2 = 1m2 =⇒ dx = ±
√
1m2 + c2dt2 . (3.33)

Po zakreslenı́ těchto hyperbol stačı́ do diagramu vynést osy “čárkovaného” systému — průsečı́k
prostorové osy s invariantnı́ hyperbolou ukazuje, kam je to podél této osy 1 metr. (Viz obrázek
??.)

Zcela obdobně (symetricky) lze na diagramu (ct, x) vyměřit 1 metr v časupodobných
směrech. Události, které dělı́ od výchozı́ události (0, 0) v různých systémech stejná “časová”
vzdálenost 1m, ležı́ na hyperbolách

−c2dτ 2 = −c2dt2 + dx2 = −1m2 =⇒ c dt = ±
√
1m2 + dx2 . (3.34)

Po zakreslenı́ hyperbol opět stačı́ do diagramu vynést osy “čárkovaného” systému — průsečı́k
časové osy s invariantnı́ hyperbolou ukazuje, kam je to podél této osy 1 metr. (Viz obrázek ??.)

Když nynı́ do takto “vybaveného” diagramu znázornı́me historii tyče, která je v klidu
vůči IS’ a tvořı́ např. prvnı́ metr jeho osy x′, lze z porovnánı́ délky tyče podél os x a x′ zjistit
(a skutečně přesně odměřit!) kontrakci. Symetrický výsledek vyjde pro historii tyče, která je
naopak v klidu vůči IS podél jeho osy x. Podobně lze z diagramu “odečı́st” dilataci času:
zakreslı́me jednak přı́mku všech událostı́, které majı́ v systému IS’ určitou časovou souřadnici
(např. právě ct′ = 1m), a na jejı́m průsečı́ku s nečárkovanou osou ct se ujistı́me, že podél této osy
je to k nı́ od počátku blı́ž; symetricky však zjistı́me, že přı́mka událostı́, které majı́ nečárkovanou
souřadnici ct = 1m, je podél čárkované osy od počátku také blı́ž. (Viz obrázek???.)

3.6.4 No space, no future. . . Světlo!
Již jsme se divili rovnocenosti inerciálnı́ch systémů i invarianci rychlosti světla. Úloha rychlosti
světla v našem fyzikálnı́m světě je opravdu centrálnı́ a ještě to snad z různých stran uvidı́me
(hlavně v odstavci o nadsvětelných — ale také podsvětelných a světelných — rychlostech).
V této kapitole jsme probı́rali časové a prostorové — vlastně prostoročasové — poměry v
Minkowského světě. Nahlı́želi jsme ho z různých inerciálnı́ch soustav a ptali se, jak se mezi
nimi přecházı́ a kdo co měřı́. Viděli jsme, že ústřednı́ roli v prostoročasu hrajı́ světelné kužely.
Světelné kužely předevšı́m určujı́ kauzálnı́ strukturu a vystupujı́ (vzhledem k tomu) jako limitnı́
přı́pady transformačnı́ch formulı́. Zdá se, že bychom měli všechny vzorečky projı́t ještě jednou,
a to zvlášt’opatrně, pro speciálnı́, singulárnı́ přı́pad v = c. Je to ale zbytečné, nic nového bychom
nezjistili. Světlo je opravdu zvláštnı́, je opravdu “z jiného světa”. Má nulovou klidovou hmotnost
— ale nejde to vlastně ověřit, protože vůči všem se musı́ pohybovat jedině a přesně rychlostı́ c.
A nejen to: prostoročasový interval podél světočáry jakéhokoli fotonu je ds2 = −c2dτ 2 = 0.
Světočára má tedy nulovou délku a (konzistentně s tı́m) také čas, který “si s sebou jakýkoliv
foton nese”, stojı́. Doslova změřit to ale zase nejde, protože žádný metr ani hodiny se nemohou
pohybovat spolu se světlem — klidový systém fotonů vůbec neexistuje.

3.7 “Paradoxy” speciální relativity
Pokud se ovšem ze speciálnı́ relativity něco objevı́ v médiı́ch, jsou to nejspı́š “paradoxy” —
a nejspı́š špatně. Ve skutečnosti se ani nejedná o paradoxy, ale o chyby v úvaze, nejčastěji
opomenutı́ relativity současnosti. Ostatně můžete si sami ověřit, že libovolně dlouhé auto se
opravdu vejde do libovolně krátké garáže! Předpokládejme, že v klidu je vaše auto delšı́ než
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garáž lauto0 > lgaráž0 . Vy ale vı́te, že pohybujı́cı́ se auto bude vůči klidovému systému garáže
γ-krát zkontrahované, tak se pořádně rozjedete — aspoň rychlostı́, pro kterou bude

lauto0 = lgaráž0 γ =⇒ v = c

√√√√1−
(
lgaráž0

lauto0

)2
,

no a jakmile vjedete dovnitř, my za vámi (“okamžitě”) zavřeme dveře. Jak bude experiment
vypadat z hlediska vašeho klidového systému (tj. systému spojeného s autem)? Vzhledem k vám
bude podélně zkontrahovaná naopak garáž, tak vás možná napadne, že jste nezvolili vhodný
postup — zvláště, když vı́te, že zadnı́ stěna garáže je nekonečně pevná. Ale nebojte, speciálnı́
relativita je správně a děj nemůže v různých systémech dopadnout rozdı́lně. Rozdı́lná (protože
relativnı́) je jen časová následnost událostı́. Pokud jedete právě výše zmı́něnou rychlostı́, pak
z hlediska garáže jsou události “předek auta je u zadnı́ stěny” a “zadek auta je těsně za vraty”
současné, takže za vámi můžeme zavřı́t a problém je vyřešen. Zdálo by se, že po zastavenı́ o
zadnı́ stěnu se auto zase “natáhne” na svou klidovou délku a bude mu v garáži těsno, ale nenı́
tomu tak, jak ukáže pohled ze systému auta: tam zmı́něné události nejsou současné, předek auta
narazı́ do zadnı́ zdi dřı́ve než se zadek dostane za práh garáže. Předek se začne o zed’deformovat,
protože signál o nárazu se autem nešı́řı́ nekonečně rychle (nejvýše rychlostı́ světla) a ta část
auta, kam zatı́m nedorazil, se dále pohybuje původnı́ rychlostı́ vpřed (materiál tam zatı́m nevı́,
že se má deformaci bránit). Signál dorazı́ až na konec auta právě v okamžiku, kdy je auto celé v
garáži (a jsou zavřena vrata). Řidič má tedy i ze svého hlediska celé auto v garáži. Pravda, auto
má nynı́ menšı́ klidovou délku, lauto0 = lgaráž0 .

Nejlépe je děj vidět na prostoročasovém diagramu (viz obr. ??). Je ale snad zřejmé, že
uvedený popis byl prakticky vzato velmi nepřesný. Ve skutečnosti ani zadnı́ stěna garáže nemůže
být “nekonečně pevná”, i ona se (minimálně) z důvodu konečné rychlosti signálu do určité mı́ry
zdeformuje (“vyboulı́”). Předevšı́m by však bylo třeba vůbec nějak popsat fyziku nárazu auta
na stěnu. “V praxi” by ostatně účastnı́ky experimentu vı́ce než relativita současnosti ovlivnily
jiné efekty, jak je vidět z následujı́cı́ho odhadu: pokud bylo auto původně např. o 1% delšı́ než
garáž, tj. lauto0 = 1.01 lgaráž0 , musı́te přijet s γ = 1.01, tedy rychlostı́ v = c

γ

√
γ2 − 1 .

= 0.14 c.
Při vjezdu do garáže tak budete mı́t kinetickou energii 0.01m0c2, což při klidové hmotnosti auta
m0 = 1100 kg činı́ 1018 joulů. Zhruba taková energie byla uvolněna při legendárnı́m výbuchu
sopky Krakatau v r. 1883.5

Vzpomenutý “paradox” se vyskytuje v mnoha podobách. “Nejčistšı́” je verze s tyčı́ po-
hybujı́cı́ se rovnoměrně přı́močaře nad podložkou, v nı́ž je dı́ra. V klidu necht’ je tyč delšı́
než dı́ra. Bude-li se však tyč vůči podložce pohybovat, bude v systému spojeném s podložkou
zkontrahovaná a od určité rychlosti tam bude kratšı́ než dı́ra. Zařı́dı́me-li to tak, že v okamžiku,
kdy bude tyč prolétávat nad dı́rou, do nı́ “zeshora” (a po celé jejı́ délce současně) bouchne
nějaký “buchar”, pak otvorem propadne. A nynı́ z hlediska systému spojeného s tyčı́. Tam je
sice podélně zkontrahovaný naopak otvor, takže je vůči tyči ještě kratšı́ než v klidu, ale řešenı́ je
stejné jako u auta a garáže: z hlediska tyče nedopadne “buchar” na všechna mı́sta tyče současně
— ráz postupuje od “přednı́ho” konce tyče k “zadnı́mu”, a to nadsvětelnou rychlostı́, takže tyč
nemůže v žádné své části na úder reagovat (všechny body tyče se až do okamžiku, kdy do
nich buchar udeřı́, pohybujı́ rovnoměrně přı́močaře “vpřed”).6 Výsledkem je, že se tyč do dı́ry

5 Od té doby nebyl žádný sopečný výbuch tak silný. Srovnatelné množstvı́ energie bylo uvolněno ještě při
koncertu matfyzácké skupiny Deprese na Beánii v r. 1990.

6 Nadsvětelná rychlost postupu rázu podél tyče je jasná z toho, že v systému podložky je ráz současný po celé
délce tyče. To znamená, že události, které tento ráz představujı́, jsou navzájem v relativnı́ přı́tomnosti (jsou odděleny
prostorupodobnými intervaly), a tedy nemohou být propojeny jinou než prostorupodobnou spojnicı́.
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“zalomı́”. Zdálo by se, že bude tı́m pádem odlétat nakloněná (zatı́mco v systému spojeném s
podložkou je po celou dobu vodorovná), ale to je v pořádku, protože obecný prostorový směr
se při Lorentzově transformaci “nezachovává”. Konkrétněji, po průchodu otvorem je tyč orien-
tována ve směru, který je odkloněn “doleva” od směru jejı́ho pohybu. Přepočet orientace tyče
do systému podložky je tak dán kontrakcı́ podélné složky jejı́ délky, což znamená natočenı́ tyče
ještě vı́ce “doleva” (v našem přı́padě právě do vodorovné pozice).

3.7.1 “Paradox hodin”

Nechceme “paradoxy” trávit přı́liš (prostoro)času, ale jeden z nich přinášı́ zajı́mavou předpověd’
a měl by patřit k obecnému povědomı́. Nejedná se opět o paradox, ale o efekt, který podle
newtonovské (galileiovské) fyziky nenastává a zdá se být zvláštnı́: když někam odletı́te (nejlépe
velkou rychlostı́ a daleko) a pak se vrátı́te zpátky, budou vaše hodiny ukazovat méně než ty,
které jste zanechali doma (“na Zemi”). Chceme-li děj probrat jen se znalostı́ Lorentzovy trans-
formace, musı́me zajistit, aby v něm nikde nedocházelo ke zrychlenı́, tj. složit jej výhradně z
rovnoměrných přı́močarých pohybů. Mějme trojici ideálnı́ch hodin, které si mohou “na krátko”
(přes libovolně krátké kontakty nebo elektromagneticky po libovolně krátké dráze) předávat
časovou informaci — “na Zemi” necháme hodiny H, které budou po celou dobu měřit “pozem-
ský” čas, jejich klidový inerciálnı́ systém označı́me IS; hodiny H’ (spojené se systémem IS’) se
budou pohybovat rovnoměrně přı́močaře ve směru x pozemského IS, přičemž na začátku se při
průletu kolem hodin H nastavı́ na stejný čas; po nějaké době předajı́ hodiny H’ svůj čas stejným
způsobem hodinám H” (spojeným s IS”), se kterými se minou přesně v protisměru po nějakém
čase a které pak doletı́ rovnoměrně přı́močaře stejnou rychlostı́ zpět k Zemi, tj. ve směru −x
vůči pozemskému IS; když budou H” prolétávat kolem výchozı́ho bodu, porovná se jejich čas
s “pozemským” časem na hodinách H.

Vzhledem k nekonečnému zrychlenı́ v bodě “otočky” by to byla problematická mise, ale
ze slohových důvodů si experiment představı́me jako výlet kosmonauta. Jaký výsledek čekajı́
na Zemi a co čeká “kosmonaut”? Označme odlet H’ od H jako událost A, “otočku” H’→H”
jako událost B a návrat H” k H jako událost C.

• Kosmonaut se vůči Zemi pohybuje po celou dobu rovnoměrně přı́močaře (otočka je jen
jediný bod) určitou rychlostı́ v, takže jeho hodiny (H’ a posléze H”) jdou vůči pozemským
hodinám H po celou dobu γ-krát pomaleji. Při návratu by tudı́ž jeho hodiny měly ukazovat
t′′C =

tC
γ
(< tC).

• Pohled kosmonauta je vůči pozemskému “symetrický” — Země se vůči němu po celou
dobu pohybuje rovnoměrně přı́močaře rychlostı́ v, takže pozemské hodiny H tikajı́ vůči
jeho hodinám (H’, posléze H”) po celou dobu γ-krát pomaleji. Při návratu by tudı́ž
pozemské hodiny měly ukazovat tC =

t′′C
γ
(< t′′C).

• Tyto předpovědi nejsou kompatibilnı́ (proto “paradox”). Výsledek však musı́ být jedno-
značný, tak která předpověd’je správná?

Nejlépe je to opět vidět na prostoročasovém diagramu (viz obr. ??), když si jen uvědomı́me,
že “současnost” definujı́ v IS vodorovné přı́mky (rovnoběžné s osou x), kdežto v IS’ přı́mky
rovnoběžné s osou x′ a v IS” přı́mky rovnoběžné s x′′.

• Pozemský pozorovatel tedy podél vodorovných přı́mek přiřazuje události na kosmonau-
tově světočáře událostem na své světočáře, přičemž takto proběhne celou historii svou i
kosmonauta a všechny odpovı́dajı́cı́ si časové úseky (které vytknou na obou světočárách
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vodorovné přı́mky t = konst) jsou ve vztahu ∆t′ = ∆t
γ

, po otočce ∆t′′ = ∆t
γ

. Celkově
tedy pozemskému pozorovateli vyjde t′′C =

tC
γ

, jak jsme uvedli.

• Kosmonaut přiřazuje v prvnı́ fázi letu úseky na světočáře Země úsekům na své světočáře
podél přı́mek rovnoběžných s x′ a takto vytknuté odpovı́dajı́cı́ si časové intervaly jsou
ve vztahu ∆t = ∆t′

γ
; ve druhé fázi letu přiřazuje události zcela symetricky podél přı́mek

rovnoběžných s x′′ a odpovı́dajı́cı́ si časové intervaly jsou ve vztahu ∆t = ∆t′′

γ
. Celkově

mu tedy vyjde skutečně tC =
t′′C
γ

.

• Pojem kosmonautovy současnosti se však při obrátce skokem změnı́ (z přı́mek rovno-
běžných s x′ na přı́mky rovnoběžné s x′′), takže kosmonaut při přepočı́távánı́ časových
úseků neprojde celou světočáru Země — v prvnı́ fázi skončı́ u (pozemské) události, která
je s obrátkou současná z hlediska IS’ (označme ji D), a v druhé fázi začne u (pozemské)
události, která je s obrátkou současná z hlediska IS” (označme ji E). Kosmonaut tedy
vůbec nezapočı́tal čas, který na Zemi proběhl mezi událostmi D a E, protože z jeho hle-
diska nenı́ žádná pozemská událost z intervalu mezi D a E současná s nějakou událostı́
na jeho světočáře — k žádné události z intervalu D a E nevede přı́mkový “průvodič”
reprezentujı́cı́ jeho pojem současnosti.

To ovšem znamená, že k času tC =
t′′C
γ

, který kosmonaut předpověděl jako výsledek experimentu,
je třeba připočı́tat úsek tDE ≡ tE−tD. Označı́me-li ještě F pozemskou událost, která je současná
s obrátkou z hlediska Země (IS), pak je ze symetrie jasné (předpokládali jsme, že pohyb tam i
zpět probı́há stejnou rychlostı́), že tDE = 2tDF . Hodnotu tohoto opomenutého časového úseku
určı́me inverznı́ Lorentzovou transformacı́ ze systému IS’, přičemž využijeme nejdřı́ve toho, že
události F a B jsou z hlediska pozemského času t současné, a poté toho, že události D a B jsou
současné z hlediska času t′:

tDE = 2tDF = 2tDB = 2γ
(
t′DB +

v

c2
x′
DB

)
= 2γ

v

c2
x′
DB = 2γ

v

c2
1
2
t′′Cv = γ

v2

c2
t′′C .

V závěru jsme dosadili x′
DB =

1
2
t′′Cv — jedná se o vzdálenost, ve které je od kosmonauta Země

podél osy x′ v okamžiku jeho obrátky, tedy kam se podél osy x′ vzdálila za polovinu celkového
kosmonautova času t′′C. Přičteme-li opomenutý čas tDE ke kosmonautově původnı́mu propočtu

tC =
t′′C
γ

, dostaneme

tC =
t′′C
γ
+ tDE =

t′′C
γ
+ γ

v2

c2
t′′C =

t′′C
γ

(
1 + γ2

v2

c2

)
= t′′Cγ ,

což je již výsledek shodný s propočtem učiněným ze Země. Hodiny H” tedy po návratu ukazujı́
méně než hodiny H, tj. kosmonautovi během cesty uplynulo méně času než zatı́m uplynulo na
Zemi.

Dodejme, že problém lze uvažovat i jako výlet skutečného kosmonauta, tedy se zahrnutı́m
úvodnı́ho urychlenı́, bržděnı́ před otočkou, urychlenı́ zpátečnı́m směrem a bržděnı́ při přistánı́,
ale v této realističtějšı́ verzi nenı́ kosmonaut inerciálnı́ a popis poměrů z jeho hlediska je trochu
obtı́žnějšı́, než na co jsme zvyklı́ v tomto kursu (zde nahlı́žı́me prostoročas až na výjimky z
inerciálnı́ch systémů). Výsledek je však i v tomto obecnějšı́m přı́padě kvalitativně stejný jako v
našı́ limitnı́, neurychlené verzi.



KAPITOLA 4

Relativistická mechanika

Jak jsme zdůrazňovali už v úvodu, speciálnı́ relativita nenı́ teoriı́ nějakého určitého výseku
fyzikálnı́ skutečnosti — nenı́ “konstruktivnı́ teoriı́”, nýbrž principem (relativity), který by měly
všechny fyzikálnı́ teorie splňovat. V tomto krátkém kursu se nebudeme věnovat “všem fyzikál-
nı́m teoriı́m”, ale pouze mechanice a elektrodynamice. Z úvodu si také pamatujeme, že speciálnı́
relativita vzešla z rozporu mezi chovánı́m Maxwellovy elektrodynamiky a Newtonovy mecha-
niky při přechodu mezi inerciálnı́mi systémy a že tento rozpor byl Einsteinem rozhodnut ve
prospěch elektrodynamiky.1 Je proto jasné, že elektrodynamika bude z hlediska principu relati-
vity “automaticky správně”, kdežto mechaniku bude třeba “opravit” — tak, aby byla invariantnı́
vůči Lorentzovým, nikoliv Galileiovým transformacı́m. Pokusı́me se udělat to “minimálnı́m”
způsobem, tedy co nejpřirozenějšı́ a nejjednoduššı́ úpravou veličin a rovnic do podoby, v nı́ž
budou vyhovovat principu relativity (tj. do tenzorové podoby).

4.1 Světočára, čtyř-rychlost, čtyř-zrychlení

Základnı́m problémem mechaniky je problém pohybu. Znát pohyb tělesa znamená vědět, kde se
těleso v kterou chvı́li nacházı́. V klasické mechanice tato znalost odpovı́dá znalosti trajektorie
tělesa xi = xi(t), tedy polohy v nějakém souřadnicovém systému v závislosti na (absolutnı́m)
čase. V teorii relativity je konfiguračnı́m prostorem čtyřrozměrný Minkowského prostoročas,
tedy poloha má čtyři souřadnice a parametrem pohybu je vlastnı́ čas: hovořı́me o světočáře tělesa
v Minkowského protoročasu, xµ = xµ(τ). Pohyb by sice šlo i nadále parametrizovat některou
z časových souřadnic (některým z inerciálnı́ch časů t), ale vlastnı́ čas tělesa je privilegován
tı́m, že je invariantnı́. Nenı́ zde podstatná “praktická” stránka věci (že je přı́jemné, když se něco
transformuje jednoduše), nýbrž to, že jen derivacı́ podle invariantu vzniknou z tenzorů opět
tenzory. Pochopı́me to vzápětı́ na zavedenı́ čtyřrozměrného pojmu rychlosti.

Pokud nebude řečeno jinak, budeme v následujı́cı́ch kapitolách (4.1–4.4) uvažovat pohyb
částic po časupodobných světočárách (tedy pohyb “hmotných” částic, ne fotonů).

1 S citem pro spravedlnost komentuje historii W. Rindler ve své učebnici [10]: “Je jednou z ironiı́ tohoto
vývoje, že Newtonova teorie, která byla vždy známa tı́m, že v rámci klasické představy prostoru a času splňuje
princip relativity, nynı́ vyžadovala úpravu, kdežto Maxwellova teorie, s jejı́ zjevnou konceptuálnı́ závislostı́ na
preferovaném systému éteru, prošla nedotčená — vlastně byla pro speciálnı́ relativitu silným doporučenı́m.”
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4.1.1 Čtyř-rychlost

Rychlost je definována jako tečný vektor k trajektorii — nynı́ světočáře, tedy

uµ ≡ dx
µ

dτ
. (4.1)

Diferenciál polohy je čtyř-vektorem, dx′µ = ∂x′µ

∂xα dxα (v přı́padě speciálnı́ relativity konkrétně
dx′µ = Λµ

αdxα), a dτ je invariant, takže čtyř-rychlost je čtyř-vektorem,

u′µ =
∂x′µ

∂xα
uα = Λµ

αu
α .

Je také hned jasné, že úplná derivace polohy podle souřadnicového času dx
′µ

dt′
nedává čtyř-vektor,

protože v jejı́ transformaci navı́c vystupuje transformace t, totiž cdt′ = Λ0βdxβ .
V minulé kapitole jsme probı́rali, že v důsledku ortogonality Lorentzovy transformace

(relacı́ ortogonality) je “čtyř-vektorovost” ekvivalentnı́ tomu, že skalárnı́ součin čtyř-vektorů je
invariantnı́. Skalárnı́ součin čtyř-rychlosti se sebou samou tedy musı́ být invariantem. Skutečně,
přı́mo z definice (a dı́ky vztahu mezi prostoročasovým intervalem a přı́růstkem vlastnı́ho času)
dostáváme

ηµνu
µuν = ηµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
=
ds2

dτ 2
= −c2 . (4.2)

Tento výsledek (svou zápornostı́) potvrzuje, že čtyř-rychlost je vektorem časupodobným.
Můžeme ještě vyjasnit vztah čtyř-rychlosti k třı́rozměrné rychlosti ~v ≡ d~x

dt
:2

uµ ≡ dx
µ

dτ
=
dxµ

dt
dt
dτ
=
d(ct, ~x)
dt

γ = γ(c, ~v) , (4.3)

kde jsme si bokem spočı́tali, že dt
dτ

je Lorentzův faktor odpovı́dajı́cı́ rychlosti tělesa vůči danému
inerciálnı́mu systému (v),

dt

dτ
=

dt
1
c

√
−ηµνdxµdxν

=
c√

−ηµν dxµ

dt
dxν

dt

=
c√

−η00c2 − ηij
dxi

dt
dxj

dt

=

=
c√

c2 − δijvivj
=

1√
1− v2

c2

≡ γ

(to už ostatně vı́me z předchozı́ch kapitol — jedná se o vztah pro dilataci času mezi hodinami
spojenými s tělesem a hodinami daného vztažného systému). Nynı́ je také jasné, proč je třeba
čtyř-rychlost značit jinak než třı́rozměrnou rychlost: protože prostorovou částı́ čtyř-rychlosti
nenı́ přı́mo třı́-rychlost, ui = γvi 6= vi.

2 Jak jsme upozorňovali už v kapitole o Lorentzově transformaci, v se standardně značı́ rychlost vzájemného
pohybu mezi inerciálnı́mi systémy, takže pro rychlost pohybu sledovaného objektu vůči určitému inerciálnı́mu
systému bychom měli zavést nějaký jiný symbol. Nebudeme to však dělat — totiž u jsme právě vyhradili pro
čtyř-rychlost, takže by se zřejmě muselo jednat o velké V , dvojité w nebo něco podobně umělého (od mala jsme
přece zvyklı́ na to, že “těleso se pohybuje rychlostı́ ~v”. . . ). K nedorozuměnı́ by dojı́t nemělo, protože s výjimkou
odstavce o relativistických srážkách (a také o vzhledech objektů dále) již nebudeme Lorentzovu transformaci
detailně probı́rat a oba zmı́něné významy rychlosti se současně nevyskytnou.
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4.1.2 Čtyř-zrychlení

Zjištěný vztah pro normalizaci čtyř-rychlosti, ηµνuµuν = −c2, řı́ká nejen to, že rychlost je času-
podobným čtyř-vektorem — je významný nejen tı́m, že−c2 vpravo je záporné a invariantnı́, ale
navı́c tı́m, že je to konstanta, která na ničem nezávisı́. Předevšı́m nezávisı́ na čase. Geometricky
řečeno, čtyř-rychlost je podél světočáry pořád stejně “dlouhá”, takže měnit se může jen jejı́ směr
— neboli změna uµ podél světočáry musı́ být na uµ kolmá. Časovou změnou čtyř-rychlosti je
ovšem čtyř-zrychlenı́, takže v Minkowského prostoročasu je zrychlenı́ vždy kolmé na rychlost.
Nynı́ “ve vzorečcı́ch”: čtyř-zrychlenı́ je definováno “samozřejmě”

aµ ≡ du
µ

dτ
; (4.4)

dı́ky invariantnosti τ (a čtyř-vektorovosti uµ) je zjevně čtyř-vektorem. Derivacı́ normalizačnı́ho
vztahu −c2 = ηµνu

µuν podle vlastnı́ho času dostaneme

0 = ηµν(a
µuν + uµaν) = 2ηµνa

µuν ,

kde jsme využili jen toho, že Minkowského tenzor je symetrický.3 Tedy ještě jednou: čtyř-
zrychlenı́ je v kterémkoliv bodě jakékoliv (časupodobné) světočáry kolmé na čtyř-rychlost.

Krátká poznámka, totiž vzpomı́nka na odvozovánı́ Lorentzovy transformace: konstatovali
jsme tam, že transformace mezi inerciálnı́mi systémy musı́ být lineárnı́, aby se rovnoměrné
přı́močaré pohyby skládaly zase na rovnoměrné přı́močaré a 1. Newtonův zákon měl smysl.
Později, v odstavci 3.5.1, jsme linearitu “dokázali” jako vlastnost nutně plynoucı́ z invariance
prostoročasového intervalu. Komu však původně v kapitole 2.1 připadalo, že jsme to přešli
moc rychle, může si to nynı́ — se znalostı́ čtyř-formalismu a konkrétně čtyř-zrychlenı́ —
zapsat podrobně: pokud bychom neznali vlastnosti transformace, měli bychom pro transformaci
čtyř-zrychlenı́ zcela obecně

a′µ ≡ du
′µ

dτ
=
d

dτ

(
∂x′µ

∂xα
uα

)
=

∂x′µ

∂xα
aα +

∂2x′µ

∂xα∂xβ
uαuβ .

Pokud tedy v nějakém (“nečárkovaném”) IS platı́ aα = 0, bude to platit i v libovolném jiném (IS’)
právě tehdy, když druhý člen bude nulový. Musı́ to platit pro libovolný rovnoměrný přı́močarý
pohyb, tedy libovolnou čtyř-rychlost uµ, takže požadavek znı́ ∂2x′µ

∂xα∂xβ = 0— transformace musı́
být lineárnı́.

4.2 Vlastnosti hmotnosti a čtyř-hybnost
Nynı́ přirozeně zkusı́me zavést čtyř-hybnost vztahem pµ ≡ muµ, kde m je hmotnost, ale hned
se zarazı́me, protože neumı́me řı́ct, jaká je matematická povaha takovéto veličiny: nevı́me totiž,
jak se transformuje hmotnost. Musı́me to proto nejdřı́ve zjistit — a učinı́me tak rozborem velmi
jednoduchého přı́padu srážky.

4.2.1 Relativistické srážky a závislost hmotnosti na rychlosti

Mějme dvě stejné elektricky neutrálnı́ koule a nechme je centrálně srazit. Předpokládejme, že
na sebe působı́ jen mechanicky při srážce a že jinak s ničı́m neinteragujı́ (jejich systém je
izolovaný) — nedocházı́ např. k žádnému vyzařovánı́. Předpokládejme dále, že v jakémkoliv

3 Úplně “po lopatě”: ηµν(aµuν + uµaν) = ηµνa
µuν + ηνµu

νaµ = 2ηµνa
µuν .
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inerciálnı́m systému, ze kterého budeme děj sledovat, se během něj bude zachovávat celková
hmotnost koulı́ a také jejich celková (třı́rozměrná) hybnost. Srážku posoudı́me z hlediska dvou
inerciálnı́ch systémů — těžišt’ového a nějakého jiného, pohybujı́cı́ho se vůči těžišt’ovému (např.)
v kladném směru osy x. Jsou-li koule stejné, pak v těžišt’ovém systému se vůči sobě musejı́
pohybovat stejnou rychlostı́ (opačné orientace). Hodnoty veličin v těžišt’ovém systému budeme
značit dolnı́m indexem T, hodnoty naměřené vůči druhému systému nijak speciálně značit
nebudeme. Transformačnı́ chovánı́ hmotnosti zı́skáme z toho, že vı́me, jak se transformuje
(třı́rozměrná) rychlost (a na základě zmı́něných zákonů zachovánı́).

Necht’ se tedy vůči systému IST pohybujı́ dvě koule hmotnostı́ m(1)T ≡ mT, m(2)T ≡ mT
rychlostmi ~v(1)T ≡ ~vT = (vT, 0, 0), ~v

(2)
T ≡ −~vT = (−vT, 0, 0). Zachovánı́m celkové hmotnosti

a celkové hybnosti máme na mysli předpoklady, že součet zúčastněných hmotnostı́ a součet
zúčastněných třı́-hybnostı́ jsou před srážkou a v okamžiku srážky stejné,

m
(1)
T +m

(2)
T (= 2mT) = MT (≡ M0) ,

m
(1)
T ~v

(1)
T +m

(2)
T ~v

(2)
T [= mT(~vT − ~vT)] = MT~VT = ~0 .

Označili jsme MT celkovou hmotnost koulı́ v okamžiku srážky, tj. ve chvı́li, kdy se v těžišt’ovém
systému zastavily, ~VT = ~0 (MT má tedy povahu klidové hmotnosti, proto je logické i označenı́
M0). Pohyb koulı́ po srážce neřešı́me — nezabýváme se tı́m, zda je srážka pružná či nepružná.
Podobu zákonů zachovánı́ v systému IST jsme zapsali spı́še jen “pro rozcvičenı́”; speciálně
zachovánı́ hybnosti je v těžišt’ovém systému triviálnı́ — těžišt’ový systém je přece definován
nulovostı́ celkové hybnosti.

Nynı́ situaci posoudı́me z inerciálnı́ho systému (IS), který se vůči těžišt’ovému pohybuje
rychlostı́ v v kladném směru osy xT. Zapı́šeme v něm rovnici pro zachovánı́ celkové hybnosti
(pı́šeme již jen netriviálnı́, x-ovou složku)

m(1)v(1) +m(2)v(2) =MV

a provedeme v nı́ tři dosazenı́: (i) z požadavku zachovánı́ celkové hmotnosti, m(1)+m(2) =M ,
dosadı́me doprava za M ; (ii) vpravo dále dosadı́me V = −v (v okamžiku srážky se koule v
IST zastavı́, takže vůči IS se v tu chvı́li pohybujı́ rychlostı́ V = −v); (iii) vlevo dosadı́me za
rychlosti podle speciálnı́ Lorentzovy transformace rychlostı́ (2.5), zde tedy

v(1) =
vT − v

1− v
c2
vT

, v(2) =
−vT − v

1 + v
c2
vT

.

Po těchto dosazenı́ch znı́ rovnice pro zachovánı́ hybnosti

m(1)
vT − v

1− v
c2
vT
+m(2)

−vT − v

1 + v
c2
vT
= −(m(1) +m(2)) v ,

tudı́ž

m(1)
(

vT − v

1− v
c2
vT
+ v

)
= m(2)

(
vT + v

1 + v
c2
vT
− v

)
.

Po převedenı́ na společného jmenovatele vyjdou čitatele stejně, takže je zkrátı́me a máme

m(1)

1− v
c2
vT
=

m(2)

1 + v
c2
vT

. (4.5)
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Nynı́ provedeme cimrmanovský úkrok stranou a rozepı́šeme Lorentzovy faktory γ(1,2) odpovı́-
dajı́cı́ rychlostem koulı́ vůči IS v(1,2):

1−
(
v(1,2)

c

)2
= 1−

(±vT
c
− v

c

1∓ v
c2
vT

)2
=

(
1∓ v

c2
vT
)2 −

(
±vT

c
− v

c

)2
(
1∓ v

c2
vT
)2 =

=
1 + v2v2T

c4
− v2T

c2
− v2

c2(
1∓ v

c2
vT
)2 =

(
1− v2T

c2

)(
1− v2

c2

)

(
1∓ v

c2
vT
)2 ,

takže

γ(1,2) ≡ 1√
1−

(
v(1,2)

c

)2 =
(
1∓ v

c2
vT

) 1√
1− v2T

c2

1√
1− v2

c2

≡
(
1∓ v

c2
vT

)
γT γ , (4.6)

kde jsme označili γT ≡ γ(vT), γ ≡ γ(v). Tyto dva Lorentzovy faktory jsou ovšem pro obě
koule stejné, takže když ze zı́skaného vztahu vyjádřı́me

1∓ v

c2
vT =

γ(1,2)

γT γ

a dosadı́me do rovnosti (4.5) plynoucı́ ze zákonů zachovánı́, můžeme (γTγ) zkrátit a zbývá
velmi jednoduchý závěr

m(1)

γ(1)
=

m(2)

γ(2)
. (4.7)

Uvědomme si, co tento závěr znamená. Předevšı́m zjevně nezávisı́ na tom, jak jsme nastavili
parametry vůči těžišt’ové soustavě, takže se můžeme soustředit jen na výslednou rovnost, platnou
v nějakém (libovolném) inerciálnı́m systému IS. Máme dvě stejná tělesa (tělesa stejné klidové
hmotnosti), která se vůči IS pohybujı́ rychlostmi v(1), v(2) a majı́ vůči IS hmotnosti m(1), m(2).
Rychlosti i hmotnosti jsou obecně různé, ale poměr m(1,2)/γ(1,2) je stejný. Zjevně bychom mohli
uvažovat libovolně mnoho těles (dané klidové hmotnosti m0), pohybujı́cı́ch se vůči zvolenému
IS nejrůznějšı́mi rychlostmi v(n): hmotnosti těles vůči tomuto IS m(n) budou takové, že jejich
poměr vůči přı́slušným Lorentzovým faktorům γ(n) bude pro všechna tělesa stejný. Situaci však
můžeme nahlı́žet i opačně: máme jedno těleso a řadu inerciálnı́ch systémů, vůči kterým se toto
těleso pohybuje nejrůznějšı́ rychlostı́, tedy “má vůči nim” různé Lorentzovy faktory γ. Pak
hmotnost tělesa vůči těmto IS je taková, že poměr m/γ je ve všech stejný.4

A nynı́ stručně: zjistili jsme, že poměr m/γ je invariantem Lorentzovy transformace.
Tento poměr má však význam klidové hmotnosti tělesa, jak se lze snadno přesvědčit dosazenı́m
nulové rychlosti [a tedy γ(v = 0) = 1],

m(v)

γ(v)
=

m(0)

γ(0)
= m0 . (4.8)

Závěr: klidová hmotnost tělesa je invariantnı́ (ve všech IS stejná), ale relativnı́ hmotnost m
(často označovaná jako relativistická hmotnost, popř. prostě hmotnost) závisı́ na rychlosti —
vzhledem k IS, vůči němuž se pohybuje rychlostı́ v, má těleso hmotnost

m = m0γ ≡ m0
√

1− v2

c2

(≥ m0) . (4.9)

4 Poznamenejme, že ve srážkovém myšlenkovém experimentu jsme sice uvažovali jen pohyb ve směru osy x,
ale přesto můžeme vyslovit závěr obecně, protože závislost vlastnostı́ tělesa na směru jeho pohybu vůči danému
IS by byla ve sporu s principem relativity a/i s předpokladem izotropie prostoru.
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Vůči svému klidovému systému má tedy těleso nejmenšı́ hmotnost; čı́m se pohybuje vůči danému
IS rychleji, tı́m je jeho hmotnost vůči tomuto IS většı́, limitně pro v → c dokonce nekonečná.

Poznámka k proměnnosti m0

Uvažujme ted’ pro snazšı́ představu, že srážka je dokonale nepružná, tudı́ž že koule po srážce
zůstanou v IST stát na mı́stě, a vrat’me se k prvnı́mu vztahum(1)T +m

(2)
T (= 2mT) =MT (≡M0),

tedy požadavku rovnosti celkové hmotnosti před srážkou a v okamžiku srážky z hlediska
těžišt’ového systému. Dosadı́me-li do něj právě zjištěnou skutečnost mT = m0γT, dostáváme

(M0 ≡) MT = 2mT = 2m0γT > 2m0 . (4.10)

To je překvapivé: vzali jsme dvě tělesa klidové hmotnosti m0, hodili je proti sobě a nechali je
srazit — a jejich výsledná klidová hmotnost M0 je γ(vT)-krát většı́ než 2m0. Klidová hmotnost
těles se v důsledku srážky zvětšila, přestože jsme zajistili, že systém je uzavřený a nikudy do něj
nenı́ žádná hmotnost “přisypávána”. Klidová hmotnost se tedy může s časem měnit! Na otázku,
při jakých fyzikálnı́ch procesech k tomu může docházet, odpovı́me přesněji v odstavci 4.4, zde
jen odhadneme, že nárůst klidové hmotnosti asi souvisı́ s tı́m, že jsme tělesům před srážkou
udělili určitou kinetickou energii a ta se při srážce přeměnila na jejich vnitřnı́ (a deformačnı́)
energii. Činı́me tedy zatı́m aspoň vágnı́ závěr, že klidová hmotnost tělesa se měnı́ tehdy, když
se měnı́ jeho vnitřnı́ energie. V dalšı́m uvidı́me, že tento odhad je správný a přı́mo souvisı́ s
Einsteinovou slavnou formulı́ pro ekvivalenci hmotnosti a energie.

4.2.2 Čtyř-hybnost

Na začátku kapitoly jsme odhadli, že čtyř-hybnost bude vhodné zavést vztahem pµ ≡ muµ,
ale ted’ vidı́me, že to nebyl správný odhad, protože hmotnost m nenı́ invariantem, tudı́ž takto
definovaná veličina by nebyla čtyř-vektorem (v jejı́ transformaci by kromě Lorentzovy trans-
formace navı́c vystupoval Lorentzův faktor). Zároveň jsme však zjistili, že klidová hmotnost
invariantnı́ je, takže už vı́me, jak čtyř-hybnost definovat správně:

pµ ≡ m0u
µ . . . = m0γ(c, ~v) = m(c, ~v) = (mc, ~p) . (4.11)

Využili jsme definice rovnou i ke zjištěnı́ vztahu mezi čtyř-hybnostı́ a třı́rozměrnou hybnostı́;
jak vidı́me po dosazenı́ složek čtyř-rychlosti (4.3), prostorová část čtyř-hybnosti je rovna přı́mo
třı́-hybnosti, takže je na mı́stě, že jsme čtyřrozměrnou veličinu označili stejným pı́smenkem jako
třı́rozměrnou. (Je však třeba pamatovat, že nynı́ už ani ~p nenı́ “klasickou hybnostı́”! Obsahuje
přece hmotnost, která je v relativitě závislá na rychlosti vůči danému IS.)

4.3 Pohybová rovnice, čtyř-síla
Je jasné, že zjištěná závislost “hmotnosti na rychlosti” bude mı́t pro mechaniku dalekosáhlé
důsledky. (Setrvačná) hmotnost předevšı́m vystupuje v pohybové rovnici. Jako možná rela-
tivistická obdoba Newtonova dpi

dt
= mai se na levé straně pohybové rovnice nabı́zejı́ dva

čtyř-vektory, dp
µ

dτ
nebo m0a

µ. Vzhledem k definici čtyř-hybnosti (4.11) je mezi nimi vztah

dpµ

dτ
=
dm0
dτ

uµ +m0a
µ .

V odstavci o srážkách jsme zjistili, že existujı́ fyzikálnı́ procesy, při nichž se práce spotřebovává
(také) na změnu klidové hmotnosti (nastává to, když sı́la těleso “ohřı́vá”), a proto dáme přednost
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prvnı́ možnosti. O čtyř-rozměrné sı́le těžko v obecnosti něco řekneme — tedy samozřejmě kromě
toho, že to musı́ být čtyř-vektor, aby pohybová rovnice byla ve shodě s principem relativity. I v
dalšı́ch základnı́ch vlastnostech čtyř-sı́ly se tedy spolehneme na pohybovou rovnici,

dpµ

dτ
= F µ . (4.12)

Rozepı́šeme-li vlevo

dpµ

dτ
=
dpµ

dt

dt

dτ
=
dpµ

dt
γ

a dosadı́me složky pµ = (mc, ~p), docházı́me k rozpisu

F µ =

(
c
dm

dτ
, γ ~f

)
= γ

(
c
dm

dt
, ~f

)
, (4.13)

kde ~f = d~p
dt

je “klasická” třı́rozměrná sı́la. (Pro čtyř-sı́lu použı́váme jiné označenı́ — velké
pı́smeno —, protože F i 6= f i, je tam navı́c γ.)

Prostorová část relativistické pohybové rovnice tedy vypadá “zcela klasicky”, dp
i

dt
= f i, ale

přesto obsahuje podstatnou novinku: v hybnosti pi = mvi je hmotnost závislá na rychlosti. Při
urychlovánı́ tělesa se bude (vůči danému IS) zvětšovat setrvačný odpor tělesa (charakterizovaný
m), takže bude zřejmě zapotřebı́ vı́ce práce, než by odpovı́dalo čistě změně rychlosti vi při
konstantnı́ hmotnosti m. Oproti newtonovskému dp

i

dt
= mai bude na levé straně konkrétně

dpi

dt
=
d(m0γvi)

dt
= m

dvi

dt
+m0

dγ

dt
vi +

dm0
dt

γvi = mai +

(
m0γ

2~v · ~a
c2
+
dm0
dt

)
γvi ,

kde bylo třeba jen zderivovat γ,

dγ

dt
=
d

dt

1√
1− ~v·~v

c2

= γ3
~v · ~a
c2

.

Jen pokud je závorka
(
m0γ

2 ~v·~a
c2
+ dm0

dt

)
nulová, platı́ i v relativitě dp

i

dt
= mai. Přı́kladem takové

situace je pohyb nabité částice v magnetickém poli: při tomto pohybu je ~v · ~a = 0, a v kapitole
o Lorentzově sı́le uvidı́me, že se při něm také neměnı́ m0.

4.3.1 “Příčná” a “podélná” hmotnost

Ve svém slavném článku K elektrodynamice pohybujı́cı́ch se těles ilustruje Einstein vlastnosti
(třı́rozměrné) pohybové rovnice d~p

dt
= ~f také na jejı́m rozkladu do směru přı́čného a podélného

vzhledem k prostorové rychlosti ~v. Po rozepsánı́

d~p

dt
=
dm

dt
~v +m~a

je ihned jasné, že ke kolmé složce rovnice přispı́vá jen druhý člen, takže

m~a⊥ = ~f⊥ . (4.14)

K podélné složce přispı́vajı́ oba členy. Rádi bychom i tuto složku uvedli do “newtonovského”
tvaru. Umožnı́ nám to vyjádřenı́ rychlosti ~v pomocı́ podélné složky zrychlenı́:

~a ≡ d~v
dt
≡ d(v~e(v))

dt
=
dv

dt
~e(v) + v

d~e(v)
dt
≡ ~a‖ + ~a⊥ =⇒ ~v ≡ v~e(v) = v

dt

dv
~a‖ ,
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kde jsme označili~e(v) jednotkový vektor ve směru rychlosti ~v. Na levé straně podélného průmětu
pohybové rovnice tedy stojı́

dm

dt
~v +m~a‖ =

(
dm

dt
v
dt

dv
+m

)
~a‖ =

(
dm

dv
v +m

)
~a‖ .

Můžeme ještě upravit

dm

dv
=
dm0
dv

γ +m0
dγ

dv
=
dm0
dv

γ +m0γ
3 v

c2
,

takže pokud je během uvažovaného pohybu dm0
dv
= 0, nabývá závorka, která hraje roli “podélné

hmotnosti”, velmi jednoduché podoby

dm

dv
v +m =

dm0
dv

γv +m0γ
3v
2

c2
+m = mγ2

v2

c2
+m = m

(
v2

c2

1− v2

c2

+ 1

)
= mγ2 .

Podélný průmět pohybové rovnice tak (v přı́padě neproměnné klidové hmotnosti) znı́

mγ2~a‖ = ~f‖ . (4.15)

Ve směru pohybu se tedy těleso bránı́ urychlenı́ γ2-krát vı́ce než ve směru kolmém — “podélná
setrvačná hmotnost je γ2-krát většı́ než kolmá setrvačná hmotnost”.

4.4 (Ne)konstantnost klidové hmotnosti, práce a E = mc2

V závěru kapitoly o srážkách jsme si uvědomili, že při (nepružné) srážce se měnı́ klidová
hmotnost těles. Na základě “energetické bilance” jsme usoudili, že změna souvisı́ s tı́m, že
tělesa se při srážce zahřejı́. Přesnějšı́ odpověd’na otázku (ne)konstantnosti m0 přinášı́ skalárnı́
součin, který je “čtyřrozměrnou obdobou” výkonu sı́ly δijf

ivj:

ηµνF
µuν = ηµν

dpµ

dτ
uν = ηµν

d(m0uµ)

dτ
uν = ηµν

dm0
dτ

uµuν + ηµνm0
duµ

dτ
uν =

= −c2 dm0
dτ
+ ηµνm0a

µuν = −c2 dm0
dτ

. (4.16)

Využili jsme pouze pohybové rovnice, definice pµ, normalizace čtyř-rychlosti a kolmosti čtyř-
zrychlenı́ na čtyř-rychlost. Klidová hmotnost se tedy v čase neměnı́ právě tehdy, když čtyř-sı́la
je (v prostoročasovém slova smyslu) kolmá na čtyř-rychlost, et vice versa.5

Zı́skaný vztah je očividně invariantnı́. Poskytuje i dalšı́, neinvariantnı́ informace, když do

levé strany dosadı́me složky F µ = γ
(
c dm
dt

, ~f
)

, uµ = γ(c, ~v):

−γcF 0 + γ2δijf
ivj = −c2 dm0

dτ
=⇒ F 0

(
= γc

dm

dt

)
= c
dm0
dt
+

γ

c
~f · ~v . (4.17)

5 Čtyř-rychlost je časupodobný vektor, takže k nı́ může být (v prostoročasovém smyslu) kolmý jen prostoru-
podobný čtyř-vektor (součin dvou časupodobných vektorů je vždy nenulový, speciálně jsou-li oba do budoucna
orientované, pak je vždy záporný). Čtyř-sı́ly, které neměnı́ m0, tedy musejı́ být prostorupodobné. Naopak při
působenı́ časupodobné čtyř-sı́ly se klidová hmotnost určitě měnı́.
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Jednak ted’lépe vidı́me význam F 0; speciálně druhý člen představuje výkon třı́rozměrné sı́ly ~f
násobený γ (tedy vztažený na jednotku vlastnı́ho času) a dělený c. Vztah má vlastně tvar 1. věty
termodynamické (vynásobte c

γ
dt),

c2 dm =
1

γ
c2 dm0 + ~f · d~r , (4.18)

přičemž dle očekávánı́ hraje člen daný změnou klidové hmotnosti roli dodané tepelné energie a
druhý člen je přı́růstek práce.

4.4.1 Einsteinův vztah ekvivalence hmotnosti a energie

V klasické fyzice obvykle celková energie systému nějak souvisı́ s jeho setrvačnou hmotnostı́
(obvykle lineárně), ale vztah mezi těmito veličinami je pro každý fyzikálnı́ systém jiný. Ein-
stein ve svém “doplňku ke speciálnı́ relativitě”, nazvaném Závisı́ setrvačnost tělesa na jeho
energetickém obsahu? a vyšlém rovněž ještě v r. 1905, dospěl k převratnému závěru, že mezi
setrvačnou hmotnostı́ a energiı́ je ve skutečnosti universálnı́ vztah. Lze k němu dospět různými
cestami, z nichž však žádná nemá povahu “teorému s důkazem”. Podı́vejme se napřı́klad, jak se
vyvı́jı́ kinetická energie tělesa T , jestliže na těleso působı́ sı́la ~f , a to tak, že veškerá jejı́ práce
se spotřebuje na urychlenı́ tělesa (tedy nic nejde na zvýšenı́ klidové hmotnosti — sı́la těleso
“neohřı́vá”). Ze vztahu (4.18) máme ihned

dT = ~f · d~r = d(mc2) ,

což jest nepochybně integrovati přes rychlost (nebot’T se “dle definice” měnı́ s rychlostı́),

T − Tin =

T∫

Tin

dT =

v∫

vin

d(mc2) = mc2 −minc
2 ,

kde m ≡ m(v), min ≡ m(vin). Bude-li těleso urychlováno (vůči danému inerciálnı́mu systému)
z klidu (vin = 0, Tin = 0, min = m0), máme tedy

T = mc2 −m0c
2 , neboli (sugestivněji) mc2 = m0c

2 + T . (4.19)

Člen m0c
2 je “čistě klidový”, člen T “čistě pohybový”. Jak jinak vztah interpretovat než tak, že

celková energie tělesa je součtem jeho klidové a kinetické energie, tedy že

E = E0 + T, kde E = mc2 , (tudíž) E0 = m0c
2 . (4.20)

To ovšem znamená, že celková hmotnost a energie jsou ekvivalentnı́ veličiny, úměrné přes faktor
c2. Mimochodem, tento faktor je obrovský, takže v jednom kilogramu látky (v klidu!) je skoro
1017 joulů energie; zhruba tolik se uvolnilo např. při výbuchu sopky Mount Pinatubo v r. 1991
— největšı́m sopečném výbuchu od r. 1912.

Celková energie mc2 nenı́ invariantnı́ (protože hmotnost m nenı́ invariant), a to zjevně
dı́ky neinvarianci kinetické části energie, protože klidová část m0c2 invariantnı́ je. Přı́tomnost
tohoto invariantnı́ho členu mimochodem implikuje, že na rozdı́l od klasické mechaniky má v
relativitě těleso určitou energii “už za to, že existuje”, tedy aniž by se vůči vztažnému IS muselo
pohybovat, a je to pravda i v přı́padě, že vůbec s ničı́m neinteraguje (a nemá tedy ani žádnou
potenciálnı́ část energie).
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4.4.2 Vztah energie a hybnosti

V kapitole o čtyř-hybnosti jsme nepočı́tali prostoročasovou “normu” tohoto čtyř-vektoru, tak
to zde napravı́me, a to hned dvěma způsoby — dosazenı́m definice pµ = m0u

µ a dosazenı́m
složek pµ = (mc, ~p) = (E/c, ~p). Porovnánı́m výsledků zı́skáme vztah mezi energiı́ a hybnostı́:

ηµνp
µpν =

{
m20 ηµνu

µuν = −m20c2
−m2c2 + p2 = −E2

c2
+ p2

=⇒ E2 = c2(m20c
2 + p2) . (4.21)

Tento vztah je velmi důležitý hlavně v částicové fyzice.6 Kvadrát energie E2 a kvadrát třı́-
hybnosti p2 sice nejsou invarianty, ale jejich rozdı́l E2

c2
− p2 = m20c

2 tedy invariantem je. Inva-
riantnı́ nadplocha (třı́rozměrný hyperboloid), kterou tato formule v Minkowského prostoročasu
definuje, se nazývá hmotnostnı́m hyperboloidem (anglicky často mass shell).

Limitnı́ přı́pady vztahu: je-li kinetický člen malý proti klidovému, p2 ≪ m20c
2, rozvineme

E = c
√

m20c
2 + p2 = m0c

2

√
1 +

p2

m20c
2

.
= m0c

2

(
1 +

p2

2m20c2

)
= m0c

2 +
p2

2m0

a poznáváme klasický kinetický člen (kromě toho ovšem i klidový přı́spěvek, který nemá
klasickou analogii). Opačnou, “rychlou” limitu představuje přı́pad částic s m0 = 0. Skutečně,
aby takové částice mohly mı́t nenulovou energii a hybnost (E = m0γc

2, ~p = m0γ~v), musejı́ se
pohybovat rychlostı́ světla (γ →∞). V jejich přı́padě je celá energie kinetické povahy,

E = T = pc

(
ve vlnovém jazyce = hν =

hc

λ
= ~ω = ~ck

)

(h je Planckova konstanta, ~ ≡ h
2π

, ν je frekvence a ω ≡ 2πν kruhová frekvence, λ = c
ν

je vlnová délka a k ≡ 2π
λ

vlnočet), a pomocı́ nı́ můžeme definovat “efektivnı́” (setrvačnou)
hmotnost částic

m ≡ E

c2
=

p

c
.

4.4.3 Kovariantní vztah pro energii

Hmotnost-energie je časovou složkou čtyř-hybnosti a jak jsme zjistili v odstavci o srážkách,
nenı́ to invariantnı́ veličina. Vztah pt = mc = E

c
ale lze napsat kovariantně. Abychom vymys-

leli jak, stačı́ uvážit, že “časová složka” je průmětem na časovou osu určitého systému, což
ovšem znamená průmět na čtyř-rychlost jakéhokoliv pozorovatele, který vůči tomuto systému
stojı́. Zobecněnı́ na libovolného pozorovatele je nasnadě: energie tělesa (částice) vůči určitému
pozorovateli v daném mı́stě je dána tı́m, co je pro tohoto pozorovatele časovou složkou pµ, to
znamená průmětem pµ na jeho čtyř-rychlost ûµ,

Ê = −pσûσ = m0γ̂c
2 . (4.22)

Označili jsme γ̂ relativnı́ Lorentzův faktor,

γ̂c2 ≡ −uσû
σ =

c2√
1− v̂2

c2

, kde v̂2 ≡ v̂ιv̂
ι

6 Dá se napsat i jiným úhledným způsobem, p2 = (m2 −m2
0
)c2.
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a v̂µ je relativnı́ rychlost částice vůči pozorovateli. Tato rychlost představuje normálovou složku
čtyř-rychlosti částice uµ vůči pozorovatelově čtyř-rychlosti ûµ,

uµ = γ̂(ûµ + v̂µ) , kde v̂σû
σ = 0 . (4.23)

Snadno se přesvědčı́me, že “to sedı́”: vynásobenı́m rozkladu ûµ vyjde identita −γ̂c2 = −γ̂c2,
vynásobenı́m v̂µ vyjde uµv̂µ = γ̂v̂2 a vynásobenı́m uµ vyjde −c2 = −γ̂2c2 + γ̂v̂µuµ, což po

dosazenı́ uµv̂µ = γ̂v̂2 z předchozı́ho průmětu dává 1 = γ̂2
(
1− v̂2

c2

)
, tedy definici γ̂.

Vztah Ê = −pσûσ je zjevně kovariantnı́, tedy lze vyjádřit “BÚNO” v jakýchkoli souřad-
nicı́ch (a nejen inerciálnı́ch). Speciálně v systému spojeném s pozorovatelem je ûµ = (c, 0, 0, 0),
takže relativnı́ energie přecházı́ v “souřadnicovou” hodnotu, souvisejı́cı́ obvyklým způsobem s
časovou složkou čtyř-hybnosti, Ê = −ptc (≡ E).

Zatı́m jsme evidentně hovořili o částicı́ch s m0 6= 0 (až na občasné “limitnı́” zmı́nky tomu
tak bylo v celé této části), ale vztah Ê = −pσûσ je skutečně zcela obecný — platı́ i pro fotony.
V tom přı́padě však roli čtyř-rychlosti (tečného vektoru ke světočáře) hraje tzv. vlnový vektor
kµ (viz kap. 5.5) a čtyř-hybnost s nı́m souvisı́ vztahem pµ = ~kµ. Časovou složkou vlnového
čtyř-vektoru je ω

c
, takže skutečně p0 = ~ω

c
= hν

c
= h

λ
= E

c
jako u “hmotných” částic. Z průmětu

Ê = −pσûσ pak plyne relativnı́ energie vyjádřená způsobem obvyklým u fotonů, tj. pomocı́
relativnı́ frekvence (přı́padně vlnové délky).

4.5 Otázka nadsvětelných rychlostí a princip kauzality
Pohyby rychlostı́ většı́ než je rychlost světla c jsme zatı́m nijak “nezakázali”, ale na mnoha
mı́stech bylo zřejmé, že přı́pady v = c a v > c vedou k problémům a že je kdyžtak třeba

je řešit zvlášt’. Nejviditelnějšı́ potı́ž je s Lorentzovým faktorem γ ≡
(
1− v2

c2

)−1/2
, který pro

v → c diverguje a pro v > c je imaginárnı́. Pokud by se jednalo o γ vystupujı́cı́ v Lorentzově
transformaci, tedy pokud by v značilo vzájemnou rychlost inerciálnı́ch systémů, mezi nimiž
přecházı́me, pak “čárkovaný” systém by měl podél os imaginárnı́ hodnoty. Z toho důvodu se
transformace s nadsvětelnou rychlostı́ neuvažujı́ (nemajı́ fyzikálnı́ význam). Podobně nemá
(ani matematický) smysl ani transformace s v = c, tj. do systému, jehož osy by ležely na plášti
světelného kuželu. Jinou věcı́ ale je, že existujı́ prostorupodobné světočáry a že se můžeme
ptát, co by se stalo, kdyby se po takových světočárách něco pohybovalo (kdyby se podél nich
šı́řila informace) — aniž bychom se snažili transformovat do spolu-pohybujı́cı́ch se systémů.
V této podkapitole ukážeme, že světy podsvětelných, světelných a nadsvětelných rychlostı́ jsou
z několika různých hledisek oddělené, navzájem nedosažitelné. Nakonec nadsvětelné rychlosti
signálů odmı́tneme s poukazem na princip kauzality.

4.5.1 Zvláštnosti nadsvětelných rychlostí

Podı́vejme se, co by se stalo podle transformačnı́ho vztahu pro “obyčejnou” rychlost (2.5), tedy

w′
x =

wx − v

1− v
c2
wx

,

kdyby se (např.) vůči “nečárkovanému” IS nějaký předmět pohyboval nadsvětelnou rychlostı́wx.
Vůči IS’ by se pohyboval také nadsvětelně, ale žádné problémy by podle této formule nemusely
nutně nastat. Pro jakoukoliv hodnotu wx > c však existuje takový IS’ — totiž IS’ pohybujı́cı́ se
vůči IS rychlostı́ v = c2

wx
< c —, vůči kterému by se předmět pohyboval nekonečnou rychlostı́
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w′
x. Ještě podivnějšı́ by byla situace ve všech systémech IS’, pro které by platilo vwx > c2 a

jmenovatel vztahu klesl pod nulu: z hlediska IS se takové systémy pohybujı́ v kladném směru
x rychlostı́ v < c, sledovaný předmět je předhánı́ (protože se pohybuje rychlostı́ wx > v), ale
přitom vůči IS’ se pohybuje v záporném směru osy x′ (Lorentzova transformace dává w′

x < 0)!
Objekt pohybujı́cı́ se nadsvětelně má vůči (libovolnému) IS řadu parametrů imaginárnı́ch:

na prvnı́ pohled dτ , (a dı́ky tomu) γ, uµ, také však m0 (jeho čtyř-hybnost je prostorupodobná,
takže musı́ být ηµνpµpν = −m20c2 > 0). Zajı́mavé je, že nejdůležitejšı́ veličina — čtyř-hybnost
— je reálná, jak je zřejmé přı́mo z definice pµ = m0u

µ = m0γ(c, ~v) = (mc, ~p) = (E/c, ~p). Ryzı́
imaginárnost γ a m0 se však vynásobı́ v něco záporného, takže hmotnost-energie nadsvětelně se
pohybujı́cı́ho předmětu vycházı́ záporná (alternativně se dá řı́ci, že čtyř-hybnost je orientována
do minulosti — má zápornou časovou složku). Nynı́ ještě pohled’me na pohybovou rovnici.
Pokud jejı́ parametr τ “přeškálujeme” na τ

m0
(za předpokladu, že m0 je konstantnı́), je rovnice

reálná a dá se s nı́ normálně pracovat. (Takto se s nı́ dá pracovat i v podsvětelném přı́padě,
takže úprava ji nijak nepokazı́.) Zdá se tedy, že aspoň některé části speciálnı́ relativity by se s
nadsvětelnými rychlostmi docela snadno vyrovnaly.

4.5.2 Oddělené světy {v < c}, {c}, {v > c}
Třı́rozměrná rychlost se při Lorentzově transformaci obecně měnı́, avšak — jak je vidět (nej-
lépe na prostoročasovém diagramu ??) z chovánı́ os (t, x) — časupodobné směry zůstávajı́
časupodobnými, světelné světelnými (světelný kužel je invariantnı́) a prostorupodobné prosto-
rupodobnými. Je to jasné z toho, že hodnota skalárnı́ho součinu ηµνV

µV ν , která rozhoduje o
prostoročasovém charakteru jakéhokoli vektoru V µ, je invariantnı́. Je-li řeč konkrétně o pohybu,
jde o charakter tečného vektoru k přı́slušné světočáře. Výrok lze snadno vyslovit i pomocı́ třı́-
rychlosti, jak už ostatně vı́me: necht’se pohyb děje po světočáře, jejı́ž určitý element odpovı́dá
intervalu

ds2 = −c2dt2 + dl2 . . . vydělením dt2 :
ds2

dt2
= −c2 + v2 .

Hodnota ds2 je ovšem invariantnı́ a c2 také, takže v jakémkoliv jiném (čárkovaném) systému
dostaneme obdobně

ds2

dt′2
= −c2 + v′2 .

Rychlost v′ je obecně odlišná od rychlosti v a hodnota levé strany také — ale znaménko levé
strany je stejné, je určeno (invariantnı́) hodnotou ds2. Tı́m pádem je invariantnı́ také to, zda je
rychlost v menšı́, většı́, nebo rovna c. Kdo se chce potrápit trochu vı́c, může přetransformovat
velikost třı́rozměrné rychlosti podle vztahů (2.5)–(2.7) speciálnı́ Lorentzovy transformace:

w′2 ≡ (w′
x)
2 + (w′

y)
2 + (w′

z)
2 =

(wx − v)2 + [(wy)2 + (wz)2]
(
1− v2

c2

)

(
1− vwx

c2

)2 =

= . . . = c2


1−

(
1− w2

c2

)(
1− v2

c2

)

(
1− vwx

c2

)2


 ,
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po vydělenı́ c2 a úpravě tedy7

1− w′2

c2
=

(
1− w2

c2

)(
1− v2

c2

)

(
1− vwx

c2

)2 . . . neboli γ(w′) = γ(w)γ(v)
(
1− vwx

c2

)
.

Za předpokladu v2 < c2 je znaménko 1− w′2

c2
stejné jako znaménko 1− w2

c2
.

Světy podsvětelných, světelných a nadsvětelných rychlostı́ jsou tedy oddělené ve smyslu
transformace — nedá se mezi nimi přecházet Lorentzovou transformacı́ (s podsvětelnou rych-
lostı́). Krátce řečeno, výroky w < c, w = c, w > c jsou absolutnı́.

Světelná rychlost je oboustrannou bariérou i ve smyslu energetickém, jak je jasné z výrazu
pro energii (hmotnost) E = m0γc

2: těleso s m0 6= 0 se musı́ pohybovat bud’podsvětelně (je-li
jehom0 reálná kladná), nebo nadsvětelně (je-lim0 imaginárnı́), protože při v = c by jeho energie
byla nekonečná; těleso (částice) s m0 = 0 se naopak musı́ pohybovat rychlostı́ světla, protože
jinak by jeho energie byla nulová. Částice s reálnou kladnou m0 tedy nejde urychlit na rychlost
světla — a částice s imaginárnı́ m0 (“tachyony”) naopak nejde na rychlost světla zbrzdit.

4.5.3 Hyperbolický pohyb

Klı́čem k mechanickému pochopenı́ tohoto energetického závěru je zřejmě závislost hmotnosti
na rychlosti: podle relativity je prostě urychlenı́ hmotného tělesa obtı́žnějšı́ než v klasické
mechanice, protože odpor tělesa vůči urychlenı́ (charakterizovaný m(v)) s rychlostı́ roste a
směrem k rychlosti světla jde do nekonečna. Podı́váme se, jak se takové urychlenı́ přesně děje.
Představme si, že urychlujeme po přı́mce těleso s nenulovou klidovou hmotnostı́. Inerciálnı́
systém, v němž budeme děj sledovat, nastavı́me tak, aby pohyb probı́hal podél některé z os, a
soustředı́me se již jen na tuto netriviálnı́ prostorovou složku pohybové rovnice: dp

dt
= f . Pro

obecnou sı́lu f bychom rovnici nemuseli umět integrovat, ale zde nám jde o zı́skánı́ základnı́
představy o zrychleném pohybu, takže je na mı́stě uvažovat intuitivně co nejjednoduššı́ přı́pad.
Takovým je urychlenı́ konstantnı́ silou (silou neproměnnou v čase). Integrace je v tom přı́padě
úplně snadná:

dp

dt
= f = konst ⇒ p = ft, tj.

m0v√
1− v2

c2

= ft ⇒ v = c
ft√

m20c
2 + f 2t2

. (4.24)

Integračnı́ konstantu jsme nastavili na nulu, což odpovı́dá urychlovánı́ z klidu, v(t = 0) = 0.
Pro ft ≪ m0c vztah přecházı́ v klasické v = ft

m0
= at; opačná limita se však značně lišı́, totiž

rychlost zůstane vždy menšı́ než c, pouze se k c limitně přiblı́žı́, lim
ft→∞

v = c (podle klasického

v = ft
m0

lze dosáhnout libovolně vysoké rychlosti, roste totiž lineárně s t).
Snadno lze provést i druhou integraci a najı́t světočáru x(t),

x = c

t∫

0

ft
m0c√
1 + f2t2

m20c
2

dt =
m0c

2

f

ξ∫

0

ξ dξ√
1 + ξ2

=
m0c

2

f

√
1 + ξ2 =

m0c
2

f

√
1 +

f 2t2

m20c
2
. (4.25)

Opět jsme zvolili speciálně integračnı́ konstantu — tak, že těleso na začátku urychlovánı́ nenı́ v
počátku, ale v mı́stě x(t = 0) = m0c2

f
. Přepı́šeme-li po umocněnı́ na druhou výsledek do tvaru

x2 − c2t2 =
m20c

4

f 2
,

7 Ve skutečnosti tento výsledek už známe z kapitoly o srážkách — viz vztah (4.6).
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je vidět, že na prostoročasovém diagramu se jedná o hyperbolu s asymptotami x = ±ct. Pohybu
pod působenı́m konstantnı́ sı́ly v teorii relativity se proto řı́ká hyperbolický pohyb. Pro srovnánı́,
v klasické mechanice je výsledkem takového působenı́ “rovnoměrně zrychlený” pohyb, který,
jak známo, se děje po parabole, x = 1

2
at2 = ft2

2m0
.

Je zajı́mavé vyjádřit zı́skaný pohyb v závislosti na vlastnı́m času. Integracı́ vztahu

dτ
dt
=
1
γ
=

√
1− v2

c2
=

√
1− f 2t2

m20c
2 + f 2t2

=
m0c√

m20c
2 + f 2t2

dostaneme (opět využijeme neproměnnosti sı́ly f )

fτ

m0c
= arcsinh

ft

m0c
⇐⇒ ft

m0c
= sinh

fτ

m0c
, (4.26)

což můžeme dosadit zpět do rychlosti a polohy,

v = c tanh
fτ

m0c
, x =

m0c
2

f
cosh

fτ

m0c
. (4.27)

S vlastnı́m časem tedy poloha roste dost rychle! Kosmická lod’, která by vystartovala z klidu
(v=0) z mı́sta xin ≡ x(τ=0) = m0c

2/f a tahem svých motorů udržovala “vlastnı́” zrychlenı́
(zrychlenı́ v okamžitém klidovém systému lodi) f/m0na konstantnı́ hodnotě rovné gravitačnı́mu
zrychlenı́ na povrchu Země 9.81m/s2, by měla za rok svého času τ vůči Zemi rychlost v

.
=

0.775 c (∼ γ
.
= 1.582) a byla by od nı́ ve vzdálenosti x−xin

.
= 0.564 světelného roku. Po deseti

letech vlastnı́ho času by ovšem už rychlost byla blı́zká c (γ
.
= 15430) a dosažená vzdálenost

x − xin
.
= 14779 světelných let. Pokud by se někdo takto vydal na výlet, 10 let svého času

zrychloval, pak 10 let brzdil, pak zase 10 let zrychloval zpět a nakonec 10 let brzdil před
přistánı́m na Zemi (tj. udržoval by na lodi po celou dobu tı́hové podmı́nky jako na Zemi), tak po
návratu by zjistil, že na Zemi zatı́m uběhlo 59119 let! Vztahy se prostě (exponenciálně) rychle
rozbı́hajı́ pro velké hodnoty časů — během obdobné cesty, která by na lodi trvala čtyři roky, by
na Zemi uběhlo jen o 3/4 roku vı́c.

Ani kratšı́ — např. ten čtyřročnı́ — zájezd s f = konst však zatı́m cestovnı́ agentury
nenabı́zejı́.8 Důvod je energetický, jak snadno spočı́táme, protože sı́la je v našem přı́padě
konstantnı́ a působı́ stále v podélném směru, takže

E = f · [proběhlá dráha]τfin0 = m0c
2

(
cosh

fτfin
m0c

− 1
)

pro jeden (ze čtyř) úseků cesty. Pro zmı́něný čtyřročnı́ výlet (⇔ τfin = 1 rok) s garantovanou
pozemskou hodnotou zrychlenı́ 9.81m/s2 vycházı́ celkem zhruba 2.329-krát klidová energie
kosmické lodi. Tı́m se ovšem úloha úplně rozpadá, protože pokud si má lod’vézt palivo s sebou,
musı́ rozhodně tvořit většinu (počátečnı́) hmotnosti lodi a úlohu by bylo třeba řešit jako problém
s proměnnou klidovou hmotnostı́.9

8 Můžete ho však absolvovat s Ústavem teoretické fyziky, dokonce bezplatně, na stránkách [9] (viz interaktivnı́
scénu 11 tohoto krátkého filmu) nebo [5] mých kolegů.

9 S takovýmto přı́padem, kdy je do pohonu tělesa nutno investovat část jeho klidové hmotnosti (“palivo”), se
setkáváme velmi často — viz ostatně i “provoz” živých organismů. I zde situace odpovı́dá tomu, že působı́cı́
čtyř-sı́la nenı́ kolmá ke čtyř-rychlosti tělesa.
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4.5.4 Tachyony a princip kauzality

Existenci tachyonů striktně vzato nelze vyloučit a zatı́m jsme proti nı́ ani nic nenamı́tali. Pokud
by však takové částice mohly interagovat s “našı́m” světem podsvětelných rychlostı́, tj. pokud
by se informace mohly přenášet nadsvětelnou rychlostı́, byl by to vážný problém. Problém by
však neměla ani tak teorie relativity, jako spı́š samotná myšlenka přı́činnosti (a tı́m vůbec způsob
uvažovánı́, na který jsme zvyklı́ — tedy alespoň tady na MFF).

V kapitole o základnı́ch vlastnostech Minkowského prostoročasu jsme kladli zvláštnı́ důraz
na jeho kauzálnı́ strukturu, určenou pro každou událost “jejı́m”, mı́stnı́m světelným kuželem.
Připomeňme, že světelný kužel rozděluje prostoročas na tři oblasti — absolutnı́ minulost,
absolutnı́ budoucnost a relativnı́ přı́tomnost uvažované události (označme ji U). Absolutnı́
minulost události U, tedy minulou část jejı́ho světelného kuželu včetně vnitřku, tvořı́ události,
které se z hlediska všech IS staly před U; všechny takové události lze s U spojit časupodobnou
nebo nulovou světočárou. Totéž platı́ i pro absolutnı́ budoucnost, tam je ale časové pořadı́
opačné. “Relativnı́ přı́tomnost” události U tvořı́ takové události, které se v některých IS staly
před U, v některých naopak po nı́ a v jednom IS (až na volbu počátku) současně s U. Žádnou z
nich nelze s U spojit světočárou, která by byla všude časupodobná nebo nulová.

Zatı́m jsme o událostech mluvili jako o nezávislých, ale nynı́ se ptejme, co kdyby spolu
v jednotlivých uspořádánı́ch kauzálně souvisely. Události v absolutnı́ minulosti U mohly U
ovlivnit prostřednictvı́m signálu, který cestoval po časupodobné nebo nulové světočáře, tedy
signálu šı́řı́cı́ho se podsvětelnou nebo světelnou rychlostı́. Události v absolutnı́ budoucnosti U
mohly být naopak událostı́ U ovlivněny prostřednictvı́m podsvětelného či světelného signálu.
Události v relativnı́ přı́tomnosti U dělı́ od události U prostorupodobný interval, takže mohou
s U souviset jen prostřednictvı́m signálů pohybujı́cı́ch se nadsvětelnou rychlostı́. Pokud by se
tedy informace mohly šı́řit nadsvětelnou rychlostı́, mohly by spolu kauzálně souviset i události,
jejichž časové pořadı́ je relativnı́ (závisı́ na IS). V některých IS by se takové signály šı́řily do
minulosti. To by však bylo ve sporu s principem kauzality, který žádá, aby vzhledem ke všem
systémům vždy přı́čina předcházela před následkem.10 Pokud tedy nevyloučı́me samotnou
existenci tachyonů, musı́me aspoň “zakázat”, aby jakkoli interagovaly s “našı́m světem” (což je
ovšem prakticky totéž).

Opět můžeme uzavřı́t, že světy {v > c}, c a {v < c} jsou oddělené — tentokrát kauzálně.
Svět, ve kterém “žije” světlo, tvořı́ neprostupnou “bariéru” mezi podsvětelnými a nadsvětelnými
rychlostmi. Lze to řı́ct i tak, že tato bariéra zabraňuje, aby někdo mohl prostorový rozměr vnı́mat
jako čas a naopak.

10 Nejedná se zde tedy o “filosofický” pojem kauzality, podle něhož se “nic neděje bez přı́činy”. (Na tomto
kupodivu fyzika tak striktně netrvá.)
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KAPITOLA 5

Elektrodynamika ve vakuu

Na rozdı́l od relativistické mechaniky pı́šeme zde jen “elektrodynamika”. Elektrodynamika —
myslı́me Maxwellova elektrodynamika — je totiž relativistická automaticky. Jistě, jejı́ studium
přece kdysi vedlo k Michelsonovu-Morleyovu experimentu, k Lorentzově transformaci, a na-
konec ke speciálnı́ relativitě. Úkolem této kapitoly tak nebude objevit nějakou novou fyziku,
úkolem bude přepsat základnı́ rovnice elektrodynamiky do čtyřrozměrné tenzorové podoby, v
nı́ž se jejich lorentzovská invariance stane zjevnou. Uvidı́me, že prostoročasové podánı́ bude
v přı́padě elektrodynamiky také obzvlášt’ stručné a elegantnı́. Budeme postupovat tak, že si
“tipneme” základnı́ čtyř-rozměrné veličiny podle toho, jak by se nám hodily pro zestručněnı́
rovnic, rovnice zapı́šeme, a průběžně budeme v různých chvı́lı́ch kontrolovat, zda zavedené
veličiny a rovnice majı́ skutečně invariantnı́ význam.

5.1 Čtyřrozměrný proud, potenciál a tenzor EM pole
Začneme na “pravé”, zdrojové straně teorie. Zdroji elektromagnetického pole jsou náboje a
proudy, přitom hustota elektrického náboje ρ je skalár a hustota elektrického proudu ~J = ρ~v
vektor (~v je rychlost pohybu nabité substance), takže když vezmeme v úvahu jejich rozměr, je
vlastně jediná možnost, jak z nich utvořit čtyř-vektor:

Jµ ≡ (ρc, ~J) = (ρc, ρ~v) = ρ(c, ~v) =
ρ

γ
γ(c, ~v) =

ρ

γ
uµ = ρ0u

µ . (5.1)

Zavedenou čtyřrozměrnou hustotu proudu (“čtyř-proud”) jsme hned vyjádřili velmi užiteč-
ným způsobem pomocı́ čtyř-rychlosti uµ a klidové hustoty náboje

ρ0 ≡
dQ

dV0
=
dQ

γdV
=

ρ

γ
,

kde Q je celkový náboj tělesa. Vztah mezi klidovým a “pohybujı́cı́m se” elementem objemu
dV0 = γdV je zřejmý z toho, že při pohybu docházı́ k relativnı́ kontrakci jeho rozměru v
jednom (“podélném”) směru faktorem γ (a klidový objem je ten největšı́). Ještě názorněji si
lze odpovı́dajı́cı́ přepočet ρ = γρ0 zkontrolovat tak, že si představı́me, že máme daný element
objemu a měřı́me, kolik se do něj vejde náboje. Pokud se substance nesoucı́ náboj vůči elementu
pohybuje, vejde se jı́ do objemu γ-krát vı́c, než kdyby byla vůči objemu v klidu, protože jejı́
sloupec bude vůči systému elementu ve směru pohybu γ-krát zkontrahovaný. (Klidová hustota
je tedy naopak ze všech nejmenšı́.) Podstatné ovšem je, že klidový objem je invariantnı́, takže

59
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pokud je invariantnı́ také elektrický náboj, je invariantnı́ i jeho klidová hustota ρ0. Nemáme
žádný důvod si myslet, že tomu tak nenı́ — ve všech experimentech jsou náboje nezávislé na
systému.1 Budeme proto předpokládat, že náboj je invariantem Lorentzovy transformace, a
přı́ležitostně si uvědomı́me, co s tı́m souvisı́ a co by se stalo, kdyby invariantnı́ nebyl. Nynı́
tedy vidı́me, že pokud je náboj invariantnı́, pak dı́ky tomu, že čtyř-rychlost je čtyř-vektorem, je
čtyř-vektorem také zavedený čtyř-proud Jµ = ρ0u

µ. To ovšem znamená, že jeho “kvadrát”

−c2ρ2 + ~J · ~J = ηµνJ
µJν = −c2ρ20 (5.2)

je invariantnı́.
Popis “levé”, polnı́ strany teorie začneme u pojmu čtyř-potenciálu. Podobně jako u prou-

dové hustoty je vlastně jediný způsob, jak ho vytvořit ze skalárnı́ho a vektorového potenciálu:

Aµ ≡
(
φ

c
, ~A

)
. (5.3)

Že je tato čtveřice funkcı́ souřadnicovou reprezentacı́ čtyř-vektoru, nelze ověřit přı́močaře,
protože “jak se to transformuje” nevı́me. Navı́c to nelze stanovit ani porovnánı́m měřenı́ v
různých soustavách, jelikož potenciály nejsou měřitelnými veličinami. Měřitelná jsou jen pole,
která se z nich zı́skajı́ derivacemi. Takže pojd’me nejdřı́ve k polı́m a pak se k otázce vrátı́me.

Začneme u magnetického pole. To je dáno ~B = rot ~A, po složkáchBi = ǫijkAk,j . Tohle ale
na čtyř-rozměrný vektor přı́močaře nerozšı́řı́me, protože ǫµνκλAλ,κ nenı́ vektorem, ale tenzorem
druhého řádu. Souvisı́ to s tı́m, že ~B je tzv. axiálnı́ vektor. Axiálnı́ vektory se jen tvářı́ jako
vektory, ale ve skutečnosti jsou to antisymetrické tenzory 2. řádu (tzv. bivektory). Poznáme je
podle toho, že při inverzi souřadnic nezměnı́ znaménko. Typicky vznikajı́ operacı́, která má
dobrý význam právě jen v dimenzi 3 — třı́rozměrným vektorovým součinem “normálnı́ch” (tzv.
polárnı́ch) vektorů. Zmı́něný “dobrý význam” je umožněn tı́m, že ve 3D má bivektor 3 nezávislé
složky — a ty se právě “vejdou” do 3D vektoru. Ve 4D má bivektor 6 nezávislých složek, a to
se do čtyř-vektoru nevejde. . . Tenzorem asociovaným konkrétně s našı́m axiálnı́m vektorem Bi

je tenzor Bjk = Ak,j − Aj,k , souvisejı́ spolu vztahy

Bi =
1

2
ǫijkBjk ⇐⇒ Bjk = ǫjklB

l

(snadno dosazenı́m zjistı́me, že vztahy jsou kompatibilnı́). Přirozeným a správným tipem je
pokusit se do čtyř rozměrů rozšı́řit tento asociovaný tenzor magnetického poleBjk. Odpovı́dajı́cı́
čtyř-tenzor označı́me tradičně Fµν :

Fµν ≡ Aν,µ − Aµ,ν . (5.4)

Jeho prostoro-prostorové složky tvořı́ samozřejmě Bjk = ǫjklB
l, ale zajı́malo by nás, co je na

F0j = −Fj0 mı́stech (diagonálnı́ složky jsou samozřejmě nulové dı́ky antisymetrii):

F0j = Aj,0 −A0,j =
1

c

∂Aj

∂t
+
1

c

∂φ

∂xj
= −Ej

c
,

1 Uvažte, že závislost náboje na soustavě by znamenala, že jakýkoliv předmět by se např. mohl jevit neutrálnı́m z
jedné soustavy, zatı́mco nabitým z jiné. Podobně třeba nábojová bilance srážkových experimentů na urychlovačı́ch
by mohla záviset na soustavě, z jaké se výsledek sleduje.
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kde jsme jen dosadili Aµ =
(
−φ

c
, ~A
)

a využili standardnı́ho vztahu Ej = −φ,j−Aj,t . V určité

(ale jakékoliv) inerciálnı́ soustavě tedy reprezentuje veličinu Fµν matice

Fµν =




0 −Ex

c
−Ey

c
−Ez

c
Ex

c
0 Bz −By

Ey

c
−Bz 0 Bx

Ez

c
By −Bx 0


 , F αβ =




0 Ex

c
Ey

c
Ez

c

−Ex

c
0 Bz −By

−Ey

c
−Bz 0 Bx

−Ez

c
By −Bx 0


 (5.5)

(kontravariantnı́ tvar se zı́ská normálně zvednutı́m indexů, F αβ = ηαµηβνFµν , jsou v něm jen
prohozena znaménka v “časovém” řádku a sloupci; poznamenejme, že rozlišovánı́ hornı́ch a
dolnı́ch indexů u ~E a ~B je v přı́padě kartézských složek jen “kosmetické”, ne podstatné). Je
velmi potěšitelné, že jsme zı́skali veličinu, která obsahuje elektrické i magnetické pole — takže
vektor ~E už do 4D rozšiřovat nemusı́me. Veličině Fµν řı́káme tenzor elektromagnetického
pole. Je ale opravdu tenzorem? Je dána gradientem Aµ a gradient má povahu kovektoru, takže
Fµν je tenzorem, pokud je čtyř-potenciál Aµ (ko)vektorem. To nás ovšem stále čeká ověřit!

5.2 Maxwellovy rovnice
Maxwellovy rovnice elektromagnetického pole majı́ na levé straně prvnı́ derivace ~E a ~B, takže
ve čtyřrozměrném tvaru tam budou jistě prvnı́ derivace F αβ. V úvahu připadá bud’ gradient,
nebo divergence. V prvnı́ sérii rovnic vystupuje vpravo proudová hustota, takže v této sérii
bude zřejmě divergence F αβ (protože ta je vektorem). Skutečně, 1. sérii Maxwellových rovnic
představuje stručný zápis

F αβ
,β = µJα , (5.6)

kde µ je permeabilita vakua.2 Ověřı́me, že jeho složky odpovı́dajı́ obvyklé třı́rozměrné podobě
rovnic. Využijeme přitom často pohledu na matice (5.5). Složka α = 0 dává vlevo

F 0β,β = F 0j ,j =
1

c
Ej

,j =
1

c
div ~E

a vpravo µJ0 = µcρ, takže s využitı́m známého vztahu (platného pro vakuum!) ǫµc2 = 1
dostáváme po vynásobenı́ ǫc rovnici div ~D = ρ. Složky α = i dávajı́ vlevo

F iβ
,β = F i0

,0 + F ij
,j = −

1
c2
Ei

,t + ǫijkBk,j = −
1
c2

∂Ei

∂t
+
(
rot ~B

)i

a vpravo µJ i, takže po vydělenı́ µ — a opět s využitı́m vztahu ǫµc2 = 1— dostáváme rovnici
rot ~H = ~J + ∂ ~D

∂t
.

V druhé sérii Maxwellových rovnic zdroje vůbec nevystupujı́. A druhou možnostı́, jak
zderivovat tenzor elektromagnetického pole, je jeho gradient (tedy derivace podle indexu, který
se “nevysčı́tá”). Samotný gradient Fµν,ρ má přı́liš nezávislých složek (totiž 6x4=24) na to, aby
představoval 4 rovnice, ale to se dá zredukovat cyklickou permutacı́: spočı́táme tedy (z definice)

F[µν,ρ]cykl ≡ Fµν,ρ+Fρµ,ν+Fνρ,µ = Aν,µρ−Aµ,νρ+Aµ,ρν−Aρ,µν+Aρ,νµ−Aν,ρµ = 0 . (5.7)

2 Pokud se probı́rá také elektrodynamika v prostředı́, značı́ se permeabilita vakua (tedy tato speciálnı́ hodnota
veličiny µ) obvykle µ0, ale my zde budeme ve vakuu stále, tak to nebudeme indexem zdůrazňovat. Stejně tak
permitivitu vakua budeme značit prostě ǫ. “Intenzity” a “indukce” polı́ tedy budou všude ve vztahu ~D = ǫ ~E,
~B = µ ~H .
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Výraz vlevo je antisymetrický ve všech indexech, jak se snadno ověřı́ prostě jejich prohozenı́m
(provedeme to s µ ↔ ρ, ale je jedno, pro kterou dvojici se to vyzkoušı́, protože dı́ky cyklické
permutaci vystupujı́ ve výrazu všechny tři indexy zcela rovnocenně):

F[ρν,µ]cykl ≡ Fρν,µ + Fµρ,ν + Fνµ,ρ = −Fνρ,µ − Fρµ,ν − Fµν,ρ ≡ −F[µν,ρ]cykl .

Výraz, který je ve všech indexech antisymetrický, má ovšem “všechny diagonály” nulové:
majı́-li aspoň dva jeho indexy stejnou hodnotu, je přı́slušná složka automaticky nulová. Jako
netriviálnı́ tedy zbývajı́ jen možnostiµνρ = 123, 012, 013, 023plus jejich permutace. Permutace
indexů však nanejvýš změnı́ znaménko výrazu — a rovnice (5.7) majı́ na pravé straně nulu,
takže permutace v našem přı́padě žádnou novou informaci nepřinášejı́. Rovnice tak představujı́
jen 4 nezávislé netriviálnı́ vztahy. Pro µνρ = 123 je to

0 = F[12,3]cykl ≡ F12,3 + F31,2 + F23,1 =

= ǫ12iB
i
,3 + ǫ31iB

i
,2 + ǫ23iB

i
,1 = B3,3 +B2,2 +B1,1 = div ~B

a pro µνρ = 0jk

0 = F[0j,k]cykl ≡ F0j,k + Fk0,j + Fjk,0 = −
1

c
Ej,k +

1

c
Ek,j +

1

c
ǫjklB

l
,t ,

což po vynásobenı́ c ǫijk (a dı́ky vztahům −ǫijkEj,k = ǫikjEj,k = ǫijkEk,j , ǫijkǫjkl = 2δil ) dává

0 = ǫijk(Ek,j − Ej,k) + ǫijkǫjklB
l
,t = 2ǫ

ijkEk,j + 2B
i
,t , neboli rot ~E = −∂

~B

∂t
.

Shrnutı́ Maxwellových rovnic:

1. série : F αβ
,β = µJα ⇐⇒ rot ~H = ~J +

∂ ~D

∂t
, div ~D = ρ , (5.8)

2. série : F[ρν,µ]cykl = 0 ⇐⇒ rot ~E = −∂
~B

∂t
, div ~B = 0 . (5.9)

Vzpomeneme-li, že Jα je čtyř-vektor (a µ je invariant), pak má-li mı́t prvnı́ série rovnic inva-
riantnı́ význam, konkrétně má-li to být vektorová rovnice, musı́ být F αβ tenzor. Jinak by jeho
divergencı́ nemohl vzniknout čtyř-vektor. Druhá rovnice už je pak tenzorová “samozřejmě”,
protože gradientem tenzorů vznikajı́, jak vı́me, opět tenzory.

5.2.1 Rovnice kontinuity

Dı́ky antisymetriiF αβ (a záměnnosti parciálnı́ch derivacı́) jeF αβ
,βα = 0 (zúženı́ výrazu ve dvou

antisymetrických a dvou symetrických indexech je ekvivalentnı́ stopě součinu antisymetrické
a symetrické matice, což je nula), takže divergence prvnı́ sady Maxwellových rovnic vede k
rovnici kontinuity:

Jµ
,µ = 0 , tj. J0,0 + J i

,i = 0 ⇐⇒ ∂ρ

∂t
+ div ~J = 0 . (5.10)

Jak vı́me, gradient je kovektor, takže výsledkem divergence (zde skalárnı́ho součinu gradientu
s vektorem) je invariant. Kdyby náboj nebyl invariantnı́, nebyla by invariantnı́ ani rovnice
kontinuity — tedy jejı́ pravá strana by nemusela být ve všech soustavách nulová. Tı́m se kruh
uzavı́rá: rovnice kontinuity řı́ká, že náboj nemá nikde vznikat nebo zanikat; pokud by náboj
nebyl invariantem, pak by rovnice v některých soustavách neplatila, takže v těch by náboj mohl
vzniknout či zaniknout.
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5.2.2 Nejednoznačnost čtyř-potenciálu — kalibrační invariance teorie

Nynı́ se na Maxwellovy rovnice podı́váme z druhé strany, jako na přı́rodou předložené fun-
damentálnı́ rovnice. Co s nimi? Jak vı́me, druhá sada je automaticky splněna, pokud se pole
vyjádřı́ pomocı́ potenciálů známým způsobem ~E = −gradφ − ∂ ~A

∂t
, ~B = rot ~A, čtyř-rozměrně

zapsáno Fµν = Aν,µ − Aµ,ν . Kdybychom mı́sto čtyř-potenciálu Aµ vzali jiný čtyř-potenciál

Ãµ = Aµ + χµ ,

kde χµ je nějaká čtveřice funkcı́, pak Fµν se změnı́ na

F̃µν ≡ Ãν,µ − Ãµ,ν = Aν,µ −Aµ,ν + χν,µ − χµ,ν ≡ Fµν + χν,µ − χµ,ν ,

— tedy nezměnı́ se, pokud bude platit

χµ,ν = χν,µ .

Tato podmı́nka je splněna právě tehdy, když χµ je gradientem nějaké skalárnı́ funkce (≡ χ),
tedy χµ = χ,µ (dı́ky záměnnosti parciálnı́ch derivacı́).

Shrneme: čtyř-potenciál nenı́ určen jednoznačně, na polı́ch (tı́m pádem na Maxwellových
rovnicı́ch) se nic nezměnı́, pokud provedeme “kalibračnı́ transformaci”

Ãµ = Aµ + χ,µ , (5.11)

kde χ je libovolný skalár [“elektrodynamika je invariantnı́ vůči kalibračnı́ transformaci (5.11)”].
Tato kalibračnı́ volnost je podstatným rysem elektrodynamiky. Lze jı́ také prakticky využı́t a
zvolit funkci χ tak, aby potenciál nabyl podoby, která je pro daný problém co nejvýhodnějšı́.

Nejobvyklejšı́ volbu představuje Lorenzova kalibračnı́ podmı́nka3

Aβ
,β = 0 , tj. A0,0 + Ai

,i = 0 ⇐⇒ 1

c2
∂φ

∂t
+ div ~A = 0 . (5.12)

Je zřejmé, jak se ke čtyř-potenciálu takovéto vlastnosti dá dostat od “obecného” přı́padu Aβ:
využije se kalibračnı́ volnosti, přejde se k Ãβ = Aβ + χ,β , po novém potenciálu se požaduje
Ãβ

,β = 0 a z toho dosazenı́m vyplyne, že kalibračnı́ transformaci je třeba provést s χ splňujı́cı́m
rovnici

χ,β
,β ≡ �χ = −Aβ

,β .

Čtvereček značı́ tzv. d’Alembertův operátor, totiž součet druhých parciálnı́ch derivacı́; jedná se
o rozšı́řenı́ Laplaceova operátoru o časový člen v duchu skalárnı́ho součinu Minkowského,

� ≡ ηµν
∂

∂xµ

∂

∂xν
(≡ ηµν∂µ∂ν ≡ ∂ν∂ν) = η00

∂2

∂(x0)2
+ ηij

∂

∂xi

∂

∂xj
= − 1

c2
∂2

∂t2
+∆ .

Dále je zřejmé, že čtyř-potenciál nenı́ ani Lorenzovou podmı́nkou určen jednoznačně: můžeme
jej bez porušenı́ podmı́nky měnit o gradienty funkcı́ χ, které vyhovujı́ d’Alembertově rovnici
�χ = 0.

Výhodnost Lorenzovy kalibračnı́ volby je vidět na vlnové rovnici:

3 Podmı́nka se jmenuje podle dánského fyzika L. Lorenze, nikoli podle jeho holandského kolegy H. A. Lorentze
(pro nás spojeného předevšı́m s transformacı́).
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5.2.3 Vlnová rovnice

Druhou sadu Maxwellových rovnic jsme tedy identicky splnili volbou Fµν = Aν,µ − Aµ,ν , ale
ještě se musı́me podrobněji podı́vat, co plyne dosazenı́m tohoto vyjádřenı́ do prvnı́ sady:

Aβ,α
β − Aα,β

β = µJα .

V druhém členu vidı́me −�Aα. Prvnı́ člen lze dı́ky záměnnosti parciálnı́ch derivacı́ vynulovat
volbou čtyř-potenciálu, který vyhovuje Lorenzově podmı́nce Aβ

,β = 0,

Aβ,α
β = Aβ

,β
α
=
(
Aβ

,β

),α
= 0 .

Pro čtyř-potenciály, které splňujı́ Lorenzovu kalibračnı́ podmı́nku, tedy prvnı́ sada Maxwello-
vých rovnic vede k vlnové rovnici

�Aα = −µJα . (5.13)

Vzpomeneme-li na definice Jα ≡ (cρ, ~J), Aα ≡
(

φ
c
, ~A
)

, snadno tuto čtyř-vektorovou rovnici

rozepı́šeme na známé třı́rozměrné tvary

(α = 0 :) �φ = −ρ
ǫ
, (α = j :) � ~A = −µ ~J .

Na vlnové rovnici je konečně přı́močaře vidět, že čtyř-potenciál musı́ být čtyř-vektorem.
Čtyř-proud na pravé straně je totiž čtyř-vektorem a d’Alembertův operátor vlevo je po alge-
braické stránce invariantem (je to skalárnı́ součin dvou gradientů a gradient je kovektorem). Kdo
by to chtěl úplně přesně, at’ si uvědomı́ kalibračnı́ volnost v potenciálu (5.11): čtyř-potenciál
vlastně nemusı́ být čtyř-vektorem, ale musı́ se od čtyř-vektoru lišit nejvýše o člen, který se dá vy-
jádřit jako gradient skalárnı́ funkce. (Pokud navı́c požadujeme Lorenzovu kalibračnı́ podmı́nku
— a u vlnové rovnice tvaru (5.13) jsme ji požadovali —, pak tato funkce musı́ navı́c splňovat
homogennı́ vlnovou rovnici �χ = 0.)

Vlnová rovnice pro Fµν

“Vlnovou rovnicı́” se v elektrodynamice obvykle myslı́ konkrétně vlnová rovnice pro potenciál
Aµ, o které jsme právě mluvili. Avšak i samotný tenzor elektromagnetického pole (tedy elektrické
a magnetické pole) splňuje vlnovou rovnici, jak se snadno přesvědčı́me, když druhou sadu
Maxwellových rovnic (5.7) zderivujeme podle jednoho z již se vyskytujı́cı́ch indexů — napřı́klad
podle xρ:

0 = (Fµν,ρ + Fρµ,ν + Fνρ,µ)
,ρ = Fµν,ρ

ρ + Fρµ,ν
ρ + Fνρ,µ

ρ = (5.14)

= �Fµν + Fρµ
,ρ
ν + Fνρ

,ρ
µ = �Fµν − µJµ,ν + µJν,µ

=⇒ �Fµν = µ (Jµ,ν − Jν,µ) . (5.15)

Využili jsme (v druhém a třetı́m členu) jen záměnnosti parciálnı́ch derivacı́ a poté 1. sady
Maxwellových rovnic. Jak vidno, tato vlnová rovnice je dokonce homogennı́, pokud má čtyř-
proud nulovou čtyřrozměrnou rotaci.
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5.3 Duální tenzor a invarianty elektromagnetického pole
Jak jsme již vzpomı́nali, Einstein uváděl, že na jeho cestě k principu speciálnı́ relativity sehrál
významnou roli odlišný obraz “magnet-elektrické” indukce z hlediska magnetu a z hlediska
vodivé smyčky: bylo zjevné, že v soustavě magnetu je jen magnetické pole, zatı́mco v soustavě
spojené se smyčkou musı́ existovat jak magnetické, tak elektrické pole. Einstein tak vytušil,
že jen určité společné jednotě elektrického a magnetického pole lze přiznat objektivnı́, na
vztažném systému nezávislou existenci. Ve čtyř-rozměrném podánı́ elektrodynamiky je relativita
elektrického a magnetického pole vyjádřena tı́m, že jako složky tenzoru elektromagnetického
pole jsouEi aBi závislé na inerciálnı́ soustavě — jejich hodnoty ve dvou inerciálnı́ch soustavách
jsou konkrétně svázány Lorentzovou transformacı́

F ′
µν = Λµ

ρΛν
σFρσ , F ′αβ = Λα

γΛ
β
δF

γδ .

Často lze dokonce pro dané elektromagnetické pole Fµν najı́t takovou soustavu, v nı́ž vymizı́
elektrické pole, a na druhé straně jinou soustavu, v nı́ž vymizı́ pole magnetické. Je-li ovšem Fµν

tenzorem, má informace v něm obsažená i určitou invariantnı́, na systému nezávislou část. Tvar
a způsob zı́skánı́ této informace nejsou závislé na fyzikálnı́m obsahu tenzoru, jsou dány čistě
tı́m, že Fµν je bivektorem (antisymetrickým tenzorem 2. řádu).

Z libovolného bivektoru se totiž dajı́ vytvořit dva nezávislé invarianty, FµνF
µν a Fµν

∗F µν ,
kde

∗F µν ≡ 1
2
ǫµνρσFρσ (5.16)

je tenzor duálnı́ k F µν . Je to zjevně také bivektor, takže na diagonále má rovněž nuly. Když
upřesnı́me, že čtyřrozměrný Levi-Civitův tenzor je zcela antisymetrický tenzor určený složkou

ǫ0123 (= −ǫ123) ≡ −1 ⇐⇒ ǫ0123 (= ǫ123) ≡ +1 ,

snadno dopočı́táme i dalšı́ komponenty duálnı́ho tenzoru,

∗F 0j ≡ 1
2
ǫ0jρσFρσ =

1

2
ǫ0jklFkl = −

1

2
ǫjklǫklmB

m = −Bj ,

∗F ij ≡ 1
2
ǫijρσFρσ =

1

2
ǫij0kF0k +

1

2
ǫijk0Fk0 = ǫij0kF0k = −ǫijkF0k =

1

c
ǫijkEk ,

tedy zcela explicitně

∗Fµν =




0 Bx By Bz

−Bx 0 Ez

c
−Ey

c

−By −Ez

c
0 Ex

c

−Bz
Ey

c
−Ex

c
0


 , ∗F αβ =




0 −Bx −By −Bz

Bx 0 Ez

c
−Ey

c

By −Ez

c
0 Ex

c

Bz Ey

c
−Ex

c
0


 .(5.17)

Vidı́me, že dualitnı́ transformace vzájemně prohazuje elektrické a magnetické pole.
Pomocı́ duálnı́ho tenzoru se dajı́ zapsat Maxwellovy rovnice v duálnı́m tvaru

∗F αβ
,β = 0 ,

∗F[µν,ρ]cykl = µJσǫσµνρ . (5.18)

Prvnı́ (tj. vlastně druhá) sada plyne z toho, že

∗F αβ
,β =

1

2
ǫαβρσFρσ,β =

1

6
ǫαβρσF[ρσ,β]cykl = 0 ;

druhou (tj. prvnı́) sadu si můžete ověřit třeba po složkách, podobně jako jsme to dělali s (5.7).



66 5. ELEKTRODYNAMIKA VE VAKUU

Mezi původnı́m a duálnı́m bivektorem existujı́ různé obecně platné vztahy (hlavnı́m z nich
je, že duál z duálu je mı́nus původnı́ tenzor), ale nebudeme zde “vlastnosti hvězdičky” nijak dále
rozvı́jet, zaměřı́me se jen na invarianty. Předevšı́m by se mohlo zdát, že dalšı́ invarianty poskytujı́
vı́cenásobné součinyFµ

νFν
ιFι

κ . . . Fλ
τFτ

µ, ale nenı́ tomu tak: součiny s lichým počtem činitelů
jsou nulové, poněvadž součiny se sudým počtem členů a s nevysčı́tanými “krajnı́mi” indexy
jsou v těchto symetrické; a o sudých součinech se ukáže, že se dajı́ vyjádřit pomocı́ uvedených
dvou “kvadratických” invariantů. Invariantem je také determinant (smı́šeného) tenzoru 2. řádu,
ale ani ten nepřinášı́ v přı́padě bivektoru nic nového — je totiž dán druhým invariantem,

det(Fµ
ν) = det(∗Fµ

ν) = −
(
1
4
Fµν

∗F µν

)2
. (5.19)

Nynı́ již ze znalosti složek (5.5), (5.17) invarianty vyjádřı́me pomocı́ elektrického a
magnetického pole:

FµνF
µν = 2F0jF

0j + FijF
ij = − 2

c2
EjE

j + ǫijkB
kǫijlBl = 2B

2 − 2E
2

c2
, (5.20)

Fµν
∗F µν = 2F0j

∗F 0j + Fij
∗F ij =

2

c
EjB

j +
1

c
ǫijkB

kǫiklEl =
4

c
~E · ~B . (5.21)

5.3.1 Kovariantní vyjádření elektrického a magnetického pole

Na začátku kapitoly o elektrodynamice jsme zjistili, že snaha o rozšiřovánı́ třı́-vektorů ~E, ~B o
časovou složku nenı́ dobrou cestou k prostoro-časovému elektro-magnetismu (test: pokud jste
dosud četli pořádně, nevidı́te v těchto slovech pomlčky; v opačném přı́padě doporučujeme začı́t
znovu od začátku — a opakovat to tak dlouho, . . . ). Nynı́, když máme tenzory Fµν a ∗Fµν , se
můžeme znovu zeptat, zda přece jen nejde s jejich pomocı́ vyjádřit elektrické a magnetické pole
nějak kovariantně. Vidı́me, že elektrické pole je dáno “časovými” složkami Fµν a magnetické
pole “časovými” složkami ∗Fµν . Tento výrok lze řı́ci kovariantně: elektrické a magnetické pole
majı́ v systému spojeném s pozorovatelkou charakterizovanou čtyř-rychlostı́ ûµ (nemusı́ být ani
nutně inerciálnı́) hodnoty

Êµ = Fµν û
ν , B̂µ = −

1

c
∗Fµν û

ν . (5.22)

Je ihned vidět, že

Êµû
µ = 0, B̂µû

µ = 0

a že když vztahy vyčı́slı́me speciálně v klidové soustavě pozorovatelky, tedy v soustavě, v nı́ž
má (jejı́) čtyř-rychlost ûµ složky (c, 0, 0, 0), dostaneme správně

Êµ = Fµ0c = Eµ , B̂µ = −
1

c
∗Fµ0c = −∗Fµ0 = Bµ .

Vztahy (5.22) lze přepsat i v opačném směru,

Fµν =
1

c2

(
Êν ûµ − Êµûν

)
+
1

c
ǫµνκλû

κB̂λ , (5.23)

∗Fµν ≡
1

2
ǫµνρσF

ρσ =
1

2c2
ǫµνρσ

(
Êσûρ − Êρûσ

)
+
1

2c
ǫµνρσǫ

ρσκλûκB̂λ =

=
1

c2
ǫµνρσÊ

σûρ − 1
c

(
δκµδ

λ
ν − δκν δ

λ
µ

)
ûκB̂λ =

=
1

c2
ǫµνρσû

ρÊσ +
1

c

(
B̂µûν − B̂ν ûµ

)
, (5.24)
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kde jsme využili identity

ǫµνρσǫ
ρσκλ = −2

(
δκµδ

λ
ν − δκν δ

λ
µ

)
.

Snadno se zkontroluje, že prvnı́, resp. druhé přiřazenı́ (5.22) plyne ze (5.23), resp. (5.24)
prostě vynásobenı́m ûν — stačı́ si k tomu uvědomit, že ǫµνκλû

κûν = 0 (Levi-Civitův tenzor
je antisymetrický ve všech indexech, takže jeho vnitřnı́ vynásobenı́ libovolným symetrickým
tenzorem dává nulu), a využı́t normalizace čtyř-rychlosti ûν û

ν = −c2.
Kdo chce, může si ještě dosazenı́m kovariantnı́ch rozkladů (5.23), (5.24) “elegantně”

vyčı́slit invarianty,

FµνF
µν =

(
1

c2
Êν ûµ −

1

c2
Êµûν +

1

c
ǫµνκλû

κB̂λ

)(
1

c2
Êν ûµ − 1

c2
Êµûν +

1

c
ǫµνρσûρB̂σ

)
=

= − 1
c2

ÊνÊ
ν − 1

c2
ÊµÊ

µ +
1

c2
ǫµνκλǫ

µνρσûκB̂λûρB̂σ =

= − 2
c2

ÊµÊ
µ − 2

c2
(δρκδ

σ
λ − δσκδ

ρ
λ) û

κB̂λûρB̂σ =

= − 2
c2

ÊµÊ
µ − 2

c2
ûρB̂σûρB̂σ = −

2
c2

ÊµÊ
µ + 2B̂σB̂σ ,

Fµν
∗F µν =

(
1
c2

Êν ûµ −
1
c2

Êµûν +
1
c
ǫµνκλû

κB̂λ

)(
1
c
B̂µûν − 1

c
B̂ν ûµ +

1
c2

ǫµνρσûρÊσ

)
=

=
1

c
ÊνB̂

ν +
1

c
ÊµB̂

µ +
1

c3
ǫµνκλǫ

µνρσûκB̂λûρÊσ =

=
2

c
ÊµB̂

µ − 2
c3
(δρκδ

σ
λ − δσκδ

ρ
λ) û

κB̂λûρÊσ =
4

c
ÊµB̂

µ .

5.4 Lorentzova čtyř-síla
Zatı́m jsme se zabývali vlastnostmi elektromagnetického pole a tı́m, jak je toto pole buzeno
zdroji. Nynı́ je ještě třeba dodat, jak dané pole působı́ na testovacı́ náboj. Vı́me, že to je
dáno Lorentzovou silou. Mezi čtyř-silou F µ a třı́rozměrnou silou f i jsme nalezli obecný vztah
F µ = (. . . , γ ~f), tak budeme Lorentzovu čtyř-sı́lu odhadovat podle tvaru jejı́ho třı́rozměrného
protějšku ~fL = q( ~E+~v× ~B). Veličiny, které v ~fL vystupujı́, jsou v Minkowského prostoročasu
obsaženy ve veličinách q, F µν a uµ. Je zjevné, že (až na znaménko) existuje jediný rozumný
způsob, jak z těchto veličin sestavit čtyř-vektor:

F µ
L = qF µνuν . (5.25)

Porovnánı́m s (5.22) vidı́me, že se jedná o q-násobek elektrického pole v soustavě testovacı́ho
náboje (dané jeho čtyř-rychlostı́ uµ). Vyjádřı́me-li F µ

L v obecném inerciálnı́m systému, zjistı́me,
že prostorovými (µ = i) složkami tohoto čtyř-vektoru jsou skutečně (i se správným znaménkem)

F i
L = qF iνuν = q(F i0u0 + F ijuj) = qγ

(
Ei + ǫijkvjBk

)
= γq

[
Ei + (~v × ~B)i

]
= γf i

L ,

kde jsme jen dosadili uµ = γ(−c, ~v). Podı́vejme se, co vycházı́ v časové složce:

F 0L = qF 0juj =
1

c
γqEjvj =

1

c
γq ~E · ~v = 1

c
γ ~fL · ~v .

Výraz q ~E · ~v znamená výkon elektrických sil a dı́ky tomu, že (~v × ~B) · ~v = 0 (magnetická
sı́la nekoná práci, protože působı́ kolmo ke směru pohybu), jedná se zároveň o výkon celé
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Lorentzovy sı́ly, ~fL · ~v. Uvážı́me-li dále, že γ = dt
dτ

, je vidět, že časová složka Lorentzovy čtyř-

sı́ly má význam výkonu Lorentzovy sı́ly ~fL vztaženého na jednotku vlastnı́ho času testovacı́
částice τ a děleného c.

Dodejme zde, že elektromagnetická interakce je jedinou fundamentálnı́ makroskopickou
interakcı́ kromě gravitace. Gravitaci ovšem ve speciálnı́ teorii relativity neuvažujeme, kromě
toho v obecné teorii relativity je gravitačnı́ interakce “geometrizována” (popsána geometrickými
vlastnostmi prostoročasu) a pojem “gravitačnı́ sı́ly” se tam vůbec nezavádı́. Lorentzova čtyř-sı́la
je tak v teorii relativity zdaleka nejvýznamnějšı́m přı́padem čtyř-sı́ly.

5.4.1 Lorentzova čtyř-síla nemění klidovou hmotnost

V kapitole o mechanice jsme odvodili vztah ηµνF
µuν = −c2 dm0

dτ
, který řı́ká, že pokud na těleso

působı́ čtyř-sı́la kolmá na jeho čtyř-rychlost, neměnı́ se při pohybu klidová hmotnost tělesa.
Lorentzova čtyř-sı́la má tuto vlastnost, jak snadno uvidı́me po dosazenı́,

ηµνF
µ
Lu

ν = ηµνqF
µλuλu

ν = qF µλuλuµ = 0 ,

z toho, že tenzor F µλ je v indexech [µ, λ] antisymetrický a uλuµ symetrický. Pokud se klidová
hmotnost částice v čase neměnı́, je dp

µ

dτ
= m0

duµ

dτ
, takže pro Lorentzovu čtyř-sı́lu má pohybová

rovnice podobu

m0
duµ

dτ
= qF µνuν . (5.26)

5.4.2 Hustota Lorentzovy čtyř-síly

Pokud je třeba popsat působenı́ sı́ly na rozlehlé těleso, hodı́ se k tomu vı́ce čtyř-sı́la vztažená na
jednotku objemu. Čtyř-vektorový charakter veličiny, jak vı́me, “nepokazı́” definovánı́ takovéto
hustoty vzhledem k vlastnı́mu objemu — výsledkem je vlastnı́ hustota čtyř-sı́lyΦµ ≡ dFµ

dV0
. Kon-

krétně v Lorentzově čtyř-sı́le je však extenzı́vnı́ veličinou (takovou, která se měnı́ s objemem)
jen náboj testovacı́ho tělesa, takže jejı́ vlastnı́ hustota má podobu

Φµ
L ≡
dF µ
L

dV0
=
dq

dV0
F µνuν ≡ ρ0F

µνuν = F µνJν =

(
1

c
~E · ~J , ~ΦL

)
, (5.27)

kde pro časovou složku platı́ také

Φ0L =
1

cρ
~ΦL · ~J =

1

c
~ΦL · ~v

a hustota třı́rozměrné Lorentzovy sı́ly je

~ΦL ≡
d~fL
dV
= ρ~E + ~J × ~B .

5.5 Rovinná harmonická vlna. Vlnový čtyř-vektor
Uvažujme vlnovou rovnici v oblasti bez zdrojů (Jα = 0), tedy �Aα = 0, a pokusme se o jejı́
nejjednoduššı́ vlnové řešenı́ — ve tvaru rovinné harmonické vlny

Aα = ℜ
{
Âα eikσx

σ
}
, (5.28)
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kde Âα je amplituda a kα je vlnový čtyř-vektor.4 Aby se skutečně jednalo o řešenı́ odpovı́dajı́cı́
rovinné harmonické vlně, musejı́ být Âα a kα konstantnı́: jednak “harmonickým” se nazývá
netlumené vlněnı́ typu sinus/cosinus, takže s konstantnı́ amplitudou, jednak “rovinnou” vlnou
je taková, kdy mı́sta stejné fáze (tedy i stejné hodnoty pole) tvořı́ v daném okamžiku rovinu. To
znamená požadavek, aby vztah (kσxσ)t=konst:=T = konst, neboli k0cT + kix

i = konst, určoval
rovinu. Požadavek je splněn, pokud kµ je konstantnı́ — pak vztah přecházı́ v kix

i = konst, což
je rovnice roviny.

Je třeba zkontrolovat, za jakých okolnostı́ je výraz (5.28) skutečně řešenı́m bezzdrojové
vlnové rovnice �Aα = 0. Výpočet levé strany vyžaduje znát prvnı́ a druhé derivace Aα:

Aα
,µ = Âα eikσx

σ

ikσ
∂xσ

∂xµ
= Aαikσδ

σ
µ = ikµA

α , (5.29)

Aα
,µν = (Aα

,µ),ν = (ikµA
α),ν = ikµA

α
,ν = ikµikνA

α = −kµkνAα . (5.30)

Dosazenı́m tak máme podmı́nku

0 = �Aα ≡
(
ηµν

∂

∂xµ

∂

∂xν

)
Aα ≡ ηµνAα

,µν = −ηµνkµkνAα ⇐⇒ ηµνkµkν = 0 (5.31)

(triviálnı́ přı́pad Aα nemá smysl uvažovat). Vlnový čtyř-vektor tedy musı́ být světelný. To zna-
mená, že na prostoročasovém diagramu mı́řı́ “pod 45◦”, podél některé površky mı́stnı́ho světel-
ného kuželu. Fyzikálně to znamená, že elektromagnetické vlněnı́ se šı́řı́ rychlostı́ světla.

Je nutné dodat podstatnou okolnost: vlnová rovnice má tvar �Aα = −µJα jen za před-
pokladu, že čtyř-potenciál splňuje Lorenzovu kalibračnı́ podmı́nku Aα

,α = 0. Tudı́ž hledá-li se
řešenı́ vlnové rovnice tohoto tvaru, je třeba automaticky zároveň požadovat, aby vyhovovalo
této kalibračnı́ podmı́nce. Podle toho, co jsme výše spočı́tali, to znamená požadovat

Aα
,α = 0 ⇐⇒ kαA

α = 0 . (5.32)

Pole rovinné harmonické vlny je velmi speciálnı́, jak se snadno přesvědčı́me dosazenı́m
do Fµν a ∗Fµν ,

Fµν = ikµAν − ikνAµ , ∗F αβ ≡ 1
2
ǫαβµνFµν = i ǫ

αβµνkµAν (5.33)

=⇒ Fµνk
ν = 0, ∗Fµνk

ν = 0, FµνF
µν = 0, Fµν

∗F µν = 0 . (5.34)

Jak vidı́me z (5.20) a (5.21), nulovost invariantů řı́ká, že c2B2 = E2 ∧ ~E · ~B = 0.
Měli bychom ještě poznamenat, že kµ skutečně musı́ být čtyř-vektor. Má-li totiž být

kovariantnı́ (konkrétně vektorovou) vlnová rovnice, pak ηµνkµkν musı́ být invariant, a tedy kµ

musı́ být vektor. Podobně lze argumentovat z toho, že fáze kσx
σ musı́ být invariantnı́.

Poslednı́, ale pro dalšı́ kapitolu o vzhledu objektů podstatná poznámka: má-li se fáze kσxσ

rovnat obvyklému “klasickému” výrazu ~k · ~r − ωt, tedy má-li platit

kσx
σ ≡ k0ct+ kix

i = −ωt+ kix
i ,

musı́ mı́t vlnový čtyř-vektor složky

kµ =
(
−ω
c
,~k
)
, kµ =

(ω
c
,~k
)
. (5.35)

4 Pro většı́ přehlednost nebudeme v dalšı́m upozorňovat na to, že z exponenciály je třeba vzı́t reálnou (přı́padně
imaginárnı́) část.
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Nulovou (světelnou) povahu kµ lze takto “ve složkách” vyjádřit

0 = ηµνk
µkν = −(k0)2 + δijk

ikj = −ω
2

c2
+ k2 ⇐⇒ k2 ≡ |~k|2 = ω2

c2
.

— Samozřejmě, prostorová část (světelného) vektoru musı́ mı́t stejnou velikost jako časová.
Vlnový čtyř-vektor lze tedy také rozepsat

kµ =
ω

c
(1, ~e(k)) ,

kde ~e(k) je jednotkový třı́-vektor mı́řı́cı́ ve směru ~k.



KAPITOLA 6

Vzhled objektů

Už jste asi zjistili, že věci nejsou vždy takové, jak vypadajı́! Připustı́te-li konečnou rychlost
světla, je tomu tak už podle Newtonovy teorie; s konečnou rychlostı́ signálu se totiž netriviálně
skládá vzájemná rychlost zdroje a pozorovatele. Důsledkem je hned několik efektů:

• Dopplerův jev: ačkoliv rychlost šı́řenı́ světla, jak vı́me, na pohybu zdroje ani pozorovatele
nezávisı́, ovlivňuje tento pohyb detekované rozloženı́ vln (a také jednotlivých diskrétnı́ch
signálů): vlny (signály) se jevı́ “nahuštěnějšı́”, resp. “zředěnějšı́”, pokud se zdroj a pozo-
rovatel přibližujı́, resp. vzdalujı́. Barva (spektrum) blı́žı́cı́ho se zdroje je tedy “modřejšı́”,
vzdalujı́cı́ho se zdroje naopak “červenějšı́”.

• Aberace: zdroj je vidět v trochu jiném směru, než v jakém se v okamžiku vyslánı́ světla
“skutečně” nacházel (tj. kde bychom jej viděli “okamžitě na dálku”, prostřednictvı́m
nekonečně rychlého signálu). Obecněji řečeno, vzhledem k systému pozorovatele jsou
všechny paprsky zdroje poněkud uchýleny (“aberovány”) do směru, v němž se zdroj
pohybuje — celý vyzařovacı́ diagram zdroje je soustředěn do směru vzájemného pohybu.
Přibližujı́cı́ se zdroj je tı́m pádem pozorován jako jasnějšı́ a vzdalujı́cı́ se zdroj jako méně
jasný (tomuto aspektu se anglicky řı́ká beaming).

• Deformace: zdroj je vidět v podélném směru (≡ podél směru vzájemného pohybu)
prodloužený, pokud se přibližuje, a zkrácený, pokud se vzdaluje. (Nakreslete si to, vtip je
stejný jako u Dopplerova jevu.) Navı́c je zdroj vidět pootočený: poletı́-li např. v dálce po
přı́mce krychle tak, že jedna jejı́ stěna bude natočena přesně k nám a jiná přesně do směru
pohybu, uvidı́me navzdory popsané geometrii trochu i jejı́ “zadnı́” stěnu, poněvadž fotony,
které nás nakonec zasáhnou, mohou vylétat ze “zadnı́” stěny mı́rně šikmo “dozadu”.

Ve speciálnı́ relativitě by tyto efekty měly vycházet jinak, poněvadž se jinak skládajı́ rychlosti.
Speciálně tam navı́c docházı́ k dilataci času a kontrakci délek, a to by mohlo být zajı́mavé u
přibližujı́cı́ch se zdrojů. Totiž podle Lorentzovy transformace jdou jakékoliv “pohybujı́cı́ se”
hodiny (tedy i ty, které se “přibližujı́”) vůči “stojı́cı́” soustavě pomaleji (dilatace času), avšak
klasický Doppler řı́ká, že pokud se na blı́žı́cı́ se hodiny podı́váme, uvidı́me je jı́t rychleji než
stojı́cı́. Podobně je to s délkou: podle Lorentzovy transformace jsou veškerá “pohybujı́cı́ se”
tělesa (tedy i ta, která se “přibližujı́”) vůči “stojı́cı́” soustavě v podélném směru zkrácena, avšak
jednoduchá newtonovská úvaha o chodu fotonů řı́ká, že blı́žı́cı́ se tělesa jsou vidět v podélném
směru delšı́.
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“Lokálně odměřit” versus “(na dálku) vidět”

Uvědomte si, proč jsou zdůrazněna slova vidět: když jsme odvozovali např. vztah pro kontrakci
délek, zajı́mali jsme se o polohu bodů tyče v určité inerciálnı́ soustavě v daném okamžiku
přı́slušného inerciálnı́ho času; podobně při odvozovánı́ vztahu pro dilataci času jsme okamžitý
údaj na “pohybujı́cı́ch se” hodinách porovnávali vždy s údajem na “stojı́cı́ch hodinách” v daném
mı́stě. Tedy když jsme podle Lorentzovy transformace přepočı́távali mezi soustavami délkové
či časové úseky, nevstupovalo nikde do hry šı́řenı́ světla. Když se však nynı́ (poprvé) ptáme, jak
vidı́ nějakou tyč nebo hodiny určitý pozorovatel, musı́me šı́řenı́ světla vzı́t také v úvahu, protože
fotony, které k pozorovateli dojdou v určitém okamžiku, obecně cestovaly po různých drahách
a startovaly z různých mı́st zdroje v různých časech.

Takže jak to vlastně dopadne?

6.1 Dopplerův jev a aberace
S jakou frekvencı́ a z jakého směru přicházı́ k pozorovateli světlo zdroje? Obě informace jsou
obsaženy ve vlnovém čtyř-vektoru kµ. Spojme se zdrojem soustavu IS’ a s pozorovatelem
soustavu IS, přičemž jejich osy x a x′ natočı́me (bez újmy na obecnosti) tak, aby mı́řily přesně
ve směru vzájemné rychlosti a aby se IS’ vůči IS pohyboval v kladném smyslu x. Úloha je
dvourozměrná, protože vzájemná rychlost ~v a spojujı́cı́ světelný paprsek (vlnový vektor ~k)
definujı́ rovinu. Nastavı́me proto dále soustavy tak, aby osy z a z′ byly k této rovině kolmé;
úloha se tak bude odehrávat v rovině (x, y), resp. (x′, y′). Vlnový vektor je, jak vı́me, světelný
(ηµνkµkν = 0⇔ k = ω/c), takže jeho složky v soustavách IS a IS’ lze zapsat

kµ =
ω

c
(1, ~e(k)) =

ω

c
(1, cos θ, sin θ, 0) ,

k′µ =
ω′

c
(1, ~e(k′)) =

ω′

c
(1, cos θ′, sin θ′, 0) ,

kde θ (resp. θ′) je úhel mezi kladným směrem osy x (resp. x′) a směrem, ve kterém mı́řı́
paprsek (tedy vlnovým vektorem), orientovaný “proti směru hodinových ručiček”. Nečárkované
a čárkované složky vlnového čtyř-vektoru jsou svázány Lorentzovou transformacı́ k′µ = Λµ

νk
ν ,

konkrétně speciálnı́ Lorentzovou transformacı́ “ve směru x”.

6.1.1 Dopplerův jev

Dosazenı́m do časové složky transformace k′0 = Λ00k0 + Λ01k1, tedy ω′ = γω − γ v
c
ω cos θ,

dostáváme ihned vztah pro Dopplerův jev,

ω =
1
γ

ω′

1− v
c
cos θ

, neboli ωobs =
1
γ

ωem
1− v

c
cos θ

(6.1)

(připomeňme, že ω′ ≡ ωem je frekvence zářenı́ vůči klidové soustavě zdroje a ω ≡ ωobs
frekvence vůči klidové soustavě pozorovatele). Je vidět, že oproti klasickému vzorečku je zde
navı́c Lorentzův faktor γ. Zkontrolujme speciálnı́ přı́pady:

• θ = 0 ⇒ cos θ = 1 odpovı́dá tomu, že světlo k pozorovateli přicházı́ přesně v kladném
směru osy x, neboli pozorovatel vidı́ zdroj přesně v záporném směru osy x — tudı́ž zdroj
se k pozorovateli přibližuje. Vycházı́

ωobs =
1
γ

ωem
1− v

c

= ωem

√(
1− v

c

) (
1 + v

c

)

1− v
c

= ωem

√
1 + v

c

1− v
c

, (6.2)
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tedy pozorovaná frekvence je vyššı́ než vysı́laná.

• θ = π ⇒ cos θ = −1 odpovı́dá tomu, že světlo k pozorovateli přicházı́ přesně v záporném
směru osy x, neboli pozorovatel vidı́ zdroj přesně v kladném směru osy x — tudı́ž zdroj
se od pozorovatele vzdaluje. Vycházı́

ωobs =
1
γ

ωem
1 + v

c

= ωem

√(
1− v

c

) (
1 + v

c

)

1 + v
c

= ωem

√
1− v

c

1 + v
c

, (6.3)

tedy pozorovaná frekvence je nižšı́ než vysı́laná.

• θ = ±π/2⇒ cos θ = 0 odpovı́dá tomu, že světlo k pozorovateli přicházı́ přesně ve směru
kolmém na osu x, neboli pozorovatel vidı́ zdroj přesně ve směru kolmém na směr jejich
vzájemného pohybu — tudı́ž v okamžiku, kdy se jejich vzdálenost neměnila. Vycházı́

ωobs =
ωem
γ

,

tedy pozorovaná frekvence je nižšı́ než vysı́laná.

“Klasická část” Dopplerova jevu, způsobená “ředěnı́m” / “zahušt’ovánı́m” vlnoploch v důsledku
vzdalovánı́ / přibližovánı́ zdroje, je tedy silnějšı́ než relativistický efekt dilatace času (který
je nezávislý na směru vzájemného pohybu): pokud bychom skutečně sledovali přibližujı́cı́ se
hodiny, viděli bychom je (navzdory relativistické dilataci) jı́t rychleji než hodiny stojı́cı́. U vzda-
lujı́cı́ch se hodin majı́ dilatace i důsledek šı́řenı́ fotonů konečnou rychlostı́ “stejné znaménko”,
hodiny vidı́me jı́t pomaleji. Relativistická dilatace se však “nerušeně” projevuje v přı́padě čistě
tangenciálnı́ho pohybu — a způsobuje nový, čistě relativistický, tzv. přı́čný Dopplerův jev.

6.1.2 Aberace

Nynı́ ještě uvážı́me některou netriviálnı́ prostorovou složku transformačnı́ rovnice k′µ = Λµ
νk

ν ,
třeba y-ovou (µ = 2): k′2 = Λ22k2, tedy ω′ sin θ′ = ω sin θ. Dosazenı́m ω′ = γω

(
1− v

c
cos θ

)

z dopplerovského vztahu (6.1) dostáváme

sin θ′ =
1

γ

sin θ

1− v
c
cos θ

. (6.4)

Podobně bychom dosazenı́m ω′ do x-ové (µ = 1) složky transformačnı́ rovnice,

k′1 = Λ10k
0 + Λ11k

1, tj. ω′ cos θ′ = −γ v
c
ω + γω cos θ ,

dostali

cos θ′ =
cos θ − v

c

1− v
c
cos θ

, (6.5)

což se dá invertovat snadněji než vztah pro sin θ′:

cos θ =
cos θ′ + v

c

1 + v
c
cos θ′

[
=⇒ sin θ =

1

γ

sin θ′

1 + v
c
cos θ′

]
. (6.6)

To jsou tedy formule pro aberaci; oproti klasické podobě se opět navı́c objevuje Lorentzův
faktor (nikoli však ve vztahu pro cos θ). Tento faktor (γ > 1) snižuje velikost sin θ, tedy naklánı́
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~k (ještě vı́ce) do směru osy x — to znamená, že relativistická aberace je výraznějšı́ než klasická.

(“V praxi” ovšem bývá faktor 1
γ
=
√
1− v2

c2
jen velmi málo odlišný od jedničky, např. pro

rychlost Země ve slunečnı́ soustavě, v
.
= 30 km/s, je 1

γ

.
=
√
1− 10−8 .) Podı́váme se opět na

speciálnı́ přı́pady:

• θ′ = 0 nebo θ′ = π⇒ sin θ′ = 0, cos θ′ = ±1: pak je také sin θ = 0, cos θ = ±1.

• θ′ = ±π/2⇒ sin θ′ = ±1, cos θ′ = 0: pak sin θ = ± 1
γ

, cos θ = v
c

.

6.2 Jak dlouhou se jeví letící tyč?
Poslednı́m základnı́m aspektem vzhledu tělesa je pozorovaný tvar. Obecně je dán průnikem
okamžitého minulého světelného kuželu pozorovatele (podél toho k pozorovateli přicházejı́
světelné informace) s historiı́ zdroje (tedy jeho světotrubicı́). Tato historie je čtyřrozměrným,
prostoročasovým útvarem, a světelný kužel je třı́rozměrný, takže jejich průnikem je třı́rozměrná
oblast. Pokud je těleso neprůhledné, “vidı́” pozorovatel průnik svého minulého světelného
kuželu s historiı́ povrchu tělesa (která je třı́rozměrná) — pak je výsledek dvourozměrný. My se
však v této kapitole nebudeme zabývat úlohou v takové obecnosti, položı́me si jen jednoduchou
otázku: jak dlouhou vidı́ pozorovatel tyč, která se vůči němu pohybuje v podélném směru?

Budeme úlohu počı́tat v klidové soustavě pozorovatele. Natočı́me ji tak, aby se tyč pohy-
bovala přesně podél osy x v jejı́m kladném směru a pozorovatele posadı́me do mı́sta (x = 0,
y = yP > 0); osa z je irelevantnı́, protože problém je opět rovinný. Základnı́ úvahou je to,
že obraz tyče, který pozorovatel v daném okamžiku vnı́má, je dán fotony, které právě v tom
okamžiku přiletı́ od tyče do jeho oka. Délku tyče vymezujı́ dva speciálnı́ fotony — ten, který v
tom okamžiku přilétá od “přednı́ho” konce tyče (≡ B), a ten, který ve stejném okamžiku přilétá
od konce “zadnı́ho” (≡ A). Pro délku letu těchto dvou fotonů platı́

c(tP − tB) cos θB = −xB(tB) , c(tP − tA) cos θA = −xA(tA) , (6.7)

kde tP je čas, ve který se pozorovatel na tyč podı́vá, tB a tA jsou časy, v nichž z konce B,
resp. A startovaly fotony, které právě v okamžiku tP přiletı́ k pozorovateli, xB(tB) a xA(tA)
jsou polohy těchto konců ve startovnı́ch časech tB, resp. tA, a konečně θB a θA jsou úhly, pod
kterými fotony z konců tyče k pozorovateli letı́, měřené od kladného směru osy x proti směru
hodinových ručiček — tedy pro něž platı́ tan θ = yP

−x(t)
. Vydělenı́m cosiny a vynásobenı́m v/c

ještě rovnice upravı́me na

vtP − vtB = −
v

c

xB(tB)

cos θB
, vtP − vtA = −

v

c

xA(tA)

cos θA
. (6.8)

Nynı́ druhá dvojice důležitých rovnic: vztahy pro pohyb konců tyče,

xB(t) = vt+
l

2
, xA(t) = vt− l

2
. (6.9)

Zde l = l0
γ

je délka tyče vůči pozorovatelově klidové soustavě, tedy délka zkontrahovaná oproti

klidové délce l0. (Čas jsme nastavili tak, že v t = 0 je tyč právě symetricky kolem počátku.) Ze
vztahů (6.9) nynı́ vyjádřı́me vtB, resp. vtA, tedy

vtB = xB(tB)−
l

2
, vtA = xA(tA) +

l

2
,
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a dosadı́me je do rovnic (6.8). Snadnými úpravami najdeme polohy konců tyče v okamžicı́ch,
kdy z nich startovaly fotony,

xB(tB) =
vtP + l

2

1− v
c cos θB

, xA(tA) =
vtP − l

2

1− v
c cos θA

, (6.10)

a odsud lineárnı́ délku tyče odpovı́dajı́cı́ pozorovanému vjemu,

lP ≡ xB(tB)− xA(tA) =
vtP + l

2

1− v
c cos θB

− vtP − l
2

1− v
c cos θA

. (6.11)

Dále podrobněji vyšetřı́me limitnı́ přı́pady — když je tyč velmi daleko před počátkem a velmi
daleko za počátkem.

• Tyč přilétá z dálky: xB(tB) a xA(tA) jsou velké (proti yP) a záporné, takže cos θB → 1,
cos θA → 1. Vztah (6.11) v tom přı́padě dává

l+P =
vtP +

l
2

1− v
c

− vtP − l
2

1− v
c

=
l

1− v
c

= l0

√
1− v2

c2

1− v
c

= l0

√
1 + v

c

1− v
c

. (6.12)

Zjevně platı́ l+P > l0 (> l). Navzdory relativistické kontrakci je tedy přibližujı́cı́ se tyč
vidět delšı́, než kdyby se nepohybovala.

• Tyč odlétá do dálky: xB(tB) a xA(tA) jsou velké (proti yP) a kladné, takže cos θB → −1,
cos θA → −1. Vztah (6.11) v tom přı́padě dává

l−P =
vtP + l

2

1 + v
c

− vtP − l
2

1 + v
c

=
l

1 + v
c

= l0

√
1− v2

c2

1 + v
c

= l0

√
1− v

c

1 + v
c

. (6.13)

Zjevně platı́ l0 (> l) > l−P — tyč se jevı́ ještě kratšı́ než podle relativistické kontrakce (jak
ovšem vı́me, “optický” efekt je ve skutečnosti silnějšı́, takže je spı́še na mı́stě řı́kat, že tyč
se dı́ky kontrakci jevı́ ještě o něco kratšı́ než “klasicky”).

• V době, kdy je tyč “okolo” počátku, je třeba použı́t přesný vzorec (6.11). Jedině pokud
by byla tyč velmi dlouhá proti yP, šlo by i v této fázi částečně uvažovat limitnı́ přı́pady,
zde konkrétně xB(tB) ≫ yP > 0 a zároveň xA(tA) ≪ −yP < 0, tudı́ž cos θB → −1 a
zároveň cos θA → 1. Vztah pro pozorovanou délku tyče (6.11) v tomto přı́padě dává

lP =
vtP + l

2

1 + v
c

− vtP − l
2

1− v
c

=
l − 2vtP v

c

1− v2

c2

. (6.14)

Tyč se tedy v tomto přiblı́ženı́ postupně zkracuje, a to lineárně s časem tP. Vztah přecházı́ v
prvnı́ limitnı́ výsledek l+P v čase tP = − l

2v
a v druhý limitnı́ výsledek l−P v čase tP = + l

2v
.

Dosazenı́m do (6.9) potvrdı́me, že v čase t = − l
2v

je xB = 0, xA = −l a v čase t = + l
2v

je xB = +l, xA = 0, tedy že prvnı́ hodnota dle očekávánı́ odpovı́dá okamžiku, kdy je
přednı́ konec tyče právě v počátku, a druhá hodnota okamžiku, kdy je tam zadnı́ konec.
(Právě v těchto fázı́ch ovšem nenı́ zde uvažovaná limita platná!)
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• Ještě bychom mohli vyzkoušet, kdy pozorovatel vidı́ “správnou” (zkontrahovanou) délku
l. Jistě to musı́ být v “prostřednı́” době, takže vyjdeme z rovnosti

l−2vtP v
c

1− v2

c2

= l. Snadno

najdeme, že jı́ odpovı́dá čas tP = l
2c

. Z “pohybových rovnic” (6.9) bychom mohli
opět zjistit, kde se v tento okamžik nacházejı́ konce tyče, ale zde je spı́še význačné
to, kde byly konce tyče, když z nich startovaly fotony, které doletěly k pozorovateli v
okamžiku tP =

l
2c

. Na to odpovı́dajı́ výrazy (6.10). Uchýlı́me-li se opět k jejich limitám
cos θB → −1, resp. cos θA → 1, najdeme dosazenı́m času tP = l

2c
pozice xB(tB) = + l

2
,

xA(tA) = − l
2

, tedy tyč symetricky položenou kolem počátku. (Pokud je tyč velmi dlouhá
ve srovnánı́ s yP, je tedy pro tento úsudek uvažovaná limita použitelná!)



KAPITOLA 7

Variačnı́ principy

Na billboardech se tvrdı́, že (můj svět) = (moje banka), ale doufáme, že vy si oblı́bı́te jiné
rovnosti. Teoretičtı́ fyzikové vás napřı́klad budou učit, že (můj svět) = (můj lagrangián). Eugene
Wigner kdysi napsal článek o tom, jak “nepochopitelně účinná” je matematika — naše mate-
matika — při poznávánı́ světa. Ještě nepochopitelnějšı́ je, jak účinná jsou při něm “estetická”
východiska, předevšı́m předpoklady symetriı́. V této kapitole připomeneme postupy z podobné
kategorie, které se přes svůj naivnı́ obsah zdajı́ mı́t podivuhodně obecnou platnost a pomocı́
nichž se zejména v teoriı́ch pole “rutinně” procházejı́ celé třı́dy možnostı́: variačnı́ principy. V
nerelativistické fyzice se probı́rajı́ spı́še pro zajı́mavost, jako doplněnı́ “kauzálnı́ho” pohledu
vyjádřeného diferenciálnı́mi rovnicemi, ale v relativitě — ve spojenı́ s požadavkem invari-
ance teorie (tedy akce a lagrangiánu) vůči Lorentzovým transformacı́m — nabývajı́ hlubšı́ho
fyzikálnı́ho významu a stávajı́ se i velmi praktickou metodou hledánı́ možných podob zákonů.

Historie variačnı́ch principů je připomı́nána od Herona z Alexandrie (10-70), který si
všiml, že při odrazu si světlo vybı́rá nejkratšı́ cestu. Perský učenec Ibn al-Haytham (latinsky
známý jako Alhacen; 965-1039) ve svých rozsáhlých pojednánı́ch o optice mj. užil podobného
pravidla (o “nejsnadnějšı́” cestě) pro pochopenı́ zákona o lomu světla, který tehdy objevil
Ibn Sahl (940-1000) z Baghdádu; zákon je dnes znám spı́še podle leidenského matematika
Willebrorda Snellia (1580-1626). Jeho přesné vysvětlenı́ poskytl Pierre de Fermat (1607-1665),
na základě principu, že světlo se šı́řı́ podél dráhy, podél nı́ž spotřebuje nejméně času. (Fermatův
princip byl později ještě dále upřesněn tak, že spotřebovaný čas nabývá podél realizované dráhy
stacionárnı́ hodnoty — může to být i maximum, jako např. u gravitačnı́ch čoček.)

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) uvažoval o tom, že součin hmotnosti, rychlosti a
vzdálenosti (mvs), přesněji integrál z rychlosti podél dráhy (tzv. účinek), je patrně v přı́rodnı́m
děnı́ extremalizován. “Variačnı́” je ostatně i jeho známé přesvědčenı́ o “nejlepšı́m z možných
světů”, vybraném stvořitelem metodou minimalizace zla, které se stalo vlivnou verzı́ pohledu
typického pro křest’anské myslitele. K “nekonečně moudrému tvůrci” dospěl i Pierre-Louis
Moreau de Maupertuis (1698-1759), ale na základě věrohodnějšı́ho (podle něj dokonce nej-
silnějšı́ho možného) argumentu: svět je zařı́zen tak, aby k veškerému děnı́ stačilo co nejméně
úsilı́. Tvrdil, že při pohybu tělesa je účinek (obvykle uvažoval integrál z kinetické energie
přes čas) minimalizován, avšak nebylo moc jasné, zda právě takováto možnost je “nejúspor-
nějšı́” a proč by se vůbec měla realizovat. Počátky variačnı́ho počtu v “techničtějšı́” podobě
se spojujı́ se jménem Jakoba Bernoulliho (1654-1705), konkrétně s jeho řešenı́m problému
brachystochrony, předloženého jeho bratrem Johannem. Při řešenı́ Huygensova problému tau-
tochrony pak ve formulaci variačnı́ho počtu výrazně pokročili Leonhard Euler (1707-1783) a

77
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Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).1 Předevšı́m spolu našli nutnou podmı́nku pro minimali-
zaci integrálu z funkce závislé na poloze, rychlosti a čase (Eulerovy-Lagrangeovy rovnice této
variačnı́ úlohy) a Lagrange následně variačnı́ počet rozvinul téměř do modernı́ podoby. V jedné
práci o extrémech křivek dodal Euler k “optimalizaci světa”: “Jelikož uspořádánı́ Všehomı́ra je
to nejdokonalejšı́ a pocházı́ od nejmoudřejšı́ho Stvořitele, neděje se ve světě nic, na čem by se
neprojevovala nějaká vlastnost maxima či minima. Nemůže býti proto nejmenšı́ pochybnosti, že
veškeré účinky ve Všehomı́ru lze dovoditi jak metodou maxim a minim, tak z působenı́ přı́čin.”

To je ovšem docela hustá káva, upozorňovali zvláště následovnı́ci Reného Descarta,
protože mı́sto toho, aby bylo děnı́ v každém okamžiku určeno dostatečnými přı́činami, zde jako
by Přı́roda viděla do budoucnosti a na základě toho si vybı́rala, jak se zachová ted’. Ve skutečnosti
do budoucnosti moc vidět nemusı́, poněvadž má-li být určitá veličina optimalizována podél
nějaké konečné dráhy, musı́ být optimalizována podél každého jejı́ho jakkoli malého úseku. Ale
prvek výběru zde rozhodně je — jako by si např. částice v každém bodě dráhy “ohledala” své
prostorové a časové okolı́ a pak se vydala extremálnı́ cestou. Jak pı́še R. Feynman ve svých
Přednáškách, nejpodivnějšı́ je, že se to tak opravdu děje. (Feynman to i podrobně vysvětluje, ale
do toho se tady nebudeme pouštět, je k tomu zapotřebı́ vlnových představ. Dodejme, že právě
Feynman podal formulaci kvantové mechaniky, v jejı́mž rámci částice spı́še “běžı́ zároveň
po všech myslitelných drahách”, ale pravděpodobnost jejı́ho výskytu má obvykle velmi ostré
maximum na “klasické trajektorii”.)

V této kapitole připomeneme d’Alembertův princip virtuálnı́ch pracı́, hlavně však uká-
žeme použitı́ integrálnı́ho, Hamiltonova principu — při hledánı́ pohybových rovnic pro hmotnou
částici, ale také při odvozenı́ prvnı́ sady Maxwellových rovnic. Zdůraznı́me přitom roli Lagran-
geovy funkce a požadavku jejı́ lorentzovské invariance a ukážeme možnost, jak tuto funkci hledat
s pomocı́ d’Alembertova principu, pokud by sama invariance nebyla dostatečným vodı́tkem.

7.1 d’Alembertův princip, Lagrangeovy rovnice 1. druhu
V klasické mechanice d’Alembertův variačnı́ princip znı́

(
fi −

dpi
dt

)
δxi = 0 , (7.1)

kde fi je výslednice vtištěných sil a δxi je virtuálnı́ posunutı́. Virtuálnı́ posunutı́ je zavedeno
jako izochronnı́, tj. (δt ≡ 0), což mj. znamená, že skutečné posunutı́ je vždy jiné než posunutı́
virtuálnı́. Je-li systém podroben nějaké vazbě ϕ(t, ~r) = 0, pak virtuálnı́ posunutı́ s nı́ musı́ být
ve shodě, tj. musı́ platit ϕ,iδx

i = 0 — jinak řečeno virtuálnı́ práce vazbových sil je nulová.2

Jinak však může být δxi libovolné, takže sečtenı́m d’Alembertova principu a vazbové podmı́nky
(vynásobené Lagrangeovým multiplikátorem λ) obdržı́me Lagrangeovy rovnice 1. druhu

dpi
dt
= fi + λϕ,i . (7.2)

1 Tautochrona (též izochrona) je rovinná křivka význačná tı́m, že hmotné body, které jsou v daný okamžik
puštěny z kteréhokoli jejı́ho bodu, aby podél nı́ bez třenı́ padaly pod vlivem homogennı́ tı́že, doběhnou do jejı́ho
minima ve stejný okamžik. Brachystochrona má jinou význačnou vlastnost: body po nı́ proběhnou určenou dráhu
za nejkratšı́ dobu. Ukázalo se, že obě vlastnosti má stejná křivka, totiž cykloida.

2 Právě na tuto skutečnost — tedy na to, že na rozdı́l od Newtonovy pohybové rovnice nenı́ třeba do fi zde
v závorce zahrnovat všechny sı́ly, ale jen ty “opravdové” (“vtištěné”) — upozornil Jean le Rond d’Alembert
(1717-1783). Jinak je tento diferenciálnı́ princip dı́lem Lagrangeovým.



7.2. HAMILTONŮV PRINCIP, LAGRANGEOVY ROVNICE 2. DRUHU 79

Ve speciálnı́ relativitě se kromě “samozřejmostı́”, totiž přechodu do čtyřrozměrného pro-
storočasu a od “souřadnicového” (absolutnı́ho) času t k vlastnı́mu času τ , měnı́ vlastně jen to,
že virtuálnı́ posunutı́ δxµ nenı́ izochronnı́. Vzhledem k relativitě současnosti by totiž takovou
vlastnost stejně nešlo žádat vůči všem inerciálnı́m soustavám. Jinak je vše obdobné jako v kla-
sické mechanice: vazbu zapı́šeme ϕ(xµ) = 0, vazbovou sı́lu tedy λϕ,µ a vazbovou podmı́nku

ϕ,µδx
µ = 0. Po jejı́m sečtenı́ s d’Alembertovým principem

(
Fµ − dpµ

dτ

)
δxµ = 0 dostaneme

Lagrangeovy rovnice 1. druhu v podobě

dpµ
dτ
= Fµ + λϕ,µ . (7.3)

Představujı́ 4 rovnice pro 6 neznámých (xµ, λ,m0); navı́c však máme rovnici ϕ(xµ) = 0
pro vazbu a normalizačnı́ podmı́nku uµu

µ = −c2 pro čtyřrychlost. Rovnice jsou evidentně
kovariantnı́, protože pµ je kovektor, a to i po derivaci podle invariantu τ — a na pravé straně Fµ

je kovektor, ϕ je invariant, takže ϕ,µ kovektor, a λ je invariant.

7.2 Hamiltonův princip, Lagrangeovy rovnice 2. druhu
Po Lagrangeovi dále rozvinul variačnı́ počet William Rowan Hamilton (1805-1865). Předevšı́m
jej zobecnil a převedl do integrálnı́ podoby, která se později ukázala být použitelnou nejen na
problémy diskrétnı́ch těles a vůbec na problémy mechaniky, ale “zázračně” i v teoriı́ch pole.
Hamiltonův princip v klasické mechanice řı́ká, že systém sleduje mezi zvolenými časy t1 a t2
v konfiguračnı́m prostoru (vybaveném nějakými zobecněnými souřadnicemi qi, kde i probı́há
stupně volnosti systému) takovou trajektorii, podél nı́ž je variace akce (≡ účinku)

S ≡
t2∫

t1

L(qi, q̇i, t) dt

nulová (L je lagrangián). Princip platı́ pro systémy, na které působı́ sı́ly majı́cı́ potenciál (ten
může záviset na poloze, rychlosti i čase) a které jsou podrobeny holonomnı́m vazbám (lze
zahrnout i některé neholonomnı́ vazby, ale nebudeme takový přı́pad uvažovat). Pro takovéto
systémy jsou nutnou a postačujı́cı́ podmı́nkou stacionarity akce (tedy nulovosti jejı́ variace)
Lagrangeovy rovnice 2. druhu

∂L

∂qi
− d
dt

(
∂L

∂q̇i

)
= 0

(v obecnosti se těmto rovnicı́m řı́ká Eulerovy-Lagrangeovy rovnice dané variačnı́ úlohy).
Ve speciálnı́ relativitě je úloha jiná ve dvou bodech:

• Lagrangián musı́ být invariantem Lorentzovy transformace (jinak by hledané Eulerovy-
Lagrangeovy rovnice měly různý tvar v různých inerciálnı́ch soustavách). Už z toho
plyne, že nemůže být roven “T − V ” (nebot’kinetická energie je vůči různým soustavám
různá — již podle svého názvu je relativnı́m pojmem). Budeme nicméně předpokládat,
že jako v klasické mechanice je lagrangián funkcı́ polohy, rychlosti a času — zde budeme
pro jednoduchost uvažovat systém tvořený jednou částicı́ a použijeme naše “normálnı́”
souřadnice xµ (v nich tedy již i čas) a odpovı́dajı́cı́ čtyř-rychlost uµ. A nezapomeneme,
že z důvodu invariance akce se lagrangián musı́ integrovat přes vlastnı́ čas.
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• Geometrickým významem variačnı́ úlohy, jak známo, je výběr skutečné světočáry z “vře-
tena” virtuálnı́ch světočar. V klasické mechanice jsou všechny tyto světočáry paramet-
rizované stejným časem t (protože je absolutnı́), zatı́mco v relativitě běžı́ podél každé
světočáry jiný, pro ni specifický vlastnı́ čas, takže při variaci — tj. přechodu mezi soused-
nı́mi světočárami, xµ → x∗µ ≡ xµ + δxµ — bychom měli variovat i vlastnı́ čas τ , a tı́m
pádem i jeho přı́růstek dτ probı́haný při integraci.

Připravı́me si tuto variaci (δdτ ) — a také variaci čtyř-rychlosti (δuµ) — rovnou, at’pak můžeme
postupovat bez přerušenı́. Vyjdeme ze vztahu ds2 = −c2dτ 2:

dτ ∗ =
1

c

√
−ηµνdx∗µdx∗ν =

1

c
[−ηµν(dxµ + dδxµ)(dxν + dδxν)]

1
2 =

=
1
c

[
c2dτ 2 − 2 ηµνdxµdδxν +O(δ2)

] 1
2 = dτ

[
1− 2

c2
ηµνu

µdδx
ν

dτ
+O(δ2)

] 1
2

=

= dτ − 1
c2

ηµνu
µdδxν +O(δ2) . (7.4)

Využili jsme jen definice x∗µ ≡ xµ+ δxµ, dále toho, že dı́ky symetričnosti ηµν je ηµνdδxµdxν =
ηµνdxµdδxν , definice čtyř-rychlosti uµ ≡ dxµ

dτ
a rozvoje typu

√
1− 2δ = 1− δ+O(δ2). Variace

je infinitesimálnı́, takže členy O(δ2) zanedbáme a máme výsledek

δdτ ≡ dτ ∗ − dτ = − 1
c2

ηµνu
µdδxν = − 1

c2
uνdδx

ν . (7.5)

Variaci čtyř-rychlosti určı́me z jejı́ definice a využitı́m nalezeného dτ ∗:

u∗µ ≡ dx
∗µ

dτ ∗
=

dxµ + dδxµ

dτ
(
1− 1

c2
uν
dδxν

dτ

) =
(
uµ +

dδxµ

dτ

)(
1 +
1
c2

uν
dδxν

dτ

)
+O(δ2) =

= uµ +
dδxµ

dτ
+
1

c2
uµuν

dδxν

dτ
+O(δ2) =

= uµ +

(
δµν +

1

c2
uµuν

)
dδxν

dτ
+O(δ2) . (7.6)

Zde jsme jen použili na závorku ve jmenovateli rozvoj typu 1
1−δ
= 1 + δ + O(δ2). Zjišt’ujeme

tedy, že

δuµ ≡ u∗µ − uµ =

(
δµν +

1

c2
uµuν

)
dδxν

dτ
. (7.7)

Tento výraz má jednu podstatnou vlastnost — je kolmý k nevariované čtyř-rychlostiuµ. Můžeme
si řı́ct i obecnějšı́ fakt, totiž že výraz v závorce je projekčnı́ tenzor, který promı́tá na třı́rozměrnou
nadplochu (prostor) kolmou k uµ. Skutečně, protože promı́tat stačı́ jednou, poznajı́ se projektory
podle toho, že “(projektor)2 = projektor”, a to náš výraz splňuje,

(
δµι +

1

c2
uµuι

)(
διν +

1

c2
uιuν

)
= δµν +

1

c2
uµuν +

1

c2
uµuν −

1

c2
uµuν = δµν +

1

c2
uµuν

(využilo se jen normalizace čtyř-rychlosti). Kam výraz promı́tá zjistı́me tak, že ho aplikujeme
na uν (nebo uµ),

(
δµν +

1

c2
uµuν

)
uν = uµ − uµ = 0 ,

(
δµν +

1

c2
uµuν

)
uµ = uν − uν = 0 .
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A že je výraz tenzorem je jasné, poněvadž se v něm nevyskytuje nic, co by nebylo tenzorového
typu. Dı́ky tomu, že tedy platı́ ηµνuµδuν = 0, je ale

ηµνu
∗µu∗ν = ηµν(u

µ+δuµ)(uν+δuν) = −c2+2ηµνuµδuν+O(δ2) = −c2+O(δ2) . (7.8)

Tečný vektor k variované světočáře u∗µ je tedy správně normalizován, tj. u∗µ má skutečně podél
variované světočáry význam čtyř-rychlosti.

Nynı́ máme připraveno vše, co budeme potřebovat k variaci akce

S ≡
τ2∫
τ1

L(xµ, uµ) dτ ,

kde jsme relativistický lagrangián označiliL. Připomeneme z mechaniky, že se jedná o nalezenı́
stacionárnı́ hodnoty funkcionálu S na třı́dě funkcı́ xµ(τ), které jsou na uvažovaném intervalu
[τ1, τ2] spojité a majı́ tam aspoň po částech spojitou derivaci uµ [tento stupeň hladkosti je tedy
žádán od xµ(τ) i od variace δxµ(τ)]; lagrangián musı́ mı́t spojité derivace do 2. řádu podle všech
argumentů. U nás se jedná o “úlohu s pevnými konci”, poněvadž hledáme vývoj systému mezi
zadanými koncovými stavy [zde polohami xµ(τ1) a xµ(τ2)], takže pro variaci je předepsáno
δxµ(τ1) = 0, δxµ(τ2) = 0. (Pro každý daný čas τ má variace δxµ význam virtuálnı́ho posunutı́,
vystupujı́cı́ho v diferenciálnı́ch variačnı́ch principech.) A nynı́ již

δS =

τ2∫

τ1

(δLdτ + Lδdτ) =
τ2∫

τ1

[(
∂L
∂xµ

δxµ +
∂L
∂uµ

δuµ

)
dτ + Lδdτ

]
=

=

τ2∫

τ1

{[
∂L
∂xµ

δxµ +
∂L
∂uµ

(
δµν +

1

c2
uµuν

)
dδxν

dτ

]
dτ −L 1

c2
uνdδx

ν

}
=

=

τ2∫

τ1

{
∂L
∂xµ

δxµ +

[
∂L
∂uµ

(
δµν +

1

c2
uµuν

)
− 1

c2
Luν

]
dδxν

dτ

}
dτ

pp
=

pp
=

τ2∫

τ1

{
∂L
∂xµ

δxµ − d
dτ

[
∂L
∂uµ

(
δµν +

1

c2
uµuν

)
− 1

c2
Luν

]
δxν

}
dτ =

=

τ2∫

τ1

{
∂L
∂xν
− d
dτ

[
∂L
∂uν
+
1
c2

(
∂L
∂uµ

uµ −L
)
uν

]}
δxν dτ ,

kde kromě dosazenı́ za δuµ a δdτ a rutinnı́ch úprav proběhla jen (na vyznačeném mı́stě) integrace
per partes druhé části integrandu. Využilo se při nı́ toho, že “vyintegrovaný” člen je úměrný
[δxν ]τ2τ1 , což je ovšem nula. Variace δxν je ovšem libovolnou funkcı́ (splňujı́cı́ na zadaném
intervalu výše uvedené podmı́nky), takže podle “základnı́ho lemmatu variačnı́ho počtu” platı́,
že δS = 0 (akce nabývá stacionárnı́ hodnoty) podél světočáry dané rovnicemi

∂L
∂xν
− d
dτ

[
∂L
∂uν
+
1
c2

(
∂L
∂uµ

uµ −L
)
uν

]
= 0 . (7.9)

Toto jsou Eulerovy-Lagrangeovy rovnice našeho variačnı́ho problému δS = 0, zde v me-
chanice nazývané Lagrangeovými rovnicemi 2. druhu. Jsou zjevně kovariantnı́, protože L je
dle předpokladu invariant, jeho derivace podle xν tedy kovektor, podobně derivace podle uν

(poněvadž uν je vektor), a derivace podle invariantu τ “nic nepokazı́”.
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Poznamenejme, že pokud je systém podroben vazběϕ(xµ) = 0 (jak jsme řı́kali, uvažujeme
jen vazby holonomnı́), je třeba rovnici δS = 0 sečı́st se zintegrovanou vazbovou podmı́nkou

τ2∫

τ1

ϕ,νδx
ν dτ = 0

(vynásobenou Lagrangeovým multiplikátorem λ). V Eulerových-Lagrangeových rovnicı́ch tı́m
přibude vlevo člen +λϕ,ν .

7.3 Nalezení Lagrangeovy funkce

Pro nalezenı́ relativistického lagrangiánu nenı́ k dispozici žádný universálnı́ postup. Většinou
je ovšem možný tvar lagrangiánu velmi omezen již tı́m, že musı́ být lorentzovsky invariantnı́,
výběrem proměnných, které jsou pro daný problém relevantnı́, a také tı́m, že na základě obec-
ného tvaru Eulerových-Lagrangeových rovnic můžeme již předem rozhodnout, které členy v
lagrangiánu nechceme (abychom pak v “pohybových rovnicı́ch” např. nedostali vyššı́ než n-té
derivace určité veličiny, a podobně). Přesto uvedeme možnost, jak se někdy lagrangián dá najı́t
i bez “hádánı́”, a poté ji ilustrujeme na přı́padu nabité částice pohybujı́cı́ se v elektromagnetic-
kém poli. Nápověda vycházı́ z kombinace d’Alembertova a Hamiltonova principu. Zintegrujme

d’Alembertův princip
(
Fµ − dpµ

dτ

)
δxµ = 0 stejným způsobem, jako je v Hamiltonově principu

integrován lagrangián, tedy od τ1 do τ2, přičemž virtuálnı́ posunutı́ necht’v koncových bodech
vymizı́. Integracı́ druhého členu per partes a dosazenı́m

pµdδx
µ = m0uµdδx

µ = −m0c2δdτ

ze vztahu pro δdτ , zı́skaného v minulé kapitole, snadno upravı́me

0 =

τ2∫

τ1

(
Fµ −

dpµ
dτ

)
δxµ dτ

pp
=

τ2∫

τ1

(
Fµδx

µ + pµ
dδxµ

dτ

)
dτ =

=

τ2∫

τ1

(Fµδx
µdτ + pµdδx

µ) =

τ2∫

τ1

(
Fµδx

µdτ −m0c
2δdτ

)
. (7.10)

Z porovnánı́ s Hamiltonovým principem

0 = δS = δ

τ2∫

τ1

L dτ =
τ2∫

τ1

(δLdτ + Lδdτ)

je vidět, že jako lagrangián volné částice (Fµ = 0) lze vzı́t L = −m0c2. V ostatnı́ch přı́padech
závisı́ dalšı́ postup na tvaru čtyř-sı́ly Fµ; každopádně snahou je upravit integrál zı́skaný z
d’Alembertova principu do tvaru δ

∫ τ2
τ1
(NĚCO) dτ , protože pak srovnánı́ s Hamiltonovým

principem napovı́dá, že NĚCO by mohlo být úměrné lagrangiánu. Že to může fungovat, ukážeme
na následujı́cı́m přı́kladu.
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7.3.1 Lagrangián nabité částice v elektromagnetickém poli

Na nabitou částici, která se nacházı́ v elektromagnetickém poli, působı́ Lorentzova čtyř-sı́la,
takže

Fµ = qFµνu
ν = q (Aν,µ − Aµ,ν) u

ν

a prvnı́ člen v integrandu (7.10) dává

Fµδx
µ = q (Aν,µ −Aµ,ν) u

νδxµ = q

(
δAν u

ν − dAµ

dτ
δxµ

)
,

poněvadž v prvnı́m členu Aν,µδx
µ = δAν a v druhém Aµ,νu

ν = dAµ

dτ
. Dosadı́me do integrálu

(7.10), v druhém členu provedeme per partes (“vyintegrovaný” člen vypadne dı́ky pevným
koncům) a dosadı́me dδxν = δdxν = δ(uνdτ):

τ2∫

τ1

(
Fµδx

µdτ −m0c
2δdτ

)
=

τ2∫

τ1

[
q

(
δAν u

ν − dAµ

dτ
δxµ

)
dτ −m0c

2δdτ

]
pp
=

pp
=

τ2∫

τ1

[
q

(
δAν u

ν + Aµ
dδxµ

dτ

)
dτ −m0c

2δdτ

]
=

=

τ2∫

τ1

[
q (δAν u

νdτ + Aµdδx
µ)−m0c

2δdτ
]
=

=

τ2∫

τ1

{
q [δAν u

νdτ + Aµδ(u
µdτ)]−m0c

2δdτ
}
=

=

τ2∫

τ1

[
qδ(Aνu

νdτ)−m0c
2δdτ

]
=

= δ

τ2∫

τ1

(qAνu
ν −m0c

2) dτ .

V poslednı́m řádku jsme “samozřejmě” vyšli s variacı́ předm0c2 a před q, protože tyto parametry
úlohy jsou pevně zadané, ty se při nı́ (v rámci nějakého virtuálnı́ho souboru možnostı́) nehledajı́
— prostě jejich variace je nula. Well, takže lagrangiánem nabité částice v elektromagnetickém
poli by měla být funkce

L = −m0c2 + qAνu
ν . (7.11)

Ověřı́me, zda dosazenı́m tohotoL do Lagrangeových rovnic (7.9) skutečně dostaneme správnou
pohybovou rovnici. Takže pozor, za chvilku proběhne

Zkouška lagrangiánu!

Napı́šeme si Lagrangeovy rovnice 2. druhu ještě jednou,

∂L
∂xν
− d
dτ

[
∂L
∂uν
+
1

c2

(
∂L
∂uµ

uµ −L
)
uν

]
= 0
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a v lagrangiánu přeznačı́me sčı́tacı́ index, at’se neplete: L = −m0c2 + qAσu
σ. Máme tedy

∂L
∂xν
= qAσ,νu

σ ,
∂L
∂uν
= qAσδ

σ
ν = qAν ,

(
∂L
∂uµ

uµ − L
)
= m0c

2 ,

[
∂L
∂uν
+
1

c2

(
∂L
∂uµ

uµ − L
)
uν

]
= qAν +m0uν = qAν + pν .

Dosazenı́m do rovnic vyjde opravdu

dpν
dτ
= qAσ,νu

σ − q
dAν

dτ
= q(Aσ,ν − Aν,σ) u

σ = qFνσu
σ .

Právě proběhla zkouška lagrangiánu.

7.4 “Klasičtější” formulace Hamiltonova principu (δdτ = 0)
Při odvozovánı́ Eulerových-Lagrangeových rovnic (7.9) jsme poctivě brali v úvahu, že různé
virtuálnı́ světočáry jsou parametrizovány různými vlastnı́mi časy. Variovali jsme proto i dτ ,
tedy způsob, jak jsme je při integraci probı́hali. Výhodou tohoto přı́stupu je, že podél všech
virtuálnı́ch světočar — tedy nejen na skutečné světočáře — má τ význam vlastnı́ho času a uµ

význam čtyř-rychlosti. To napřı́klad znamená, že vztahu pro normalizaci čtyř-rychlosti lze využı́t
kdykoliv během řešenı́ úlohy, nejen až po dosazenı́ do výsledných Eulerových-Lagrangeových
rovnic (které už platı́ jen podél skutečné světočáry).

Je ovšem možno postupovat i “méně poctivě” (ale také správně, pokud se dá pozor),
podobněji klasickému postupu, kdy jsou všechny dráhy parametrizovány stejným parametrem
t, v našem relativistickém přı́padě τ . V tomto přı́padě bude mı́t ovšem τ význam vlastnı́ho času
a uµ význam čtyř-rychlosti jen na skutečné světočáře, což mimo jiné znamená, že normalizace
uσu

σ = −c2 bude povoleno využı́t teprve až po dosazenı́ do Eulerových-Lagrangeových rovnic.
Skutečně, pokud dτ ∗ = dτ , je variovaná čtyř-rychlost

u∗µ ≡ dx
∗µ

dτ
=
dxµ + dδxµ

dτ
= uµ +

dδxµ

dτ
,

takže

δuµ ≡ u∗µ − uµ =
dδxµ

dτ
,

ηµνu
∗µu∗ν = ηµν(u

µ + δuµ)(uν + δuν) = −c2 + 2ηµνuµδuν +O(δ2) =

= −c2 + 2uν
dδxν

dτ
+O(δ2) .

Naopak výhodou tohoto alternativnı́ho postupu je kratšı́ (totiž “klasický”) tvar výsledných
Eulerových-Lagrangeových rovnic. Zopakujme tedy variaci mechanické akce S =

∫
Ldτ podle

kapitoly 7.2, ale bez variace dτ a s dosazenı́m δuµ = dδxµ

dτ
:

δS =

τ2∫

τ1

δLdτ =
τ2∫

τ1

(
∂L
∂xµ

δxµ +
∂L
∂uµ

δuµ

)
dτ =

τ2∫

τ1

(
∂L
∂xµ

δxµ +
∂L
∂uµ

dδxµ

dτ

)
dτ

pp
=

pp
=

τ2∫

τ1

[
∂L
∂xµ

δxµ − d
dτ

(
∂L
∂uµ

)
δxµ

]
dτ =

τ2∫

τ1

[
∂L
∂xµ
− d
dτ

(
∂L
∂uµ

)]
δxµ dτ .
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Eulerovy-Lagrangeovy rovnice (→ Lagrangeovy rovnice 2. druhu) majı́ tedy známou podobu

∂L
∂xµ
− d
dτ

(
∂L
∂uµ

)
= 0 . (7.12)

Přı́padná vazbová podmı́nka ϕ,νδx
ν = 0 opět přidá vlevo člen +λϕ,µ .

7.4.1 . . . a odpovídající lagrangián

Je-li jiná formulace variačnı́ úlohy, bude zřejmě muset být odlišný i lagrangián (aby přı́slušné
Eulerovy-Lagrangeovy rovnice vedly ke správné pohybové rovnici). Nebudeme zde dlouze
diskutovat, jak k němu dospět, a rovnou uvedeme, že dobrými tipy jsou napřı́klad

L = 1
2
m0uσu

σ + qAσu
σ , L = −m0c

√
−uσuσ + qAσu

σ . (7.13)

Jako zkušenı́ relativisté máte jistě tendenci zestručnit výrazy využitı́m uσu
σ = −c2 — jenže to

zde právě nesmı́te udělat! “Normalizace čtyř-rychlosti”, daná tı́m, že parametr τ má význam
vlastnı́ho času, platı́ v této formulaci úlohy jen podél skutečně realizované světočáry, takže ji lze
použı́t teprve po dosazenı́ do Eulerových-Lagrangeových rovnic. “Po dosazenı́” zde znamená až
po výpočtu derivacı́, které v těchto rovnicı́ch vystupujı́. Jistě, teprve řešenı́ rovnic odpovı́dá sku-
tečné světočáře; jejich jednotlivé členy se musı́ spočı́tat obecně a teprve pak dosadit a požadovat
rovnost, jinak bychom řešenı́ předjı́mali ještě než bychom ho opravdu určili. Tato jemnost, u
variačnı́ch úloh obvyklá, by nebyla choulostivá, pokud by v rovnicı́ch nebyly derivace. Derivace
∂L
∂uµ jsou ale obecné, nikoli promı́tnuté do nějakého speciálnı́ho směru, takže i kdybychom je
počı́tali a priori na skutečné světočáře, závisela by jejich hodnota na chovánı́ lagrangiánu i v
jejı́m okolı́. Totéž se týká gradientu ∂L

∂xµ — ten by také nedopadl správně, kdybychom napřı́klad
do lagrangiánu již předem dosadili speciálnı́ průběh čtyř-potenciálu Aµ na vybrané (“skutečné”)
světočáře. Při derivovánı́ podle vlastnı́ho času se však již můžeme omezit na hledanou skutečnou
světočáru, protože v rovnicı́ch má nakonec tato operace význam derivace čistě podél nı́.

S tı́mto na paměti spočı́táme derivace L a ověřı́me, zda Eulerovy-Lagrangeovy rovnice
vedou ke správné pohybové rovnici:

∂L
∂xµ
= qAσ,µu

σ ,
∂L
∂uµ
=

{
m0uµ + qAµ = pµ + qAµ

m0c
uµ√−uσuσ + qAµ = m0uµ + qAµ = pµ + qAµ

,

kde vpravo odpovı́dá hornı́ řádek prvnı́mu a dolnı́ druhému předloženému lagrangiánu. V
druhém řádku — po provedenı́ derivace — jsme již využili normalizačnı́ho vztahu−uσu

σ = c2

(poněvadž výsledek čeká už jen derivace podle τ , jak jsme právě probı́rali) a vidı́me, že pro oba
lagrangiány vyšlo totéž, takže jsou z hlediska našı́ variačnı́ úlohy ekvivalentnı́. Dosazenı́m do
rovnic již snadno dostaneme

dpµ
dτ
= q(Aσ,µ −Aµ,σ) u

σ = qFµσu
σ .

7.5 Variační odvození Maxwellových rovnic
Různé verze Hamiltonova principu se (ve spojenı́ s požadavkem lorentzovské invariance, přı́-
padně dalšı́ch symetriı́) ukázaly být neobyčejně plodnou metodou hledánı́ kandidátek na při-
jatelné teorie pole. Mı́sto detailnı́ho rozboru “fyziky” určitého výseku skutečnosti se tak dá i
zde velmi úspěšně odhadnout lagrangián a docela jednoduše dospět k návrhu polnı́ch rovnic z
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požadavku stacionárnı́ hodnoty odpovı́dajı́cı́ akce. Že to “funguje” je ještě podivuhodnějšı́ než
v mechanice, poněvadž veličiny, jejichž význačné chovánı́ se v dané oblasti požaduje, nemı́-
vajı́ zdaleka tak intuitivnı́ význam jako proběhnutá dráha, spotřebovaný čas nebo “vynaložené
úsilı́”. Teoretičtı́ fyzici majı́ dnes skutečně minimum pochybnostı́ o tom, že Euler měl pravdu,
když řı́kal, že “ve světě se neděje nic, na čem by se neprojevovala nějaká vlastnost maxima či
minima”.

Ukážeme zde, že z Hamiltonova principu se dá docela snadno odvodit prvnı́, “netriviálnı́”
sérii Maxwellových rovnic. Úloha zde nenı́ “diskrétnı́” jako u mechanického problému částice,
ale “spojitá” (konfiguraci pole budeme hledat v celé nějaké prostoročasové oblasti), takže mı́sto
lagrangiánu přejdeme k jeho (vlastnı́) hustotě. Taková veličina má rozměr hustoty energie a
má-li být invariantnı́, pak z výrazů sestavených ze základnı́ch “elektromagnetických” veličin
(Jµ, Aµ, Fµν) připadajı́ v úvahu F αβFαβ a JαAα. Správnou volbou je skutečně

L =
∫

V0

(
− 1
4µ

F αβFαβ + JαAα

)
dV0 . (7.14)

Variačnı́ úloha je formulována tak, že hledáme polnı́ konfiguraci v nějaké pevně zvolené prosto-
ročasové oblasti Ω, přičemž na jejı́ hranici ∂Ω je pole pevně zadáno (je tam δAα = 0) a pevně
dané jsou (všude) také zdroje Jµ (jejich uspořádánı́ se nehledá). V takovém přı́padě se hustota
lagrangiánu variuje jen vzhledem k potenciálu Aα a jeho derivacı́m. Postup je dı́ky tomu docela
jednoduchý:

δS = δ

τ2∫

τ1

L dτ = δ

τ2∫

τ1

∫

V0

(
− 1
4µ

F αβFαβ + JαAα

)
dV0 dτ =

=

∫

Ω

δ

(
− 1
4µ

F αβFαβ + JαAα

)
dΩ =

∫

Ω

(
− 1
2µ

F αβδFαβ + JαδAα

)
dΩ =

=

∫

Ω

[
− 1
2µ

F αβ(δAβ,α − δAα,β) + JαδAα

]
dΩ =

=

∫

Ω

(
1

µ
F αβδAα,β + JαδAα

)
dΩ

pp
=

∫

Ω

(
−1
µ
F αβ

,βδAα + JαδAα

)
dΩ =

=
∫

Ω

(
−1
µ
F αβ

,β + Jα

)
δAα dΩ .

V druhém řádku jsme použili “samozřejmý” fakt

δ(F αβFαβ) = δF αβFαβ + F αβδFαβ = δFαβF
αβ + F αβδFαβ = 2F

αβδFαβ ,

ve čtvrtém řádku pak nejdřı́ve to, že

F αβ(δAβ,α − δAα,β) = F αβδAβ,α − F αβδAα,β = F βαδAα,β − F αβδAα,β =

= −F αβδAα,β − F αβδAα,β = −2F αβδAα,β

(podstatná je antisymetrie F αβ), a posléze se prvnı́ člen integrálu upravil “per partes”
∫

Ω

F αβδAα,β dΩ =

∫

Ω

(F αβδAα),β dΩ−
∫

Ω

F αβ
,βδAα dΩ = −

∫

Ω

F αβ
,βδAα dΩ ,
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kde se integrál s divergencı́ převedl pomocı́ Gaussovy věty na povrch oblasti a využilo se tamějšı́
nulovosti δAα,

∫

Ω

(F αβδAα),β dΩ =

∫

∂Ω

(F αβδAα) dΣβ = 0 .

Požadavek stacionarity akce δS = 0 tak při obecnosti δAα implikuje prvnı́ sadu Maxwellových
rovnic

F αβ
,β = µJα . (7.15)

Připomeňme ještě, že druhou sadu (F[µν,ρ]cykl = 0) nenı́ třeba hledat — platı́ automaticky
dı́ky definici Fµν = Aν,µ − Aµ,ν (tedy dı́ky zvolenému vyjádřenı́ polı́ pomocı́ potenciálů).
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KAPITOLA 8

Tenzor energie a hybnosti

V této kapitole nastı́nı́me existenci a některé vlastnosti symetrického tenzoru 2. řádu, který
je jednı́m z centrálnı́ch objektů obecné teorie relativity. Reprezentuje tam zdroje gravitačnı́ho
pole — v geometrickém jazyce zdroje zakřivenı́ prostoročasu. Neděste se (vlastně netěšte
se!), zde ve speciálnı́ relativitě se nám taková věc nemůže stát, našı́m prostoročasem je za
všech okolnostı́ Minkowského, “plochý” prostoročas; ale už zde je zmı́něný tenzor významný
a užitečný. Dokáže totiž popsat energii a hybnost jakéhokoli fyzikálnı́ho systému, tı́m pádem se
pomocı́ něj velmi elegantně zapı́šou zákony zachovánı́ těchto veličin. Řeč je o tenzoru energie
a hybnosti. Seznámı́me se s nı́m na důležitých přı́kladech nabitého nekoherentnı́ho prachu a
elektromagnetického pole.1

8.1 Svázaný systém nabitého hmotného prachu a EM pole

8.1.1 T µν pro nabitý hmotný prach

Uvažujme elektricky nabité kontinuum bez vnitřnı́ mechanické interakce (tj. s nulovým tlakem)
— nabitý nekoherentnı́ prach. Jak vı́me, každý jeho element se pohybuje pod působenı́m
Lorentzovy sı́ly F µ

L podle rovnice (5.26),

m0
duµ

dτ
= F µ

L (= qF µ
νu

ν) ,

kde m0 je klidová hmotnost a q elektrický náboj elementu. Vztáhneme-li pohybovou rovnici na
jednotku vlastnı́ho objemu V0, tedy mı́sto m0 vezmeme jejı́ klidovou hustotu ρ00 ≡ dm0

dV0
a mı́sto

Lorentzovy sı́ly jejı́ vlastnı́ hustotu Φµ
L ≡

dFµ
L

dV0
= F µνJν (zrychlenı́ nenı́ extenzı́vnı́, na objemu

nezávisı́), máme tvar vhodnějšı́ pro spojité prostředı́,

ρ00
duµ

dτ
= Φµ

L . (8.1)

1 Tı́m se ovšem dostáváme do no(ta)čnı́ch potı́žı́, protože se současně vyskytne hustota hmotnosti i elektrického
náboje a každý vı́, že obě se značı́ ρ. V učebnicı́ch, které nejsou psány v soustavě SI, se dá hustota hmotnosti
značit µ, ale u nás má µ zamluveno permeabilita. Vyřešı́me to takto: na rozdı́l od kapitoly o elektrodynamice bude
v této kapitole ρ značit hustotu hmotnosti — a budeme doufat, že hustotu elektrického náboje vůbec nebudeme
potřebovat výslovně zmı́nit.
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Na levé straně můžeme upravit

ρ00
duµ

dτ
= ρ00u

µ
,νu

ν = (ρ00u
µuν),ν − uµ(ρ00u

ν),ν = (ρ00u
µuν),ν = (T

µν
prach),ν ,

kde druhý člen vypadl dı́ky rovnici kontinuity (zachovánı́ klidové hmotnosti) (ρ00uν),ν = 0 a
prvnı́ jsme zapsali pomocı́ tenzoru energie a hybnosti nekoherentnı́ho prachu

T µν
prach ≡ ρ00u

µuν . (8.2)

8.1.2 Fyzikální význam T µν
prach

Fyzikálnı́ obsah T µν
prach je vidět bezprostředně na jeho složkách vůči nějakému inerciálnı́mu

systému. Rozepı́šeme-li čtyř-rychlost prachu na složky uµ = γ(c, ~v), máme

T 00prach = ρ00u
0u0 = ρ00γ

2c2 = ρc2, (8.3)

T 0jprach = ρ00u
0uj = ρ00γ

2cvj = ρcvj, (8.4)

T ij
prach = ρ00u

iuj = ρ00γ
2vivj = ρvivj, (8.5)

tedy

• T 00prach je hustota energie, totiž ρ ≡ dm
dV
= γdm0

dV0
γ

= γ2 dm0
dV0
≡ ρ00

• T 0jprach je tok hustoty energie (dělené c), jinak řečeno hustota hybnosti (násobená c)

• T ij
prach je tok hustoty hybnosti (spı́š se to ale řı́ká opačně: hustota toku hybnosti), konkrétně

hustota toku i-té složky hybnosti ve směru j-té souřadnicové osy (jinak řečeno jsou to
složky tlaku/napětı́, nebot’ tok hybnosti = hybnost za čas = sı́la, a hustota sı́ly odpovı́dá
tlaku).

Nynı́ je zřejmé, že časová složka rovnice (T µν
prach),ν = Φ

µ
L představuje zákon zachovánı́ energie

a prostorové složky zákon zachovánı́ hybnosti.

8.1.3 T µν pro elektromagnetické pole

Na pravé straně rovnice (T µν
prach),ν = Φ

µ
L vystupuje vnějšı́ sı́la, což signalizuje, že uvažovaný

systém nenı́ “uzavřený” — neinteraguje jen sám se sebou (původce vnějšı́ sı́ly nenı́ zahrnut).
Jistě, ve Φµ

L = F µ
νJ

ν vystupuje elektromagnetické pole F µ
ν , o kterém se vůbec nic neřeklo,

přitom jistě také nese nějakou energii a hybnost. Elektromagnetické pole musı́me uvažovat už z
důvodu konzistence, protože sám (nabitý) prach nějaké pole budı́. Doplňme systém právě o “self-
konzistentnı́” elektromagnetické pole (= pole generované čistě samotným nabitým prachem
a indukujı́cı́ právě takovou Lorentzovu sı́lu, která s prachem “správně” hýbe). U této části
problému budeme postupovat opačně — tenzor energie a hybnosti popisujı́cı́ elektromagnetické
pole prostě napı́šeme a ukážeme, že jeho složky majı́ stejný význam jako u prachu a že splňuje
analogický zákon zachovánı́. Tenzor vypadá takto:

T µν
EM =

1

µ

(
F µιF ν

ι −
1

4
ηµνF ρσFρσ

)
=
1

2µ
(F µιF ν

ι +
∗F µι∗F ν

ι) . (8.6)
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8.1.4 Fyzikální význam T µν
EM

Předevšı́m vzpomeneme na invariant (5.20), tj. že F ρσFρσ = 2B2 − 2E2

c2
. Určı́me složky T µν

EM:

• T 00EM je hustota energie elektromagnetického pole v daném inerciálnı́m systému (značı́vá
se w),

µT 00EM = F 0jF 0j −
1

4
η00F ρσFρσ =

E2

c2
+
1

2

(
B2 − E2

c2

)
=
1

2

(
E2

c2
+B2

)

=⇒ T 00EM =
1

2

(
~E · ~D + ~H · ~B

)
≡ w (8.7)

• T 0jEM je hustota toku energie (dělené c), neboli hustota hybnosti (násobená c) — totiž
Poyntingův vektor dělený c,

T 0jEM =
1

µ
F 0kF j

k =
1

µ

Ek

c
ǫjklB

l =
1

c
ǫjklE

kH l ≡ 1
c

(
~E × ~H

)j
≡ 1

c
Sj (8.8)

• prostorová část tenzoru energie a hybnosti T ij
EM bývá označována jako Maxwellův tenzor

napětı́, má význam hustoty toku hybnosti elektromagnetického pole,

µT ij
EM = F i0F j

0 + F ikF j
k −
1

4
δij
(
2B2 − 2E

2

c2

)
=

= − 1
c2

EiEj + ǫikmBmǫ
j
knB

n − 1
2
δij
(
B2 − E2

c2

)
=

= − 1
c2

EiEj + δijB2 − BiBj − 1
2
δij
(
B2 − E2

c2

)
=

= − 1
c2

EiEj −BiBj +
1

2
δij
(
E2

c2
+B2

)

=⇒ T ij
EM = −EiDj −H iBj + δijw ; (8.9)

kromě dosazenı́ jsme využili jen staré známé identity ǫikmǫjkn = δijδmn − δinδ
mj .

Složky T µν
EM majı́ tedy fyzikálnı́ význam zcela analogický složkám T µν

prach.
Povšimneme si ještě dvou zajı́mavých vlastnostı́ tenzoru energie a hybnosti elektromag-

netického pole. Jednak má nulovou stopu, (TEM)µµ = 0 — stačı́ uvážit, že stopa metrického
tenzoru je 4, totiž gµµ = ηµµ = δµµ = 4. A za druhé pro něj platı́

T 0νEMT
EM
0ν = T 00EMT

EM
00 + T 0jEMT

EM
0j = w2 − S2

c2
=
1

4µ2

(
E2

c2
+B2

)2
− 1

µ2c2

(
~E × ~B

)2
=

=
1

4µ2

(
E2

c2
+B2

)2
− 1

µ2c2
E2B2 +

1

µ2c2

(
~E · ~B

)2
=

=
1

4µ2

(
E2

c2
−B2

)2
+
1

µ2c2

(
~E · ~B

)2
=
1

16µ2
[
(FµνF

µν)2 + (Fµν
∗F µν)2

]
,

kde jsme využili obecně platnou vektorovou identitu
(
~E × ~B

)2
+
(
~E · ~B

)2
= E2B2. Zjistili

jsme tı́m, že výraz w2− S2

c2
je invariantnı́ a nezáporný, přičemž nulový je jen pokud jsou nulové

oba invarianty elektromagnetického pole.
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8.1.5 Zákony zachování pro T µν

Nynı́ spočı́táme divergenci T µν
EM,

µ(T µν
EM),ν = F µι

,νF
ν
ι + F µιF ν

ι,ν −
1
2
ηµνF ρσ

,νFρσ =

= F µι,νFνι + F µ
ιF

νι
,ν −
1

2
F ρσ,µFρσ =

= F µ[ι,ν]Fνι − F µ
ιF

ιν
,ν −
1

2
F νι,µFνι =

= −F µ
ι µJ

ι +
1

2
(F µι,ν − F µν,ι − F νι,µ)Fνι =

= −µΦµ
L − F [µν,ι]cyklFνι = −µΦµ

L . (8.10)

V předposlednı́m řádku jsme použili 1. sadu Maxwellových rovnic, F ιν
,ν = µJ ι, a v poslednı́m

řádku jejich 2. sadu F [µν,ι]cykl = 0. Spojı́me-li tento výsledek s odpovı́dajı́cı́m výsledkem
(T µν
prach),ν = Φ

µ
L pro samotný prach jakožto zdroj daného elektromagnetického pole, zjišt’ujeme,

že tenzor energie a hybnosti T µν ≡ T µν
prach + T µν

EM, popisujı́cı́ kompletnı́, “self-konzistentnı́”
systém nabitého hmotného prachu a elektromagnetického pole, splňuje jednoduché rovnice

T µν
,ν = 0 . (8.11)

Tyto rovnice majı́ význam zákonů zachovánı́ — časová složka zákona zachovánı́ energie
a prostorové složky zachovánı́ hybnosti. Dosazenı́m složek T µν

prach a T µν
EM a složek Φµ

L (5.27)
vycházı́ zvlášt’pro část přı́slušejı́cı́ prachu

(T 0νprach),ν = Φ
0
L ⇐⇒ ∂ρ

∂t
+ div(ρ~v) =

1

c2
~E · ~J , (8.12)

(T iν
prach),ν = Φ

i
L ⇐⇒ ∂(ρ~v)

∂t
+ div(ρ~v~v) = ~ΦL (8.13)

a pro část přı́slušejı́cı́ elektromagnetickému poli

(T 0νEM),ν = −Φ0L ⇐⇒ ∂w

∂t
+ div~S = −~E · ~J , (8.14)

(T iν
EM),ν = −Φi

L ⇐⇒ 1
c2

∂~S

∂t
+ div

↔

TEM = −~ΦL . (8.15)

Oboustranná šipka nad T značı́ tenzor 2. řádu (přesněji dvakrát kontravariantnı́ tenzor). [Jak
vidı́te, šipka nenı́ tak pěkná jako šipky vektorů vytvořené pomocı́ \vec, navı́c pı́smeno T je
při jednoduchém použitı́ \stackrel posunuto pod základnı́ úroveň řádku. Uvı́tám elegantnı́
řešenı́ tohoto LATEXového problému!]

K notaci ještě nostalgickou poznámku: speciálnı́ relativitu jsem kdysi převzal po docentu
Kurtu Fišerovi, který byl proslulý mj. tı́m, že striktně odmı́tal indexové značenı́. Přednášku sice
fakticky dělal v kartézských souřadnicı́ch (jak je ve speciálnı́ relativitě přirozené), ale nechtěl,
aby si studenti mysleli, že nenı́ možno pracovat v souřadnicı́ch jiných, popř. že veličiny lze
zapisovat jedině ve složkách, nebo dokonce že veličiny “žijı́” jen prostřednictvı́m svých složek.
Indexový formalismus odmı́tal i přesto, že teorie relativity matematicky stojı́ na diferencovatel-
ných varietách (jejichž hlavnı́ vlastnostı́ je, že na nich existuje úplný atlas souřadnicových map),
a i pokud se zdůraznilo, že se ve skutečnosti jedná o formalismus tzv. abstraktnı́ch indexů, v
němž indexy nepředstavujı́ nutně složky. Pokud ovšem chtěl zapsat vše INVARIANTNĚ (toto
slovo vyslovoval s obřadným důrazem) — a přitom tak, aby bylo na každé veličině ihned patrno,
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jakého je typu —, musel najı́t vhodné symboly (mı́sto indexů). Čtyř-vektory proto značil “kla-
dı́vkem” (třı́-vektory normálně šipkou) a čtyř-tenzory druhého řádu oboustranným kladı́vkem
(jejich třı́rozměrné protějšky oboustrannou šipkou).2 Pan docent užı́val dřı́ve rozšı́řeného tzv.
imaginárnı́ho formalismu, v němž jsou časové složky veličin násobeny imaginárnı́ jednotkou;
tı́m se uměle “zařı́dı́” mı́nus u časové části vnitřnı́ch součinů, aniž by (v kartézských souřad-
nicı́ch. . . ) bylo třeba zavádět metrický tenzor (jeho úlohu hraje jednotková matice δµν) nebo
Laméovy koeficienty, speciálně jsou totožné kontravariantnı́ a kovariantnı́ (kartézské!) složky
veličin.

Když jsem pak přednášku převzal, chtěl jsem v nı́ “Minkowského ducha” rozhodně
zachovat, ale měl jsem pocit, že důležitějšı́ v tomto směru je nemaskovat pravou povahu veličin,
totiž jasně rozlišit vektory a lineárnı́ formy (kovektory) atd., tedy přejı́t k formalismu reálnému.
Kromě “fyzikálnı́ho” kursu speciálnı́ a obecné relativity začal tou dobou na katedře paralelně
probı́hat i kurs geometrických metod (kde se probı́rá matematické podložı́ teorie relativity,
přı́padně i dalšı́ch oblastı́ teoretické fyziky), takže bylo přirozené a pro studenty poučné, aby byla
v obou ctěna notace v daném oboru obvyklá, tedy v relativitě indexová a v geometrii abstraktnı́.
Než se toto vyjasnilo, uvažoval jsem ve snaze o kontinuitu výuky předmětu i o psanı́ značek pod
pı́smena v přı́padě kovariantnı́ch veličin — kladı́vek u čtyř-kovektorů a oboustranných kladı́vek
u tenzorů typu (0,2). To však vypadá velmi nepřirozeně a navı́c je pak obtı́žné “nedestruktivně”
označit tenzor smı́šený (např. jednou kontravariantnı́ a jednou kovariantnı́), pročež kolegové
doporučovali psát označenı́ tenzorů výhradně nad pı́smena, ale pro kovariantnı́ verzi použı́t
jiný pracovnı́ nástroj, např. sekyrku. Dobře, že přednost nakonec dostala kontinuita směrem k
navazujı́cı́mu kursu obecné relativity, jinak by ted’problémů s LATEXem bylo vı́c. . .

8.2 Tenzor energie a hybnosti rovinné elektromagnetické vlny
V kapitole 5.5 jsme zjistili, že pro speciálnı́ přı́pad elektromagnetického pole — rovinnou
harmonickou vlnu — má tenzor F µν velmi speciálnı́ vlastnosti, předevšı́m oba jeho invarianty
FµνF

µν , Fµν
∗F µν jsou nulové. Pro zajı́mavost se podı́vejme, jak vypadá pro takové pole tenzor

energie a hybnosti. Dosazenı́m (reálné části) Fµν = ikµAν − ikνAµ z (5.33) máme

T µν
EM =

1

µ
F µιF ν

ι =
1

µ
(kιAµ − kµAι)(kιA

ν − kνAι) =
1

µ
AιAιk

µkν
(
≡ α2kµkν

)
,

kde jsme využili jen světelnosti vlnového vektoru (kιkι = 0) a rovnosti kιAι = 0, plynoucı́
z Lorentzovy kalibračnı́ podmı́nky. Tvar tenzoru je tedy stejný jako u nekoherentnı́ho prachu
(úměrný diadickému součinu vektorových polı́ tečných ke světočárám), jen mı́sto čtyř-rychlosti
vystupuje u světla samozřejmě vlnový vektor kµ. Hustota hybnosti tohoto pole (násobená c)
T 0iEM =

Si

c
= α2k0ki a hustota jeho energie T 00EM = w = α2k0k0 spolu souvisejı́ vztahem

|~S| = c α2k0|~k| = c α2(k0)2 = cw ,

tedy tok energie odpovı́dá tomu, že veškerá energie se pohybuje rychlostı́ c. O polı́ch zjištěného
tvaru tenzoru energie a hybnosti se proto hovořı́ jako o polı́ch nulových nebo (ryze) zářivých.

2 Speciálnı́m zážitkem (pro křı́du často fatálnı́m) býval zápis vnitřnı́ho (skalárnı́ho) součinu, který bylo třeba
jasně odlišit od součinu vnějšı́ho (dyády). . .
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