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Studijńı program: Obecná fyzika
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Abstrakt:
V předložené práci studujeme pohyb elektronu v poli dvou bodových náboj̊u.
V celé práci přitom předpokládáme platnost Born-Oppenheimerovy aproxi-
mace. Vytvořenými numerickými procedurami ve Fortranu řeš́ıme bezčasovou
Schrödingerovu rovnici a hledáme tak energie a vlnové funkce vázaných
stav̊u elektronu. Procedury aplikujeme na výpočet stav̊u iontu molekulového
vod́ıku a elektronu v poli protonia. Diskutujeme interakčńı potenciály, hlavně
s ohledem na jejich možné použit́ı při poč́ıtáńı rozptylu antiprotonu na
vod́ıku při termálńıch energíıch.
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Abstract:
In the present work we study the motion of electron in the field of two
Coulomb centers with making use of the Born–Oppenheimer approxima-
tion. We have written numerical procedures in Fortran which solve the
time-independent Schrödinger equation to find the energies and the wave
functions of the electron bonding states. We use these procedures to find
the bound states of the hydrogen molecular ion and the states of electron in
the field of the protonium. We discuss interaction potentials in relation to
study scattering of thermal energy antiproton on the hydrogen atom.
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0.1 Úvod

V této práci se budeme zabývat problémem tř́ı těles v kvantové mecha-
nice. Přitom předpokládáme, že jedno z těles je elektron a daľśı dvě tělesa
maj́ı mnohokrát větš́ı hmotnost. Budeme proto předpokládat platnost Born-
Oppenheimerovy, nebo také adiabatické, aproximace viz. např. Formánek
[5], ve které jsou obě Coulombická centra statická. Tato aproximace je mo-
tivována faktem, že vázaný pohyb elektronu je přibližně o tři rády rych-
leǰśı než pohyb atomových jader. Můžeme proto nejdř́ıve řešit pohyb elek-
tronu v poli zafixovaných Coulombických center. Energie základńıho stavu
nám potom definuje interakčńı potenciál pro zbylé dvě částice, závisej́ıćı
na jejich vzájemné vzdálenosti. Druhou část́ı problému je řešeńı pohybu
těžkých částic v tomto potenciálu. Ten lze podle povahy problému řešit
klasicky nebo kvantově mechanicky viz. např. Cohen [2]. V této práci se
omeźıme jen na prvńı část problému, tj. na pohyb elektronu v poli dvou
bodových náboj̊u, přičemž ćılem je vyvinout obecné procedury ve Fortranu
pro nalezeńı vázaných stav̊u elektronu. Při navrhováńı procedur budeme
vycházet převážně z práce Falloona [3], který se soustředil na obyčejné kulové
funkce, a z článku Lia [11] specializuj́ıćıho se na Greenovy funkce.

V protáhlých elipsoidálńıch souřadnićıch se bezčasová Schrödingerova
rovnice separuje na úhlovou a radiálńı část, které patř́ı do tř́ıdy zobecněných
kulových rovnic. Úhlovou a radiálńı rovnici budeme řešit rozvinut́ım vl-
nových funkćı do vhodných báźı a řešeńım př́ıslušných rekurentńıch relaćı.
T́ımto postupem budeme hledat stavy elektronu v iontu molekulového vod́ıku
a v poli vázané soustavy proton-antiproton, č́ımž źıskáme pro jednotlivé
stavy elektronu potenciály, které jsou d̊uležité např. při studováńı rozptylu
antiprotonu na atomech a iontech. Při termálńıch energíıch nalétávaj́ıćıho
antiprotonu je jeho rychlost stále řádově nižš́ı, než pohyb vázaného elek-
tronu, který tedy podle B.-O. aproximace vid́ı v každém časovém okamžiku
dvě statická Coulombická centra.
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Kapitola 1

Analytické řešeńı

V této kapitole naṕı̌seme bezčasovou Schrödingerovu rovnici pro pohyb elek-
tronu v poli dvou bodových náboj̊u v souřadnićıch přirozených pro tento
problém a provedeme separaci proměnných. Dále shrneme vzorce pro roz-
klad radiálńı a úhlové části vlnové funkce do báze, které slouž́ı v následuj́ıćı
kapitole jako základ numerických metod pro nalezeńı stacionárńıch stav̊u.

1.1 Bezčasová Schrödingerova rovnice

Je přirozené pracovat v protáhlých elipsoidálńıch souřadnićıch, kde jsou
Coulombická centra umı́stěna v ohnisćıch A, B ve vzájemné vzdálenosti R.

Obrázek 1.1: Protáhlé elipsoidálńı souřadnice. Obrázek převzat z [14].
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Souřadnice (ξ, η, φ) jsou zde definovány vztahy

ξ =
rA + rB

R
, η =

rA − rB

R
, φ = tan−1

(y

x

)
, (1.1)

a nabývaj́ı hodnot ξ ∈ [1,∞] , η ∈ [−1, 1] , φ ∈ [0, 2π]. rA, rB jsou vzdálenosti
elektronu od ohnisek. Hamiltonián má v atomových jednotkách (me = e =
h̄ = a0 = 1) podobu

H = −1

2
∇2 − ZA

rA

− ZB

rB

. (1.2)

Bezčasová Schrödingerova rovnice má tedy tvar(
1

2
∇2 + E +

ZA

rA

+
ZB

rB

)
Ψ(r) = 0. (1.3)

Když přeṕı̌seme Laplace̊uv operátor do protáhlých elipsoidálńıch souřadnic,
dostaneme rovnici

∂

∂ξ

(
(ξ2 − 1)

∂Ψ(r)

∂ξ

)
+

∂

∂η

(
(1− η2)

∂Ψ(r)

∂η

)
+

(
1

ξ2 − 1
+

1

1− η2

)
∂2Ψ(r)

∂φ2
+ (αqξ − βqη − q2(ξ2 − η2))Ψ(r) = 0,

(1.4)

kde byly zavedeny reálné parametry α, β a q definované vztahy

α = (ZA + ZB)
√
−2/E, β = (ZA − ZB)

√
−2/E, q = R

√
−E/2. (1.5)

Rovnici řeš́ıme separaćı proměnných, po dosazeńı Ψ(ξ, η, φ) = Ξ(ξ)H(η)Φ(φ)
źıskáváme tři obyčejné diferenciálńı rovnice

∂

∂ξ

(
(ξ2 − 1)

∂Ξ(ξ)

∂ξ

)
+

(
−λ + αqξ − q2ξ2 − m2

ξ2 − 1

)
Ξ(ξ) = 0, (1.6)

∂

∂η

(
(1− η2)

∂H(η)

∂η

)
+

(
λ− βqη + q2η2 − m2

1− η2

)
H(η) = 0, (1.7)

∂2Φ(φ)

∂φ2
+ m2Φ(φ) = 0. (1.8)

Řešeńı rovnice (1.8) můžeme rovnou psát jako

Φm(φ) =
1√
2π

exp(±imφ), (1.9)
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kde parametr m je projekce momentu hybnosti elektronu na ozu z, nazýván
převážně jako azimutálńı kvantové č́ıslo, nabývaj́ıćı všech celých nezáporných
hodnot. Tvar funkce Φm(φ) odpov́ıdá symetrii v̊uči rotaćım kolem osy z.
Této symetrii odpov́ıdá zachováńı momentu hybnosti, jehož hodnota je rovna
právě mh̄. V analogii se sféricky symetrickým př́ıpadem, který nastane při
R → 0, nazveme rovnici pro H(η) úhlovou rovnićı a rovnici pro Ξ(ξ) radiálńı
rovnićı.

1.2 Úhlová část vlnové funkce

Požadavek kvadratické integrability pro rovnici (1.7) vede na okrajovou
úlohu, kterou lze splnit jen pro diskrétńı hodnoty λ, podobně jako rovnici
pro přidružené Legendreovy funkce [5]. Tyto diskrétńı hodnoty λ, vlastńı
č́ısla úhlové rovnice, označ́ıme jako Bm

Na
, kde Na = 0, 1, .... Stejnými indexy

označ́ıme i úhlovou funkci. Vlastńı č́ısla Bm
Na

jsou stejně jako Hm
Na

(η) závislá
na vstupńıch parametrech q, β.

Bm
Na

a Hm
Na

(η) je možné hledat řešeńım př́ıslušné okrajové úlohy pro
diferenciálńı rovnici, podobně jako v Numerických Receptech [13], nebo al-
ternativně rozvinut́ım Hm

Na
(η) do báze kvadraticky integrovatelných funkćı

na intervalu [−1, 1], konkrétně podle Lia [11] do báze přidružených Legen-
dreových funkćı substitućı

Hm
Na

(η) = e−qη

∞∑
k=0

ckP
m
m+k(η). (1.10)

S využit́ım některých rekurentńıch relaćı pro přidružené Legendreovy funkce
[1] źıskáme rekurentńı relaci pro koeficienty rozvoje ck

αkck+1 + (βk − Bm
Na

)ck + γkck−1 = 0, (1.11)

kde

αk =
q(2m + k + 1)(2m + β + 2k + 2)

2m + 2k + 3
, (1.12)

βk = (m + k)(m + k + 1)− q2, (1.13)

γk =
qk(β − 2m− 2k)

2m + 2k − 1
. (1.14)

Pomoćı relace (1.11) můžeme naj́ıt všechna ck z hodnot c−1 = 0 a c0, kde c0

představuje normalizačńı konstantu pro řešeńı Hm
Na

(η).
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1.3 Radiálńı část vlnové funkce

Pro záporné energie máme pro rovnici (1.6) okrajovou úlohu, podobně jako
v předchoźım odstavci, a lze ji opět rozv́ıjet do báze, což dále čińıme. Pro
kladné energie dá požadavek kvadratické integrability okrajovou podmı́nku
jen v bodě ξ = 1, v nekonečnu je funkce osciluj́ıćı s nerostoućı amplitudou.
Rovnice se potom řeš́ı dosazeńım nalezené hodnoty Bm

Na
z úhlové rovnice za

Am
Nr

a integraćı radiálńı části z počátečńı podmı́nky pro ξ = 1. Am
Nr

zde
představuje diskrétńı hodnoty λ č́ıslované indexem Nr = 0, 1, .... Podobně je
označena i radiálńı funkce. Am

Nr
a Ξm

Nr
(ξ) jsou závislé tentokrát na vstupńıch

parametrech q, α. Následuj́ıc [10] provedeme substituci

Ξm
Nr

(ξ) = e−qξ(ξ2 − 1)m/2(ξ + 1)α/2−m−1y(ζ), (1.15)

kde ζ = (ξ − 1)/(ξ + 1). Tato transformace tedy promı́tá interval [1,∞] na
konečný interval [0, 1]. Dosazeńım substituce do (1.6) źıskáme diferenciálńı
rovnici pro y(ζ)

ζ(1− ζ)2y′′(ζ) + [(m− α + 3)ζ2 + (α− 2m− 4q − 4)ζ + m + 1]y′(ζ)

+
[(α

2
−m− 1

)(α

2
− 1

)
ζ + (2q + 1)

(α

2
−m− 1

)]
y(ζ)

+
(mα

2
− q2 −Am

Nr

)
y(ζ) = 0.

(1.16)

Rozvinut́ım y(ζ) do mocninné řady

y(ζ) =
∞∑

k=0

gkζ
k (1.17)

źıskáme stejnou rekurentńı relaci jako při řešeńı úhlové rovnice

αkgk+1 + (βk −Am
Nr

)gk + γkgk−1 = 0, (1.18)

kde tentokrát

αk = (k + 1)(m + k + 1), (1.19)

βk = −q2 −2k(k+m) +(2q+1)
(α

2
−1

)
+(2k+m)

(α

2
− 2q −1

)
,(1.20)

γk =
(α

2
− k

)(α

2
−m− k

)
. (1.21)
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Kapitola 2

Hledáńı vázaných stav̊u
elektronu

Spektrum energíı vázaných stav̊u elektronu je diskrétńı a skládá se z vlastńıch
č́ısel hamiltoniánu (1.2). Vlastńı č́ısla radiálńı a úhlové rovnice si tedy pro
jakoukoli konfiguraci kvantových č́ısel Nr,Na,m muśı být rovna (Am

Nr
=Bm

Na
).

Budeme tedy hledat pr̊useč́ıky energetických závislost́ı vlastńıch č́ısel Am
Nr

a
Bm

Na
při fixńıch hodnotách ZA, ZB a R, źıskáme tak energie vázaných stav̊u

Em
Nr,Na

.

2.1 Metody výpočtu Am
Nr

a Bm
Na

Vycháźıme z rekurentńıch relaćı (1.11) a (1.18), které přeṕı̌seme do obecného
tvaru

αkdk+1 + (βk − λN)dk + γkdk−1 = 0. (2.1)

Tuto rovnici můžeme napsat jako
β0 α0 0 0 · · ·
γ1 β1 α1 0 · · ·
0 γ2 β2 α2 · · ·
...

...
...

...
. . .




d0

d1

d2
...

 = λN


d0

d1

d2
...

 , (2.2)

kde λN jsou hledaná vlastńı č́ısla. Podmı́nka dk → 0 pro k →∞ zaručuje, že
ořezáńım nekonečné matice z (2.2) na konečnou velikost dostaneme správné
hodnoty v limitě kmax → ∞. Složky vlastńıch vektor̊u d0, d1, ..., d∞ jsou
v našem př́ıpadě př́ımo koeficienty rozvoje do přidružených Legendreových
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funkćı resp. do mocninné řady. Nekonečnou tridiagonálńı matici můžeme
bud’ př́ımo diagonalizovat nebo symetrizovat do tvaru

β0 (α0γ1)
1/2 0 0 · · ·

(α0γ1)
1/2 β1 (α1γ2)

1/2 0 · · ·
0 (α1γ2)

1/2 β2 (α2γ3)
1/2 · · ·

...
...

...
...

. . .




b0

b1

b2
...

 = λN


b0

b1

b2
...

 . (2.3)

Nyńı můžeme použ́ıt standardńı proceduru pro diagonalizaci symetrických
tridiagonálńıch matic např. z Numerických Recept̊u [13]. Dá se tak poměrně
výrazně zefektivnit výpočet vlastńıch č́ısel, jsme však na rozd́ıl od rovnice
(2.2) nuceni pracovat s obecně komplexńı matićı, protože zde vystupuj́ı
odmocniny koeficient̊u γk, které jsou u úhlové i radiálńı rovnice pro některé
hodnoty k záporné. Vlastńı č́ısla č́ıslujeme indexy Nr, Na. Základńım stav̊um
odpov́ıdaj́ı hodnoty Nr = Na = m = 0. Jak je naznačeno v Tabulce (2.1),
se zvyšováńım dimenze konverguj́ı Am

Nr
, Bm

Na
poměrně rychle, můžeme tedy

v rozumném čase poč́ıtat vlastńı č́ısla i s použit́ım procedury určené pro
obecné komplexńı matice.

dimenze A0
0 B0

0

4 -0.38468584590 -3.50009640062
7 -0.38888054535 -1.41483074303
10 -0.38888055318 -0.73052888534
15 -0.38888055318 -0.72939126090
100 -0.38888055318 -0.72939126089

Tabulka 2.1: Vlastńı č́ısla úhlové a radiálńı rovnice pro ZA = ZB = 1, R = 2
a E = −1.

Jedna z daľśıch možnost́ı výpočtu λN je vyjádřit z rekurentńı relace (2.1)
pod́ıl d−1

d0
jako funkci λ. Źıskáme řetězový zlomek, který označ́ıme jako Z(λ).

Z požadavku d−1 = 0 plyne, že vlastńı č́ısla λN odpov́ıdaj́ı kořen̊um funkce

Z(λ) ≡ −β0 + λ

γ0

− α0/γ0

−β1+λ
γ1

− α1/γ1
−β2+λ

γ2
−···

. (2.4)

Ve vlastńıch výpočtech dáváme přednost př́ımé diagonalizaci matice z (2.2),
kterou dostaneme všechna vlastńı č́ısla najednou. Při hledáńı kořen̊u Z(λ)
by bylo potřeba odhadovat intervaly, ve kterých kořeny lež́ı a přizp̊usobovat
tomu př́ıslušné procedury.
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2.2 Energie vázaných stav̊u elektronu

Na obr.(2.1), obr.(2.2) jsou vyneseny A0
Nr

, B0
Na

jako funkce energie pro 0 ≤
Nr, Na ≤ 4. Pr̊useč́ıky těchto závislost́ı, které hledáme metodou bisekce,
odpov́ıdaj́ı energíım E0

Nr,Na
.

Obrázek 2.1: Plnou čarou vzestupně funkce B0
Na

(E) pro Na = 0, 1, ..4,
čárkovaně sestupně A0

Nr
(E) pro Nr = 0, 1, ..4. Hodnoty parametr̊u ZA =

ZB = 1, R = 2.

Obrázek 2.2: Stejné funkce jako obr.(2.1) pro ZA = 2, ZB = 1, R = 4.
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2.3 Obecně o výpočtu vlnové funkce

Se znalost́ı energíı vázaných stav̊u neńı problém zpětně dopoč́ıtat vlnovou
funkci. Pro danou energii nejprve urč́ıme hodnotu odpov́ıdaj́ıćıho vlastńıho
č́ısla Am

Nr
(=Bm

Na
) a pak z rekurentńıch relaćı (1.11), (1.18) dopoč́ıtáme ko-

eficienty gk, ck. Jedná se zde o lineárńı relace druhého řádu, maj́ı tedy
dvě nezávislá řešeńı. Námi hledané řešeńı je klesaj́ıćı, druhé řešeńı roste.
Malá chyba v podobě numerického šumu se projev́ı jako př́ıměs rostoućıho
řešeńı, a tud́ıž po pár kroćıch nekontrolovaně roste. Je tedy potřeba iterovat
pozpátku, přičemž lze zač́ıt s jakoukoli okrajovou podmı́nkou pro dostatečně
velké kmax, protože chyba takto prudce klesá. Dı́ky tomu je metoda sta-
bilněǰśı dokonce než nalezeńı gk, ck z vlastńıch vektor̊u př́ıslušných matic z
(2.2).

Obrázek 2.3: Úhlové funkce H1
Na

(η) pro energie E1
0,Na

odpov́ıdaj́ıćı R = 2
pro 0 ≤ Na ≤ 3.
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V obr.(2.3) a obr.(2.4) jsou vykresleny úhlové a radiálńı funkce pro
nejnižš́ı hodnoty kvantových č́ısel Na, Nr. Obrázky ilustruj́ı základńı vlast-
nosti úhlových vlnových funkćı, konkrétně hodnota Na určuje počet uzl̊u.
Podobně Nr určuje počet uzl̊u radiálńı funkce.

Obrázek 2.4: Radiálńı funkce Ξ2
Nr

(ξ) pro energie E2
Nr,0 odpov́ıdaj́ıćı R = 2

pro 0 ≤ Nr ≤ 3.
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Kapitola 3

Aplikace

Zde aplikujeme napsané procedury na konkrétńı př́ıklady a budeme disku-
tovat výsledky z hlediska fyzikálńıch vlastnost́ı systémů.

3.1 Iont molekulového vod́ıku H+
2

Iontu molekulového vod́ıku odpov́ıdá ZA = ZB = 1. Neuvažujeme zde spin
elektronu, protože pro Hamiltonián bez relativistických korekćı a vněǰśıho
magnetického pole se spinová a prostorová část separuj́ı, přičemž spinová
část je triviálńı. Do obr.(3.1) je pro nejnižš́ı stavy elektronu označené zde
(Nr, Na, m) vynesena závislost energie na vzdálenosti proton̊u R. V limitě
R → 0 dostáváme energie elektronu v poli jednoho Coulombického centra,
pro které plat́ı v atomových jednotkách En = −1

2
Z2

n2 , kde Z je celkový náboj,
v tomto př́ıpadě Z = 2, což odpov́ıdá iontu He+, n zde představuje hlavńı
kvantové č́ıslo. Při R > 0 jsou hladiny pochopitelně rozštěpené.

Pokud nás zaj́ımá celková vazebná energie molekuly, je třeba uvažovat
ještě repulzi mezi protony. Vazebnou energii W můžeme psát jako funkci R

Wm
Nr,Na

(R) = Em
Nr,Na

(R) +
ZAZB

R
. (3.1)

V obr.(3.2) jsou závislosti Wm
Nr,Na

(R). Je vidět, že stavy (0, 1, 0) a (1, 0, 0)
nemaj́ı lokálńı minimum a můžeme je tedy označit jako nestabilńı. Základńı
stav (0, 0, 0) má lokálńı (i globálńı) minimum u hodnoty R = 1.997. Stav
(0, 0, 1) u hodnoty R = 7.931, je ale vázán velmi slabě, jak je vidět z Tabulky
(3.1), energie W 1

0,0 je jen přibližně o jednu setinu menš́ı než energie −1
8
, ke

které tento stav konverguje. Stavy (0, 0, 0), (0, 1, 0) konverguj́ı s rostoućım R

15



Obrázek 3.1: Funkce Em
Nr,Na

(R) vzestupně pro stavy (0, 0, 0), (0, 1, 0),
(0, 0, 1), (1, 0, 0), hladina E = −2

9
se při R > 0 štěṕı na šest hladin pro

které Nr + Na + m = 2.

k −1
2
. To odpov́ıdá situaci, kde je elektron fixován pouze na jeden proton, se

kterým vytvoř́ı atom vod́ıku v základńım stavu. To že stavy typu H(1s) + p
jsou dva odpov́ıdá tomu, že elektron si může vybrat, jestli bude sedět u
protonu A nebo B. V R = ∞ maj́ı stavy stejnou energii a můžeme vźıt libo-
volnou jejich lineárńı kombinaci. Stavu |A〉 + |B〉 odpov́ıdá (0, 0, 0) (žádný
uzel úhlové funkce na spojnici náboj̊u A, B obr.(3.3)) a stavu |A〉 − |B〉
odpov́ıdá (0, 1, 0) (1 uzel na úhlové funkci obr.(3.4)). Stavy (0, 0, 1), (1, 0, 0)
konverguj́ı k −1

8
, což odpov́ıdá obdobné situaci s t́ım, že elektron se bude

nacházet v prvńım excitovaném stavu.

(Nr, Na, m) R Wm
Nr,Na

Em
Nr,Na

(0, 0, 0) 1.997 -0.6026 -1.103
(0, 0, 1) 7.931 -0.1345 -0.2606

Tabulka 3.1: Energie stav̊u H+
2 v minimech potenciál̊u Wm

Nr,Na
(R).
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Obrázek 3.2: Závislosti Wm
Nr,Na

(R) vzestupně pro stavy (0, 0, 0), (0, 1, 0),
(0, 0, 1) a (1, 0, 0).

Frolov [6] poč́ıtá vazebnou energii a vzdálenost R pro základńı stav H+
2

užit́ım tzv. ”multi-box” metody, která nepouž́ıvá Born-Oppenheimerovu
aproximaci. Srovnáńım s těmito hodnotami (W 0

0,0 = −0.597139063123, R =
2.0639138669) zjǐst’ujeme, že hodnota R, spoč́ıtaná za užit́ı B.-O. aproxi-
mace, je asi o 3% nižš́ı, a energie asi o 1% nižš́ı, než je uvedeno v [6]. Tento
rozd́ıl je do značné mı́ry pochopitelný i v rámci B.-O. aproximace, pokud
započteme vibračńı energii nulových kmit̊u proton̊u. To je sice poměrně
jednoduché, ale nad rámec této práce.

Dále jsou zobrazeny kvadráty vlnových funkćı |Ψ(r)|2 pro některé stavy
H+

2 v rovině φ = konst. odpov́ıdaj́ıćı pravděpodobnostem výskytu elektronu.
Vpravo vždy hustota namalovaná v rovině paṕıru, vlevo jako z-souřadnice.
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Obrázek 3.3: |Ψ(r)|2 pro stav (0, 0, 0) elektronu v H+
2 , R=2, E0

0,0 =−1.103.

Obrázek 3.4: |Ψ(r)|2 pro stav (0, 1, 0) elektronu v H+
2 , R=2, E0

0,1 =−0.6675.

Obrázek 3.5: |Ψ(r)|2 pro stav (0, 0, 1) elektronu v H+
2 , R=2, E1

0,0 =−0.4288.
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Obrázek 3.6: |Ψ(r)|2 pro stav (1, 0, 0) elektronu v H+
2 , R=4, E0

1,0 =−0.2885.

Obrázek 3.7: |Ψ(r)|2 pro stav (0, 1, 1) elektronu v H+
2 , R=2, E1

0,1 =−0.2267.

Obrázek 3.8: |Ψ(r)|2 pro stav (1, 2, 0) elektronu v H+
2 , R=2, E0

1,2 =−0.1308.
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3.2 Elektron v poli protonia

Protonium je vázaný stav protonu a antiprotonu. K jeho tvorbě může doj́ıt
např. při srážce antiprotonu s atomem vod́ıku. Máme tedy elektron v poli
dvou center ZA = −1, ZB = 1. Z obr.(3.9) je vidět, že při R = 4 existuj́ı jen
stavy (0, 0, 0) a (1, 0, 0). Funkce A1

0, B1
0 se zač́ınaj́ı prot́ınat při R ∼ 5, funkce

Obrázek 3.9: Plnou čarou vzestupně funkce B0
Na

(E) pro Na = 0, 1, 2,
čárkovaně sestupně A0

Nr
(E) pro Nr = 0, 1, 2. Hodnoty parametr̊u ZA =

−1, ZB = 1, R = 4.

A0
0, B0

1 až kolem R ∼ 9, to odpov́ıdá stav̊um (0, 0, 1) a (0, 1, 0). Závislosti
Em

Nr,Na
(R) jsou vykresleny v obr.(3.10). Všechny závislosti zač́ınaj́ı s nulovou

energíı, což odpov́ıdá tomu, že při malém R elektron považuje protonium
za jeden bod s nábojem nula. V obr.(3.11) jsou pro tytéž stavy spoč́ıtané
závislosti Wm

Nr,Na
(R) podle vztahu (3.1). Vazbová energie základńıho stavu

konverguje s rostoućım R opět k atomu vod́ıku v základńım stavu s energíı
−1

2
. Stavy (1, 0, 0), (0, 0, 1) a (0, 1, 0) konverguj́ı k atomu vod́ıku s elek-

tronem v prvńım excitovaném stavu s energíı −1
8
. Potenciály Wm

Nr,Na
(R)

zde nenabývaj́ı lokálńıch minim, a pro jisté kritické R0 (Fermiho-Teller̊uv
poloměr [4]) dokonce miźı. Tvorbě protonia lze v nejjednodušš́ım modelu
[2] porozumět následuj́ıćım klasickým modelem. Proton a antiproton se po-
hybuj́ı k sobě z R = ∞ v potenciálu W 0

0,0(R). Pro R > R0 je elektron
vázán k protonu s vlnovou funkćı deformovanou př́ıtomnost́ı antiprotonu viz.
obr.(3.12). Při R = R0 přestane být elektron vázán a odlet́ı pryč. Z̊ustane
tak protonium. Podobně lze rozumět tvorbě protonia při srážkách antipro-
tonu s excitovanými atomy vod́ıku obr.(3.13)-(3.15). Stabilńı stavy pp̄e podle
Poshusty [12] neexistuj́ı.
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Obrázek 3.10: Funkce Em
Nr,Na

(R) vzestupně pro stavy (0, 0, 0), (1, 0, 0),
(0, 0, 1), (0, 1, 0).

Obrázek 3.11: Potenciály Wm
Nr,Na

(R) vzestupně pro stavy (0, 0, 0), (1, 0, 0),

(0, 0, 1) a (0, 1, 0). Čárkovaně je namalován vzájemný elektromagnetický po-
tenciál protonu a antiprotonu − 1

R
.
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Obrázek 3.12: |Ψ(r)|2 pro stav (0, 0, 0) elektronu v poli protonia, R = 1,
E0

0,0 = −4.83·10−3.

Obrázek 3.13: |Ψ(r)|2 pro stav (1, 0, 0) elektronu v poli protonia, R = 2.5,
E0

1,0 = −2.06·10−3.
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Obrázek 3.14: |Ψ(r)|2 pro stav (0, 0, 1) elektronu v poli protonia, R = 5,
E1

0,0 = −1.27·10−3.

Obrázek 3.15: |Ψ(r)|2 pro stav (0, 1, 0) elektronu v poli protonia, R = 9,
E0

0,1 = −3.57·10−3.
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3.3 Závěr

V úvodńı kapitole jsme shrnuli pohyb elektronu v poli dvou Coulombických
center. Napsali jsme numerické procedury v jazyce Fortran pro hledáńı
energíı a vlnových funkćı vázaných stav̊u elektronu, které jsme otestovali
na molekule H+

2 . Diskutovali jsme źıskané B.O.-potenciálové křivky, které
mohou posloužit pro výpočet vibračńıch stav̊u H+

2 . Provedli jsme výpočet
potenciálových křivek v B.O.-aproximaci pro interakci antiprotonu s atomem
vod́ıku a diskutovali jednoduchý mechanismus tvorby protonia při přibĺıžeńı
pod Fermi-Teller̊uv poloměr.
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[10] G.Jaffé, Zur Theorie des Wasserstoffmolekülions, Z. Phys. 87, 535
(1934).

[11] J.W.Liu, Analytical solutions to the generalized spheroidal wave equa-
tion and the Green’s function of one-electron diatomic molecules, J.
Math. Phys. 33, 4026 (1992).

25



[12] R.D.Poshusta, Critical masses for three Coulombic particles, J. Phys.
B: At. Mol. Phys. 18, 1887 (1985).

[13] W.H.Press, S.A.Teukolsky, W.T.Vetterling, B.P.Flannery, Numerical
Recipes in Fortran 90, (1996)

[14] MathWorld, http://mathworld.wolfram.com.

26


