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Uvod

Teoreticka mechanika, do niz Lagrangetv formalismus spada, je bezpochyby
zakladnim kamenem teoretické fyziky. Po¢atky moderniho pojeti mechniky
lze nalézt jiz u Galilea ¢i Descarta, avSak zasadni vyznam maji zejména
Newtonovy Principie publikované v roce 1687.

Lagrangeova mechanika je jinou formulaci klasické mechaniky, poprvé
uvedenou v roce 1788 Josephem Louisem Lagrangem. Jeji prakticky vy-
znam spociva zejména ve vyrazném zjednodusSeni popisu a Feseni mnoha
fyzikalnich problémii oproti newtonovské formulaci zakontd mechaniky:.

Radikalni rozvoj matematickych metod uzivanych ve fyzice v minulém
stoleti vedl k moznosti preformulovat Lagrangeiv formalismus do elegant-
niho jazyka diferencialni geometrie.

Hlavnim impulsem pro vznik této bakalarské prace byla volitelna pred-
naska ,,Proseminar teoretické fyziky I, poprvé uvedena na Matematicko-
fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy v Praze doc. Podolskym v roce 2004.
V té méli studenti moznost poznat zaklady diferencidlni geometrie a zptisoby
jejich aplikaci na teoretickou mechaniku.

Tato prednaska mé oslovila a zacal jsem se tedy zajimat o existujici stu-
dijni materidly k tomuto tématu. Ukézalo se vSak, Ze mimo standardnich
knih pojednavajicich o teoretické mechanice v klasickém pojeti (napft. [1],
[2], [3]) neexistuji prakticky zadné relevantni dostupné materidly v ¢eském
jazyce. Rozhodli jsme se proto po vzajemné domluveé s doc. Podolskym vy-
tvofit studijni text [4] zaloZzeny na jeho pfednasce. Soucasti tohoto textu je
i prvni kapitola predlozené bakalaiské prace.

Druha, ,rozsitujici“, kapitola bakalarské prace pak vznikla jako ptivodni
prace s tim, ze i jeji ¢asti by v budoucnu mély byt zaclenény do zminéného
studijniho textu.

P1i psani této bakalarské prace jsem vychazel zejména z velmi zdafilé
slovenské knihy [5] a z vyznamnych monografii [6], [7]. Uziteénym zdrojem
informaci byly také knihy [8], [9] ¢i [10].



1 Zaklady geometrické formulace
Lagrangeovy mechaniky

V této kapitole nejprve zavedeme zakladni geometrické pojmy a ukazeme, ze
prirozenou arénou Lagrangeovy mechaniky je tecny bandl TQ konfiguracni
variety Q, a ze dynamicky vyvoj je urcen vektorovym polem X, které resi
Lagrangeovy rovnice v geometrickém tvaru £,0, = dL. Integralni kiivky
~(t) tohoto pole urcuji fazovy portrét daného systému. Zformulujeme a do-
kazeme vyznamny teorém Emmy Noetherové, ktery dava do souvislosti sy-
metrie Lagrangeovy funkce a zakony zachovani.

1.1 Fazovy portrét: dynamicky systém coby
vektorové pole

Fazovy portrét je znazornéni mozného vyvoje systému v grafu rychlost versus
poloha, tedy v(x). Prostor parametrti (x, v) nazyvame téz ,rychlostni fazovy
prostor®.

e jednd se o mnozinu kiivek «(¢): kazdym nesinguldrnim bodem prochézi
pravé jedna kiivka
e kazda kiivka je jednoznacéné uréena pocateénimi podminkami (xg, vg)

e bod v rychlostnim fazovém prostoru (z,v) urcuje fyzikalni stav sys-
tému

Zminéné kiivky (t) vyvoje systému lze chapat jako integralni kiivky speci-
alniho vektorového pole X, které nazyvame dynamickeé vektorové pole. To je
(pro piipad n = 1) uréeno vyrazem

d o o

Xzézvg%—a%, (].].)

6



1.1 Fazovy portrét: dynamicky systém coby vektorové pole 7

kde v je okamzita rychlost a a je zrychleni ¢astice, jez je v konkrétnim ptipadé
ur¢eno Newtonovou pohybovou rovnici ma = F.

Ve smyslu operatoru aplikovaného na libovolnou funkci f tedy plati

_4_of , Fof

X())= at ~ "ox " mov’ (1.2)

takze slozky dynamického vektorového pole v rychlostnim fazovém prostoru
s nezavislymi soufadnicemi x, v jsou X = (v, %) Odtud lze urcit integralni
kiivky 7(t) feSenim soustavy rovnic

da?
dt

= X'(z") (1.3)

viz rovnice (1.22) v [4], kde soutadnice jsou (z', 2?) = (z,v). Explicitné tedy
je

dx

i 1.4
¥y, (14)
dv F

— 1.
dt m (1.5)

Regenim soustavy (1.4), (1.5) dostavame casovy vyvoj systému z(t), v(t)
v rychlostnim fazovém prostoru.

Priklad: volng pad: F = mg, takze (1.1) je
X=v7—+9g7—. (1.6)

Integralni kiivky fazového portrétu jsou paraboly. Opravdu, Teseni urcené
rovnicemi (1.4), (1.5) je

x = 1gt* + vot + o, v = gt + vy, (1.7)

(kde vy, xg jsou integracni konstanty) takze vyloucenim ¢ dostavame

2 2
g (v—1 v — Vg I, Yo

r== —i—vo< )+x0:—v +(o——)- (1.8
2< g ) g 29 29 )

Fazovy portrét je znédzornén na obrazku 1.1.
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Priklad: harmonicky oscilator: F' = —kx, takze
X = U% - w%%, kde w?= % (1.9)

Integralni kiivky jsou elipsy, tedy uzaviené kiivky se singuldrnim bodem
v o = 0, nebot Ffeseni soustavy (1.4), (1.5) nyni je

x = Acos(wt + 9), v = —Awsin(wt + 9), (1.10)

(A, 0 jsou konstanty) a vyloucenim ¢ opravdu dostavame

CIRIEOR o
viz obrazek 1.2.

Priklad: matematické kyvadlo: F = —mgsin . Rychlostni fazovy prostor
je nyni uren thlovymi parametry (¢,w), takze dynamické vektorové pole
X = wf% + 6(% ma tvar

0 g 13)
X=w——Zsinp— 1.12
nebot pohybové rovnice urcuji, ze tthlové zrychleni ¢ = —¥sin . Fazovy
portrét je znazornén na obrazku 1.3.

Zaveér: Vidime, ze feSeni ulohy v teoretické mechanice je mozné prevést
na nalezeni odpovidajictho (unikdtniho) dynamického vektorového pole X
v rychlostnim fazovém prostoru. Pole X je pfitom geometricky objekt, ktery
existuje mezdvisle na konkrétnich soutadnicich rychlostniho fazového pro-
storu. Lze tedy v principu pouzit libovolné zobecnéné soufadnice konfigu-
racni variety. Ukdzeme nyni, ze pole X je opravdu urceno geometricky, a to
Lagrangeovymi rovnicemi.
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Obrazek 1.2: Dynamické vektorové pole a fazovy portrét harmonického os-

cilatoru.
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Obrazek 1.3: Dynamické vektorové pole a fazovy portrét matematického

kyvadla.
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1.2 Zakladni geometrické objekty Lagrangeova
formalismu

Vyklad lagrangeovské mechaniky v jazyce diferencialni geometrie zacneme
definici nékolika dtlezitych pojmi:

e konfiguracni varieta Q je varieta vSech moznych poloh (tvart) daného
systému parametrizovand zobecnénymi soufadnicemi (¢', ..., ¢"), p¥i-
¢emz n je pocet stupni volnosti systému

o tecny bandl TQ, neboli rychlostni fazovy prostor, je fibrovana varieta

dimenze 2n parametrizovana soufadnicemi (¢, ..., ¢", ¢, ..., q"), kde
q', ..., ¢" uréuji soufadnice konkrétniho bodu P na varieté Q a slozky
q',...,q" specifikuji konkrétni vektor z te¢ného prostoru T, Q, neboli
v = q'ja%j (zdiraznéme, %e ¢’ oznacuje soufadnice, nikoli ¢asovou de-

rivaci funkce)

e Lagrangeova funkce L je skaldrni funkce na te¢ném bandlu TQ, tedy
zobrazeni! L : TQ — R

e dynamické vektorové pole X = % na TQ je vektorové pole, které je
urceno Lagrangeovou funkci L; jeho integralni kiivky ~y(¢) urcuji fazovy
portrét, tj. udavaji ¢asovy vyvoj systému.

Tlustrace: matematicke kyvadlo

Konfigura¢ni varietou Q matematického kyvadla je kruZnice, tedy varieta S?.
Na jejim teéném bandlu TQ = TS! je definovana Lagrangeova funkce L,
ktera ma v prirozenych soufadnicich tvar L(y, ¢) dany

L = iml*¢?* + myl cos p. (1.13)
Ta jednoznacné urcuje dynamické vektorové pole X, neboli danym bodem

Z € TS' prochézi pravé jedna integralni kfivka s tetnou X, odpovidajici
konkrétnimu vyvoji (viz obrazek 1.3, kde w = ¢).

Poznamka: Uvédomme si, Ze vektorové pole X ve skutecnosti lezi v tecném
bandlu T(TQ), nikoli pfimo v TQ. V pfipadé matematického kyvadla tedy
v T(TS"). Proto je to hladky fez na T(TQ).

1Pokud je Lagrangeova funkce navic také éasové zavisla, plati L : TQ xR —R. (Pokud
neexistuje potencial V, jsou piisobici sily popsdny 1-formami p = F;dz’ = Q; dq’.)
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1.3 Lagrangeovska vektorova pole

Cilem lagrangeovského popisu je nalézt unikatni k¥ivku (%) na konfiguraéni
varieté Q urcujici vyvoj systému pii danych pocate¢nich podminkach. Tuto
kiivku ziskdme projekei 7 kiivky 4(t) lezici na varieté TQ. Pfipomenme, Ze
teény bandl T'Q je fibrovany prostor s bazi Q (viz kapitola 1.2 v [4]), a proto
v(t) = w(¥(t)). V lokdlnich soufadnicich mame ~(t) = (¢*(¢),...,q¢"(t)) a
() = (0" (1), " (0), 3 0), . (1)

V daném bodé P = ~(ty) € Q pfitom te¢na ke kiivce v(t) urcuje rychlost
systému popsanou vektorem v € T,Q, jenz ma v soufadnicové bazi tvar
v = vja%j = %J(to)a%j. Tim je ovsem jednoznacné urcen odpovidajici bod
Z = 4(tg) € TQ, nebot obecné musi platit v = ¢’ (to)a%j. Porovnanim obou
vyjadieni vektoru v pro kazdou hodnotu parametru #, odtud dostavame
podminky konzistence ve tvaru?

J
P(t) = dqu”. (1.14)

Pouze takové kiivky 4(¢) na TQ spliujici vztah (1.14) mohou konzistentné
odpovidat piislusné kiivce v(t) na Q — pak fikdme, ze ¥(t) je ,zdvihem*
~(t), zatimco ~y(t) je ,projekei* (t).

V Lagrangeové geometrickém formalizmu se tedy musime omezit jen na
specidlni dynamické vektorova pole X na TQ, aby jimi generované integralni
kiivky 4(t) automaticky spliiovaly podminky (1.14). ProtoZe obecné plati

_df _dg()of | i) of

X(f) = = . — 1.1
(f) dt dt  O¢’ dt 0g¢i’ (1.15)
omezeni dand (1.14) implikuji
9 9
X - .J—. W] Lgt . 116
Tog TV @45 (1.16)
nebot jsme identifikovali
2 = 1.1
did
— =WJ(q", q"). 1.18
0w ) (118)

< o < < . ; . P . s .o ddi
20pét zdiraznéme koncepéni rozdil mezi funkei ¢7(t), soutadnici ¢/ a derivaci th( )

funkce ¢/ (t).
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Specidlni vektorova pole® tvaru (1.16) se nazyvaji pole druhého Fddu. Dy-
namické vektorové pole v Lagrangeové popisu tedy musi byt polem druhého
fadu, aby davalo konzistentni feseni pohybovych rovnic. Rychlostni fazovy
prostor TQ ma sice dimenzi 2n, ale diky implicitni vazbé (1.14) impliku-
jici (1.16) se efektivné redukuje na n nezavislych proménnych konfigura¢ni
variety Q.

Pro danou trajektorii v(t) = (¢*(¢),...,¢"(t)) na Q diky (1.17), (1.18)
plati djg = 9 — W, takze funkce W7 vyjadiujf slozky okamzitého zrych-
leni systému. Dynamicky je toto zrychleni uréeno pohybovymi rovnicemi
v zobecnénych soufadnicich, tedy Lagrangeovymi rovnicemi 2. druhu, neboli

4 <g§i) — g[fi =0, kde L(¢’, ¢) je ptislusnd Lagrangeova funkce. Explicitnim

rozpisem Uplné ¢asové derivace v prvnim c¢lenu dostavame

L di 9L d¢ OL

5o at T aoor a9 = (1.19)
takZe funkce W7 jsou fesenim linedrni soustavy rovnic
A;iW7 = C; — B¢/, (1.20)
de PL PL oL
"=oper T agap  “Tap Y

jsou funkce na TQ uréené Lagrangeovou funkei.* Vektorova pole X druhého
fadu na TQ, tedy tvaru (1.16), kde funkce W7 jsou dany vztahem (1.20),
nazyvame lagrangeovskada vektorovd pole. Integralni kiivky pravé takovych
poli urcuji dynamiku soustavy v Lagrangeové formalizmu.

1.4 Geometricka podoba Lagrangeovych rovnic

Nyni mtzeme prejit k otazce, jak nalézt zminéné unikatni dynamické vek-
torové pole X prislusné dané Lagrangeové funkci L na tecném bandlu TQ.
Ukézeme, zZe toto pole spliiuje rovnici

£,.6, =dL, (1.22)

3Pf¥ipometime, Ze obecné (hladké) vektorové pole na TQ ma tvar X = VJ a%‘ +Wi aiqj,
kde V7 a W7 jsou libovolné (hladké) funkce soufadnic ¢' a ¢*. Pro pole druhého fadu je
specialné V7 = 7.

4Matice A je invertibilni kdyZ ma nenulovy determinant det A zvany hessidn; takovy
systém je nedegenerovany.
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coz je geometricky vyjadiend Lagrangeova rovnice, jejiz vyznam si nejprve
ozfejmime.

Levou stranu (1.22) tvori Lieova derivace tzv. Lagrangeovy 1-formy podle
nami hledaného vektorového pole X (které musi byt druhého fadu). Lagran-
geova 1-forma je specialni 1-forma na TQ definovana v lokalnich zobecné-
nych souradnicich vyrazem

0 .

Vsimnéme si, Ze tato 1-forma, narozdil od obecné 1-formy®, ma pouze slozky
tvaru dg’. Striktné vzato, jedna se o pole 1-forem, které jsou fezem T*(TQ).

Dikaz platnosti rovnice (1.22). Uvazujmeme Lieovu derivaci Lagrangeovy
1-formy podél obecného vektorového pole X. Aplikaci Leibnizova pravidla
dostaneme

OL oL . 0L
L£.0, =L, <a—dq) <£XW) ¢+ a—ﬁ (d¢) . (1.24)

Dale vyuzijeme vztahu L, f = X(f) =
L, a d komutuji, viz (1.43) téz v [4],

d (0L . 0L (d¢’ d (0L - OL .

— | — | — ] | = J _ J
e, = (5 ) ar + aqfd(dt) (o) + G
(1.25

Nyni pouzijeme Lagrangeovy rovnice 2. druhu v obvyklém soufadnicovém

= 9L viz (1.39) v [4], a skutecnosti, ze

zapisu % % = aqj, které popisuji dynamiku systému. Diky nim ihned
dostavame 5L 5L
L0, = 90 qu' + a—dq =dL, (1.26)

kde v poslednim kroku jsme pouzili vyraz (1.18) z [4] pro diferencial Lagran-
geovy funkce L(¢?,¢’). Tim jsme ovétili platnost vztahu (1.22) reprezentu-
jictho Lagrangeovy rovnice v ¢isté geometrické feci, tedy jako vztahu mezi
geometrickymi objekty na TQ, jenz je zcela nezavisly na soufadnicich.

X

5Pfipometime, 7e obecné 1-forma na TQ mé tvar o = aydg’ + ... + o, dg” + B1dg* +
.o+ Brdgm.
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Pfipomenme znovu vyznam rovnice (1.22): pro zadanou Lagrangeovu
funkei L (urcujici jak 1-formu 6, , tak 1-formu dL) hleddme takové unikatni
vektorové pole X druhého fadu, aby platil vztah (1.22). Integralni kiivky
~(t) takového pole X pak uréuji fyzikalni vyvoj daného systému.

Ilustrace: pohyb cdastice v potencidlu V(q) v jedné dimenzi

Lagrangeova funkce mé tvar

L=1m@-V(g) (1.27)
a pro Lagrangeovu formu (1.23) tedy plati
0, = mqdg. (1.28)
Dale je
dL = —V'dg + mqdq. (1.29)
Nasim cilem je nyni najit pole
X:X1%+X2%, (1.30)

takové aby platilo (1.22), pficemz X! = ¢ a funkci X?(q, ¢) hleddme. Obecné
plati pro Lieovu derivaci vztah

B, N
Lo = (Xﬂaal + a2 )daﬂ (1.31)

4
oxJ T O

kde nyni o = 0, , takze pro (2!, 2%) = (¢, q), o = (a1, az) = (mg,0) je

6&1 260&1 6X1 6X2
X d
aq + 8q + o aq + Qo 8q q +

X! X2
(Xla;; + X? 660;2 + O‘laaq- + agaaq. ) dg (1.32)

1

L£,0, = (X1

1

0 0
:(mX2+mq )dq—i—mq —dg.
dq aq
Porovnanim s dL z vyrazu (1.29) jiz mizeme snadno vyjadfit obé slozky
hladaného vektorového pole X, nebot musi platit
ox!t 1
Xt g—=——V,
dq m
oxt
oq

1. (1.33)
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Protoze X! = ¢, je druh4 rovnice identicky splnéna a prvni rovnice pfimo
uréuje X2

Xt=gq,
1
Xi=——V. (1.34)
m
Jako specialni ilustrace lze uvazit
e volnou castici Protoze V =0, ¢ =z, je
o
X=z— 1.35
e (1.35)
a integralni kiivky 7(¢) systému jsou dany diferencialnimi rovnicemi
dx
—=X!'=
dt v
dz
T =X%2=0 1.36
dt ) ( )

jejichz integraci dostavame

T =vy = konst.

x = vot + xy. (1.37)
e volny pdd Potencidl je dan vyrazem V (x) = —mgzx, takze pole
je dle (1.34) déno
o 9]
X=i— — 1.38
Yor ai (1.38)
z néhoz dale dostavame diferencialni vyrazy pro integralni k¥ivky
dx
—=X!'=
dt v
dz
X2 = 1.39
jejichz fesenim je
T= gt + Vo,

x = 3qt* + vot + o. (1.40)
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1.5 Teorém Emmy Noetherové
Predpokladejme, ze na TQ jsou dany:

e . Lagrangeova funkce systému

e X dynamické vektorové pole generujici tok q)f

e 7 dalsi vektorové pole generujici tok <I>62.

Pole Z na TQ odpovida bodové transformaci na Q, tedy zobrazeni ¢ —
q/k — q/k(qj’ E).
Bodova transformace na Q je generovana vektorovym polem Zg takovym,

vo 40" _ k(g 7k _ Og*
ze G- = Z"(¢’), neboli ZF = S| _,.

Ilustrace: translace v ose x o vzdalenost € je ' = x+¢, y = y. Generatorem
této translace je

o

(1.41)
Ilustrace: rotace kolem pocatku o thel € je ' = r, ¢’ = p+ €. Generatorem
této rotace je

o

(1.42)

Vektorové pole Zg = Zka%k »Zije na Q, zatimco pole Z je jeho rozsirenim
na TQ. Geometricky vyznam rozsifeni pole Zg na Z spocivd v tom, Zze
zatimco pole Z¢ generuje tok ®. na konfiguracni varieté Q, pole Z generuje
odpovidajici tok (., ®..) na tetném bandlu TQ, kde ®., je pfislusny push-
forward te¢ného prostoru.

To znamen4, 7e integralni kiivky pole Z jsou uréeny (¢’, ¢) — (¢!, ¢’) =
(®(¢), Peu(¢?)). Explicitni vyjaddieni pole Z najdeme nésledujicim zptiso-
bem. Pole Z musi byt tvaru

13) o

=z — +7F — 1.4
ar 7 o (1.43)

Zadanim Z*(q'), coz jsou slozky Zg), jsou slozky ZF jiz jednoznacné urceny.
Musi totiz platit
d oz

2t = G2 (d0) = 5rd (1.44)
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kde ¢'(t) je soufadnicové vyjadieni libovolné kiivky urcujici te¢ny vektor
v e T,Q seslozkami ¢'. (Vyraz (1.45) odpovida transformaci slozek vektoru
pomoci zobrazeni push-forward.) Pro Z tedy dostavame

o 0z , 8

7 =27 .
oq¢F + g’ 1 ok

(1.45)

Nyni jiz mizeme teorém Emmy Noetherové formulovat, a to nasledujicim
zpusobem:

Teorém: Jestlize se hodnota Lagrangeovy funkce L neméni podél kiivek Z,

neboli
L,L =0, (1.46)

pak funkce g dana vztahem
9=10,,Z) (1.47)

ma stéle stejnou hodnotu podél kiivek X (tedy pfi vyvoji systému), tj. plati
L,g=0, (1.48)
coz odpovida definici integrdlu pohybu.

Abychom mohli ukazat platnost vysloveného teorému, dokazeme nejprve
pomocné tvrzeni:

Lemma: Plati, Ze
(6,.12,X]) = 0. (1.49)

Dikaz lemmatu: Pfipomenime, Ze vektorova pole X a Z jsou, viz (1.16) a
(1.45),

. 0 .0
X - .J—. W]—.
13) ozk . 8
Z=27" o 1.50
aqk + oqt 1 gk (1.50)
Také si uvédomme, Ze zde muzeme vynechat vsechny ¢leny tvaru a%k' Opravdu:
protoze 6, ~ d¢’, viz definice (1.23), plati
13)
6.. 57 =0, (1.51)

) 0—qk
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takze ¢leny tvaru aiqk jsou v ramci tohoto diikazu dale irelevantni. Pocitejme
nyni komutator®

a¢’ 8 0z 8¢ O ,jazk 0 Wjazk o
a¢-0¢  of Lagag ! g a4t 0y agh

(1.52)
Ve vyrazu (1.52) se nevyskytuji ¢leny obsahujici druhé derivace, nebot se
v komutatoru navzajem odectou. Opravdu, obecné plati, ze

[Z,X] = ZX-XZ ~ Z*

[ai bi] = aﬂbﬂ_bﬂaﬂ — aﬁz%—a 8_2_5@2_(,@ o’
Oz’ Oy~ 8xr 8y Oy Or Oz Oy 0rdy Oyox 0yox
(1.53)

a ¢leny s druhou derivaci (2. a 4. ¢len) se tedy odectou. _ _
Vyraz (1.52) muzeme déle upravit, uvédomime-li si, ze 04 — (), 24 — 5

qF
a %gf = 0, protoze Z*(¢'). Je tedy

oz% , & 07"

7, X| ~ it - . .
Z.X] o¢ Yok~ T oy aq

(1.54)

Nyni jiz sta¢i jen pfeznacit sc¢itaci index j v druhém c¢lenu za [ a ihned
vidime, ze [Z,X] ~ 0. Jak jsme tedy ukazali, komutator [Z, X]| méa obecné
jenom komponenty aiqk’ a v dasledku (1.51) musi platit (0, ,[Z,X]) = 0,
¢imz je diikaz lemmatu dokoncen.

X

Dikaz teorému Emmy Noetherové: Koneéné miZzeme elegantné s vy-
uzitim prévé dokazaného lemmatu ukdzat platnost teorému, nebot uzitim
(1.42) z [4], (1.45) viz tamtéz a Lagrangeovych rovnic (1.22) je

Exg = £X<0L7 Z> = <£X0L7 Z> + <0L7 Exz> =
= <dL, Z> + <9L, [X, Z]> = Z(L) +0=L,L=0. (1.55)

X

6Pravé kvili vynechani nékterych ¢€lent, které po ziZeni s 6, vypadnou, piseme zna-
ménko ~ misto =.
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Ilustrace: invariance L vici translaci. Generator translace je (1.41), tedy

o
Zog=—=21. 1.56
Q=3 (1.56)
Napftiklad Lagrangeova funkce
L=im(i*+9%) —V(y) (1.57)
je vici ni ziejmé invariantni, takze plati
o
g=1(0,,Z) = (midx + mydy, 8_> = mi. (1.58)
x

Rovnice (1.48) v tomto pfipadé vyjadiuje zakon zachovdni hybnosti.

Ilustrace: invariance L vici rotaci. Generator rotace je (1.42), tedy

o
Zog=—=21. 1.59
°= 3, (1.59)
Napftiklad pro Lagrangeovu funkci tvaru
L =sm(r? +r*¢?*) — V(r) (1.60)
dostévame
o
g=1(0,,Z) = (mirdr + mr’¢dy, 8—> = mr?p, (1.61)
¥

tedy teorém Emmy Noetherové implikuje zachovani momentu hybnosti.

Je ilustrativni podivat se na tutéz situaci také z pohledu kartézskych
soufadnic. V nich je generator rotace ' = xcose—ysine, y' = rsine+ycose
dan 8 9

Zy = xa—y ~Yga (1.62)
takze Z jiz nema stejny tvar jako Zg:

o o .0 o

722 2 ;% 2 1.
oy Yoz "y Voa (1.63)
Odtud pro L = 3m (&% 4+ §?) — V(x,y) dostavéame
g=1(0,,Z) = (midx +mydy,Z) = m(zy — yi), (1.64)

coz je opét zakon zachovani momentu hybnosti, nyni ovsem vyjadieny v kar-
tézskych souradnicich.



2 Rozvinuti pojmt Lagrangeova
geometrického formalismu

2.1 Fibrovany prostor

Fibrovany prostor je vlastné jakymsi zobecnénim kartézského soucinu. Nej-
snaze lze podstatu fibrované struktury priblizit, pokud si pfedstavime vari-
etu B do jejihoz kazdého bodu x € B je jakoby ,vlepena“ dalsi varieta F,,
viz obr. 2.1. Pritom musi platit, ze variety F} jsou ve vSech bodech x € B
difeomorfni® s n&jakou spole¢nou ,typickou® varietou I, tj.

Ve, o' e B: F,~F, ~F. (2.1)

Varieta B se nazyva bdzovd varieta, F' je typicky fibr a F, je fibr v bodé .
Sjednoceni
F= F (2.2)
zeM
pak nazyvame totdlni prostor. Vztah mezi totalnim prostorem a bazovou
varietou je pritom dan prirozenym zobrazenim F, — x

T F—B (2.3)

nazyvanym kanonickd projekce. Pojmem fibrovaného prostoru tedy obecné
rozumime strukturu (B, 7, F, F) zahrnujici bazovou varietu, kanonickou pro-
jekci, typicky fibr a totalni prostor.

Navic je vSak jesté pozadovana tzv. lokalni souc¢inova struktura, tj. exis-
tence pokryti U, bazové variety B a soustavy difeomorfizmu

Vo 17 HU) — Uy X F, (2.4)

IDvé variety nazyvame difeomorfnimi, pokud mezi nimi existuje bijektivni zobrazeni
f a ptitom plati, Ze f a f~! jsou hladka zobrazeni.

20
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Obréazek 2.1: Schématické znazornéni fibrované struktury.

takovych, ze
7Tu (lpa) =T, (25)

pfi¢emz zobrazenim 7, je myslena projekce na U,. Vagné feceno, F pri-
nejmensim lokalné vypada jako soucin B x F' az na to, ze fibry F, mohou
byt vici sobé trochu ,zkroucené“. Soustava zobrazeni 1, se nazyva lokdlni
trivializace.

Nejjednodussim fibrovanym prostorem je prirozené tzv. soucinovd fibro-
vand varieta, kdy totalnim prostorem je kartézsky soucin baze a fibru a
projekci je projekce na prvni ¢len tohoto soucinu, tj.

m:BxF — B. (2.6)

Ilustrace: Piikladem soucinové fibrované variety je Casoprostor v Aristo-
telové pojeti. Cas i prostor jsou povazovany za absolutni a ¢asoprostor lze
tak interpretovat jako ¢tyfrozmérnou varietu M? definovanou kartézskym
soufinem M?* = R x R3, kde t € R a x € R3. Kanonické projekce je pak
prirozené dana

7:RxR*—R. (2.7)

Naproti tomu Newtontv ¢asoprostor, jenz je charakteristicky absolutnim
¢asem avsak relativnim prostorem?, jiz neni p¥ikladem kartézského soucinu
¢asu a prostoru. Presto ma fibrovanou strukturu s kanonickou projekci

™ M =R, (2.8)

kde M* znaéi ¢tyirozmérnou Easoprostorovou varietu. Tato projekce pfi-
fazuje kazdé casoprostorové udalosti x € M?* odpovidajici hodnotu &asu
t = m(x). Fibrem je v tomto piipadé inverzni obraz 7—1(¢), kde t € R, tedy
tifrozmérny prostor v daném case. Kazdy fibr je pfitom difeomorfni s R3.

2Plati totiz dobie znamy Galileiho princip relativity.
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vvvvvv

¢asoprostor?.

TNustrace: Dalsimi jednoduchymi ptiklady soucinové fibrované variety jsou
valec ¢i Mobitv pruh. V obou pripadech je bazova varieta reprezentovana
kruznici, tj. varietou S', a fibr n&jakym redlnym intervalem I = (a, b).

Obrazek 2.2: Valec a Mobitav pruh — nazorné piiklady soucinové fibrované
variety.

2.2 Fibrovana struktura TQO

Pripomenme, ze TQ je tecnym bandlem konfiguracni variety Q, tj. variety
lokalng popsané zobecnénymi souradnicemi (¢!, ..., ¢"). Navic je oviem TQ
také nosi¢em specialni struktury, totiz fibrované struktury: je fibrovanou
varietou s kanonickou projekci

m:TQ — Q. (2.9)

Nejjednodussim a zaroven velice pfirozenym zpusobem zavedeni atlasu na
TQ je vyuziti atlasu na Q, a to nasledujicim zptisobem. Jsou-li ¢!, ..., ¢"
lokalni soufadnice néjakého bodu P z okoli Y C Q, soutadnicové zobrazeni

¢:U— R (2.10)

3Prvni se vyskytuje zejména ve specidlni teorii relativity, druhy je pak zakladnim
pojmem obecné teorie relativity.
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odpovidad mapé (U, ¢) a oznacime-li

U=, (2.11)
je potom mozné zavést nalf tzv. kanonické souradnice (', ... g% vt o),
které jednoznac¢né urcuji libovolny prvek v € U. Zobrazeni

¢ U — R>™ (2.12)

tedy definuje mapu na U C TQ indukovanou mapou ¢ na U C Q. Soubor
map {U, ¢} je atlas na TQ.

2.3 Lifty na TQ

Lifty* hraji dileZitou roli pii geometrickém popisu lagrangeovské mechaniky.
Obecné feceno, je lift procedura, kterd néjakému geometrickému objektu
na bazové varieté B prirozené pritadi geometricky objekt na totalnim pro-
storu F fibrované variety s kanonickou projekci 7 : F — B.
Mame-li napriklad na varieté Q kiivku

v(t): R — Q, teR, (2.13)
potom jejim liftem na teény bandl TQ je krivka

(t):R—>TQ, teR, (2.14)
pricemz musi platit vztah

™ (V) = (). (2.15)

Je-li tedy ¢'(t) soutadnicové vyjadreni kiivky ~(t), potom soufadnicové vy-
jadteni ktivky 4(¢) je (¢'(t), ¢'(t)).5
Ptejdéme nyni k tloze liftd v Lagrangeové mechanice. Lagrangeova funkce L

se v teoretické mechanice zavadi jako funkce zobecnénych soufadnic ¢ a zo-
becnénych rychlosti ¢*. Ty jsou zaroveii, jak jsme ukdzali v oddile 2.2, ka-
nonickymi soufadnicemi na te¢ném bandlu TQ konfiguracni variety Q. Pii-
rozené se proto nabizi geometricky interpretovat Lagrangeovu funkci jako
funkei na fibrované varieté TQO

L:TQ—R. (2.16)

41ze se té7 setkat s vyrazem zdvihy.
5Je potieba si uvédomit, Ze v tomto piipadé jsou ¢’ resp. ¢',¢* = v’ zobecnéné sou-
fadnice na Q resp. na TO.



2.4 Vektorové pole druhého radu 24

Tato funkce se da vy¢islit na prirozeném liftu 4 trajektorie v v konfigura¢nim
prostoru Q, neboli
L(t) = L (3(t)). (2.17)
)n

Vyjadfeno v soufadnicich, kiivka 4(¢) na TQ je specifickym liftem kiivky

~(t) na Q takovym, ze

={dt)} =4t ={It),d )}, (2.18)

kde pritom
j de’(t)
§t) = ——
dt
Jenom mezi takto specidlné liftovanymi kiivkami hledame ,spravna“ dyna-
mické Teseni Lagrangeovych pohybovych rovnic.

(2.19)

Poznamka: Rychlostni fazovy prostor TQ ma tedy sice dimenzi 2n, ale
diky implicitni vazbé (2.19) se redukuje na n nezéavislych proménnych.

Shrnuti: Cilem lagrangeovského popisu je tedy nalézt unikatni kiivku ~(¢)
na konfiguracni varieté Q urcujici vyvoj systému pii danych pocatecnich
podminkéch, pficemz tuto kiivku ziskdme projekci m odpovidajici liftované
kiivky 4(t) lezici na varieté TQ.

V nésledujici ¢asti 2.4 ukdzeme souvislost liftovanych kiivek 4(t) s in-
tegralnimi kfivkami specialnich dynamickych vektorovych poli na TQ, kon-
krétné takovych, jejichz integralni kiivky automaticky splnuji vazbovou pod-
minku (2.19).

2.4 Vektorové pole druhého radu

Uvazujme nyni soustavu obyc¢ejnych diferencialnich rovnic druhého fadu za-
danou ve tvaru

PF=wid" it =1, (2.20)

Zavedenim nové proménné v’ (t) = @7 (t) ji pfepiSeme na soustavu 2n rovnic
prvniho fadu ‘ ' ' '

&’ =7, o = W (2", "), (2.21)

Rovnice (2.21) jsou pfitom rovnicemi integralnich ki¥ivek vektorového pole
(srovnej se vztahem (1.22) v [4])
o

X_UJB.T + Wi (kP ==

o

5 (2.22)
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Poznamka: Budeme-li 2/ chépat jako (lokalni) soufadnice na n&jaké vari-
eté M, tak pole X je prirozené interpretovat jako specifické vektorové pole
na TM se soufadnicemi z7,v7. Neni to vsak nejobecnéjsi mozné pole na
TM: to by mélo tvar

. 0 . 9]
_ kooky 9 N
X—V](x,v)axj+vvj(x,v)avj. (2.23)

Konkrétné tedy pro konfiguracni varietu Q parametrizovanou zobecné-

nymi soufadnicemi (¢!,...,¢") a jeji te¢ny bandl TQ parametrizovany sou-
fadnicemi (¢*,...,q"% ¢, ...,¢") je vektorové pole druhého ¥ddu dano
Xy =¢ =+ Wi cjk)i.. (2.24)
o R 17

Poznamka: Vektorové pole X druhého fadu lze interpretovat i v feci ¢isté
geometrické vztahem

S(X) = A, (2.25)

kde S je tzv. vertikdlni endomorfizmus a A je Liouvillovo pole, coz jsou
kanonickd tenzorovd pole na tecném bandlu TM. Zde S je vertikalni lift®
jednotkového tenzoru typu (i), pro néjZ plati vztahy

o o o
(B:EJ ) ovi’ <8vﬂ ) ’ (2.26)
S(da’) =0,  S(dv/)=da’, (2.27)
a A je specifické vertikdini pole”, které ma v lokalnich soufadnicich tvar
.0
A =v——. 2.28
V' S0 (2.28)

Aplikaci (2.26) na vektorové pole v obecném tvaru (2.23) dostavame

o
ovl
6Vertikalni lift je procedura, kterd z tenzorovného pole typu (%) na M vygeneruje

tenzorové pole stejného typu na TM, viz [5], str. 513.
"Vertikalnim polem nazyvame takové pole, které ma pouze slozky %.

S (X) = VI (", %) (2.29)
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a je tedy vidét, Ze vztah (2.25) je ekvivalentni soustavé rovnic (2.21).8

Shrnuti: Dynamické vektorové pole v Lagrangeové formalizmu nutné musi
byt polem druhého fadu, aby davalo konzistentni feseni pohybovych rovnic.
Pritom se ukazuje, ze praveé takové vektorové pole dava krivky se spravnym
liftem (2.19).

2.5 Lagrangeovo vektorové pole

Nejprve uvedme definici, kterou budeme déale pot¥ebovat.

Definice: Rekneme, Ze Lagrangeova funkce je requldrni ®, jestlize spliiuje
podminku
0?L
0¢' 07

Determinant ze vztahu (2.30) se nazyva hessidn.

det

£ 0. (2.30)

Nyni zavedme specialni typ vektorového pole druhého fadu, totiz tzv.
Lagrangeovo vektorové pole. Lagrangeovy rovnice 2. druhu v obvyklém tvaru

d (OL\ 0L
o <aq'i) Ll (2.31)

jsou ve skutecnosti specialni tfidou diferencialnich rovnic druhého radu.
Méame-li tedy na TQ k dispozici Lagrangeovu funkci L(g, ) s vhodnymi
matematickymi vlastnostmi, 1ze s jeji pomoci zavést na TQ dynamiku da-
nou praveé Lagrangeovymi rovnicemi na Q.

Explicitni rozpis tplné ¢asové derivace v prvnim ¢lenu (2.31) dava

L di 9L d¢ OL

————— t ————— — 2.32

0¢7 0¢* dt ~ 0¢? 9¢* dt ~ O¢’ ( )

Vztah (2.32) ptedstavuje linedrni soustavu rovnic pro velicinu W/ = ddi:,
kterou lze zapsat ve tvaru

AW = Ci — By, (2.33)

8Vice informaci o kanonickych tenzorovych polich na teéném bandlu TQ lze nalézt
napf. v [5], kapitola 17.5.
9Lze se téz setkat s pojmy nesingularni, nedegerovana.
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ke 0?L 0?L oL
ji = A A ji = A A Ci ==, (2.34)

0¢7 ¢’ 0q? ¢’ aqt
jsou funkce na TQ urdené Lagrangeovou funkei a W9 = W(q*, §*) je funkce
ze vztahi (2.20) az (2.24). Za predpokladu regularnosti Lagrangeovy funkce

jsou tedy W7 fesenim soustavy rovnic (2.33).

Shrnuti: Vektorova pole druhého fadu na TQ, tedy pole tvaru (2.24),
kde funkce W7 jsou dany vztahem (2.33), nazyvame lagrangeovskd vekto-
rovd pole. Integralni k¥ivky pravé takovych poli urc¢uji dynamiku soustavy
v Lagrangeové formalizmu.

2.6 Symplekticka struktura na TQ

V této casti ukdzeme, jak existence regularni Lagrangeovy funkce umoziuje
zavedeni tzv. symplekticke struktury na TQ. Nejprve definujeme nékolik di-
lezitych pojmii.

Definice: Lagrangeova 1-forma 6, je 1-forma na TQ (pfesnéji 8, € T*(TQ))
definovana v lokalnich zobecnénych soufadnicich vztahem

oL . .
= —dg¢'. 2.

Definice: Lagrangeova 2-forma wy je 2-forma definovana jako

0L , ; 0*L
= — — ? J _
wy =do, —— dq¢' A dg 0

dg’ Add’, (2.36)
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coz lze pomoci ,blokového“ prepisu v soufadnicové bazi 2-forem vyjadfit
nasledujicim zptsobem

%L
0 —57
__0%L
' 93704
azL._ 0
(Wr)ag = | 000@ 0 . (2.37)
0%L
3§ o
0 0

Ukézeme nyni, ze Lagrangeova 2-forma wy je symplekticka, tedy uza-
viend a neegenerovand. Uzavienost Lagrangeovy 2-formy je vidét pifimo
z definice (2.36),

dw; = d?9, = 0. (2.38)
Podminkou jeji nedegenerovanosti je regularita Lagrangeovy funkce. Kazdou

2-formu lze totiz ve slozkach zapsat jako

w = 5 wag du® A du’ = Z wap du® A du (2.39)

a<fB

pricemz {duo‘ A duﬁ} tvoii bazi viech 2-forem, zde du® jsou bud dg* nebo
dg’. Podminkou pro nedegenerovanost 2-formy zapsané ve tvaru (2.39) je
pak existence inverzni matice w®?, coz je ekvivalentni podmince

det(wag) # 0. (2.40)

Zavedenim jednotného znaceni lokalnich soufadnic na tecném bandlu TO
dimenze 2n vztahem

=(q',...,q",¢",....¢"), (2.41)

tedy S |
wW=q¢g , wW=¢ pro j=1,...,n, (2.42)

lze pak z (2.37) jiz snadno ukézat, ze podminka (2.40) odpovida platnosti

0L
0¢*0q’

det £0, (2.43)
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coz je podle nasich predpokladi o regularité L dle vztahu (2.30) splnéno.

Shrnuti: Je vidét, Ze pro regularni Lagrangeovu funkci je Lagrangeova
2-forma wy, symplektickd forma na tecném bandlu konfiguracni variety TO
a ¢ini tak z TQ symplektickou varietu.

2.7 Hamiltonovska dynamika na TQ

Cilem této casti je ukazat, ze symplekticka struktura na te¢ném bandlu TQ
konfiguracni variety pfimo implikuje existenci hamiltonovské dynamiky na
TQ. Jedna se pritom pravé o dynamiku danou Lagrangeovymi rovnicemi.

Chceme-li nyni na varietu TQ, o které jiz vime, Ze je diky Lagrangeové
2-formé wy nosi¢em symplektické struktury, zavést dynamiku, mizeme na
TQ zavést tzv. hamiltonovské pole.

Definice: Hamiltonovskym vektorovym polem Xy odpovidajicim libovolné
funkci f na varieté Q je mysleno vektorové pole splnujici defini¢ni vztah

i, w, =df. (2.44)

Xy

Vybérem vhodné generujici funkce f = H mtzeme ziskat hamiltonovsky
systém (TQ,wr, H). Funkci H generujici ¢asovy vyvoj systému pak nazy-
vame hamiltonian.

Ukazuje se navic, ze vhodnou volbou funkce H ziskdme dynamiku ha-
miltonovského systému odpovidajici dynamice generované Lagrangeovymi
rovnicemi 2. druhu.

Definice: Mame-li na TQ danu Lagrangeovu funkci L : TQ — R, pak de-
finujeme funkci Ej, které fikame energie odpovidajici Lagrangeové funkci,
vztahem

E,=¢— —L. (2.45)

Funkce E}, v jistém smyslu souvisi s pfislusnym hamiltonidnem H, nebot
integréalni kiivky dynamického pole piislusejiciho funkei Ey (tj. odpovidajici
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Lagrangeovym rovnicim 2. druhu) se po projekci na konfiguraéni varietu Q
shoduji s projekcemi kiivek odpovidajicich Hamiltonovym rovnicim v Ha-
miltonové formalizmu na fazové varieté T*O.

Tvrzeni: Lagrangeovo vektorové pole X, viz (2.24), pFislusejici dané Lagran-
geoveé funkci L, tj. dynamické vektorové pole udavajici vyvoj systému, musi
splnovat rovnici

1y

L(JJL :dEL (246)

Driikaz: Pro diferencial energie dE';, odpovidajici Lagrangeové funkci zfejmeé
podle (2.45) plati
OL 0?L

dq¢' + ¢/ ——=—dg’ 2.47
¢+ s dd (2.47)

PL .
9o " o

dE; = ¢’

protoze dva Cleny se navzajem kompenzuji.

Nyni budeme naopak poéitat levou stranu rovnice (2.46), tj. vloZeni vek-
torového pole X; do symplektické Lagrangeovy 2-formy w;. Kombinaci
vztahi (2.24), (2.33) a (2.34) dostdvame pro vektorové pole X zapsané
ve slozkach vyraz

4 0 L \"'(oL &L )\ d
Xp ="+ — - =" ) oo (2.48)
¢ \9¢*0¢" 9q¢'  9qm9g’ a¢"
~1
kde <%> vyznacuje inverzni matici. Vyjadfeni Lagrangeovy 2-formy

ve slozkdch udéva vztah (2.36). Pfipometime déle, Ze operace vloZeni do
2-formy je definovana vztahem

i (A B) = (a A B)(e,X) = a(e)B(X) — Ble)ax(X), (2.49)
kde a A B je 2-forma vznikla z 1-forem a resp. 3. Plati pritom, ze
a(X) = a; X7. (2.50)
Ve slozkach lze operaci vlozeni do 2-formy vyjadrit jako
w = (i,w).du®, (2.51)

1y

kde
(1xW)a = WapX". (2.52)
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Abychom vypocet ix, wr zjednodusili a zpfehlednili, vyuZijeme nejprve
linearity operace vlozeni do 2-formy. Dostavame tedy

e, Wr = i, W) iy, W (2.53)
kde jsme oznacili
2
() OL 10 n doi
=—— A dg’ 2.54
wL aqja i q q’, ( )
@_ 0L
= dg' A d¢’ 2.55
WL = gai0q 34 ¢ (2.55)
Dale oznacime také jednotlivé ¢leny vektorového pole
W_ .k 0
Xy =4q 8—qk’ (2.56)
#L \ (0L L d
X _ oL _ i 2.57
?=(arar) (o - amort”) o (257
takze plati
X, =X 4 x®. (2.58)

Operaci vlozeni Lagrangeova vektorového pole do Lagrangeovy 2-formy
tak nyni mtizeme rozepsat na soucet ¢tyt clenti

: . 1 ), . 2 2
1XL“’L:1X(1) ()+1 @ (L)—HXL ()+1 2 wg). (2.59)

Pro jednotlivé ¢leny pak snadno uzitim vztaht (2.49) a (2.50) dostaneme
w__ L 400 4, OL 400
9gi0g " dgF g 9¢" " dq*

L oL L (2L OL 0L ) 00 4y (o
S — .61
oY T agog (aq‘kaql of ~ agrai? ) ot 2O

N PL (9L \ T [(OL 9L aqd
0qi0¢ \ 9k ad ~ agragt ) agr 47

27 j 2 i
@ OL a0 g L Oy 2.62
L@ = a0 ogr 94+ p5a5d 5 4 (2.62)

1 27

. (2) 82L 82L 8L 8 8q3 d 9
- .63
1X£z)wL P oG (aqkaql 8q 8qm8qlq a4 Ik 7, ( )

PL (9L \ T [(OL 9L aqd
940§ \ 04F0q G aqmaqlq B ¢

d¢’, (2.60)
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Dale si stac¢i uvédomit, ze plati

aq’ i aq’ _ s
L R (204
oq' oq'
- =( - =0 2.65
dg ’ g’ ’ (2.65)
takze vztahy (2.60) az (2.63) pro jednotlivé operace vlozeni se redukuji na
2 2
Cw®= Il gy TL gy 2.66
(1 _
le)wL 0,
2
@_ 0L -
1X(1) L _aq]aqlq dq 9 (267)
=— - — . 2.68
le)wL <6q2 D Oq q q ( )

(2.69)

Nakonec dosadime zpét do vzorce (2.59), preznacime nékteré scitaci in-
dexy a tak dostaneme

o*L . 9L .. .. 9*L
——dq¢' — —d¢' + ¢ =——==d¢’ 2.70

iy Wi = ¢
coz je podle (2.47) rovno pravé dEy.

Poznamka: Jestlize Lagrangeovo vektorové pole X existuje, mizeme de-
finovat konzistentni pohybové rovnice druhého fadu. Obecné vSak toto pole
existovat nemusi a ani nemusi byt jednoznac¢né. Podminkou jednoznacné
existence vektorového pole X, je pravée regularita Lagrangeovy funkce L.

2.8 Vztah TO a T*O

Te¢ny band TQ i kote¢ny bandl T*Q konfiguracni variety jsou dobrymi no-
si¢i dynamiky. Mame tedy na vybér mezi dvéma hamiltonovskymi systémy:
(TQ,wr, Ep) na tetném bandlu a (T*Q,w, H) na kotecném bandlu.
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Vztah mezi nimi, tj. vztah mezi lagrangeovskou a hamiltonovskou me-
chanikou, je reprezentovan specialnim difeomorfnim zobrazenim nazyvanym
Legendreova transformace.

Prechod od tec¢ného bandlu TQ ke kote¢nému bandlu T*Q je v lokalnich

soufadnicich definovan jako zobrazeni

. o . . OH
Podminkou, ktera zarucuje difeomorfnost tohoto zobrazeni, je pritom regu-
larita Lagrangeovy funkce L.
Je ihned vidét, Ze aplikujeme-li zobrazeni (2.71) na energii odpovidajici
Lagrangeové funkci E, dostaneme pravé Hamiltonovu funkci H,

L OL o B o
Ep = q’ﬁjq.j - L(d.¢)  —  H=dpid" p)—L(¢,¢(d" p))
(2.72)
a dale také, ze Lagrangeova 1-forma @ prechazi na kanonickou Cartanovu

1-formu O,

oL . . .
0; = @dq] — 0y = p;d¢’. (2.73)

Poznamka: Kotecny bandl T*Q konfigurac¢ni variety je vyhodnéjSim no-
si¢em dynamiky, nebot symplektickd struktura je na ném kanonické, tj.
Cartanova 2-forma wy existuje nezdvisle na konkrétnim hamiltonianu H.
Dynamika je pak dana pfimo ur¢enim Hamiltonianu H. Naproti tomu, na
tetném bandlu TQ musime Lagrangeovu 2-formu wy nejprve ziskat z kon-
krétni Lagrangeovy funkce L.

Problematika vztahu mezi te¢nym bandlem TQ a kote¢nym bandlem
T*Q je podrobnéji diskutovana napt. v kapitole 18.3 knihy [5].



Z.aver

Ukolem této bakalafské prace bylo prehledné zformulovat zaklady diferencialné-
geometrického popisu lagrangeovské mechaniky. Prace si samoziejmé ne-
kladla za cil stat se podrobnou monografii, ale spise jen ,vstupni branou®
do daného tématu.

Prvni kapitola, v niz jsou zavedeny nezbytné zakladni geometrické pojmy,
seznamuje ¢tenafe nejprve s vyznamem vektorového pole pro popis dynamic-
kych systém, pficemz pojem vektorového pole je ilustrovan i na konkrétnich
elementarnich pfikladech (volny pad, harmonicky oscilator, matematické ky-
vadlo). Déle je pak zavedena konfiguracni varieta Q, jakoZzto varieta vSech
moznych poloh daného systému, a jeji tecny bandl TQ, ktery predstavuje
rychlostni fazovy prostor. Nasleduje formulace Lagrangeovych rovnic a teo-
rému Emmy Noetherové v geometrické podobé.

Druha kapitola nejprve rozvadi dilezity pojem fibrovaného prostoru,
ktery je opét ilustrovan na nékolika prikladech, a déle také ukazuje, ze no-
sicem vhodné fibrované struktury je i tecny bandl TQ. Nasleduje podrobny
popis vektorovych poli druhého fadu a jejich specialniho piipadu, Lagrange-
ova vektorového pole. Kapitola je zakoncena ukazanim souvislosti existence
symplektické struktury na tecném bandlu TQ s existenci hamiltonovské dy-
namiky na TQ a T*Q.

Doufam, ze tato prace usnadni pfipadnym zajemctim o dané téma rychle
se v problematice zorientovat, pficemz pii hlubsim zdjmu o poznani apli-
kace diferencialni geometrie na lagrangeovskou mechaniku mohou sdhnout
po nékteré z knih uvedenych v seznamu pouzité literatury.
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