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Uvod

Studium gravita¢nich vln dnes pifedstavuje rozsahly a také aktudlni obor, a to
zejména v souvislosti s pfipravovanymi nebo jiZ probihajicimi projekty vystavby
velkych detektorti gravitacnich vln na principu laserové interferometrie. Jedna se
pfedevsim o projekt LIGO ve Spojenych Statech a podobny italsko-francouzsky
VIRGO [1]. Na prvnim z nich by jiZ do roka méla zacit prvni védecka méteni. Citli-
vost detektorti fadu h < 10! by méla poprvé umoznit pfimou detekci gravitaéniho
zafeni vznikajiciho v extrémnich astrofyzikalnich situacich, jako jsou srdZky cernych
dér ¢i vybuchy supernov [2].

Vzhledem ke kovariantnimu charakteru Einsteinovy teorie relativity je ovSem
principialné problematické podat obecnou a invariantni definici prostorocasti obsa-
hujicich gravita¢ni vlny. K tomu pfistupuje problém charakterizace lokalni energie
gravita¢niho pole a nelinedrni tvar rovnic pole. Na zdkladé analogie s elektromag-
netismem byla (v rtznych formalismech) provedena algebraicka klasifikace gravi-
ta¢nich poli na Sest zakladnich typt (viz [3]). Typ pole oznacovany jako NV je dnes
obecné chapan jako prostorocas obsahujici gravita¢ni viny. V literatufe byla proto
podrobné zkoumana pfesné feSeni Einsteinovych rovnic algebraického typu N, pte-
devsim rovinné pp-viny [4], cylindrické Einsteinovy-Rosenovy viny [5], i ,sférické”
viny Robinsonova-Trautmanova typu [6]. Tyto i dalsi vyznamné zafivé prostoro-
¢asy jsou podrobné popsany spolu s fadou citaci v [7] a specialné pak v [8]. Je ovSem
ziejmé, ze vzhledem ke komplikovanému nelinedrnimu charakteru Einsteinovych
rovnic gravita¢niho pole jsou vSechna doposud zkoumana presnd zafiva feSeni jen
,modelovd”, tedy v té ¢i oné mife ,fyzikalné nerealisticka”.

Ke studiu realistického zafeni astrofyzikalnich zdroj(, které dle o¢ekdvani budou
zaznamenavat pradvé budované detektory, je proto nutné pouZivat riizné aproxima-
tivni metody a pfistupy. Prvni krok v tomto sméru provedl sam Einstein jiZ v roce
1916 [9], kdyZ z rovnic pole odvodil linearizované gravita¢ni viny v plochém prosto-
rocase. Pfi zkoumani gravita¢niho zafeni generovaného astrofyzikdlnimi zdroji se
uplatiiuji pfedevsim multip6lové rozvoje [10], nebo téZ metody numerické relativity.
Z pochopitelnych diivodii se studium linearizovanych gravita¢nich vin v minulosti
soustfedovalo pfedevsim na zafeni v plochych resp. asymptoticky plochych vesmi-
rech, pficemz se zanedbéval vliv vin na geometrii pozadi.

V roce 1968 Isaacson v dnes jiZ klasické praci [11] prezentoval zajimavou me-
todu, kterd umoznuje konzistentnim zptisobem zkoumat vlastnosti gravitac¢nich vin
vysoké frekvence, které se $i¥i v zaktivenych prostorocasech. Vysokofrekvenc¢ni gravi-
ta¢ni zafeni podobnym zptisobem studovala i Choquet-Bruhatova [12]. V pozdéjsich
letech byl déle rozvinut pfistup vychazejici z lagrangeovské formulace teorie relati-
vity [13], [14]. Jiny formalismus k popisu problému, zaloZeny na uZiti slabé limity,
vybudoval Burnett [15] a dale ho rozvinuli a aplikovali Hogan a Futamase [16].

Cilem predkladané diplomové prace je popsat, zobecnit a aplikovat Isaacsonovu
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perturbaéni metodu na zajimavé konkrétni situace. Vysokofrekvenéni gravitacni
viny v Isaacsonové piistupu pfispivaji podstatnym zptisobem ke kiivosti pozadi
na némz se samy §ifi, nebot’ pfislusna metoda umoznuje nejen urcit chovani viny,
ale také pomoci stfedovani ,lokalizovat” jejich energii. Tu lze samoziejmé pfipsat
i klasickym linearizovanym vlnam (odvozuji se pro né r@izné tenzory energie a
hybnosti, které vSak maji problémy s kalibra¢ni invarianci), ale je neporovnatelné
mensi. Navic samo pozadi (napf. plochy Minkowského prostorocas), na némz se
linearizované viny pohybuji, nepfipousti Zddné ovlivnéni pfitomnosti gravitac¢nich
vin. Tato nekonzistence klasického perturbativniho pfistupu (kterou 1ze ovSem pfejit
poukazem na aproximaci pouze prvniho fadu) byla napravena v neddvném ¢lanku
M. Efroimského [17], ktery probereme spolu s ¢clankem Isaacsonovym v pfehledové
Casti.

V ptivodni ¢asti této prace ukdZeme, Ze Efroimského ptistup nelze bez tiprav uzit
pro vysokofrekvencni perturbace, proto ho nésledné zobecnime i na tento pfipad
a porovname s Isaacsonovymi vysledky. Poté zobecnime také Isaacsonovu pertu-
rba¢ni metodu na vyznamnou tfidu nevakuovych prostorocasti. Na nésledujicich
stranach ptivodni ¢asti prace uzijeme (po vzoru Isaacsona) WKB aproximaci k vy-
feSeni rovnic pole pro pozadi a perturbace v pripadé rovinnych, cylindrickych a
,stérickych” vIn. Posledni ¢ast prace bude vénovéna feSeni Isaacsonovy vinové rov-
nice pro perturbace v pfipadé FRW modelti kfivosti £ = 0, zejména pak budeme
diskutovat vysokofrekvenc¢ni gravitacni vlny, které se mohou $ifit v de Sitterové a
anti-de Sitterové vesmiru.



Kapitola 1

Rozbor hlavnich ¢lanka souvisejicich
s tématem

1.1 Isaacsonova vysokofrekvenéni aproximace

1.1.1 Rozvoje zdkladnich tenzora

Isaacson ve svém fundamentdlnim ¢lanku [11] studuje prostorocasy, které 1ze chapat
jako pomalu se meénici pozadi (popsané metrikou v,,) s perturbacemi 5, malé
amplitudy, zato vysoké frekvence, pfi¢emZ kompletni prostorocas g,, je feSenim
vakuovych Einsteinovych rovnic. Takovy postup poprvé uzili Brill a Hartle jiz v
Sedesétych letech pfi studiu gravita¢niho geonu [18].

Zminény pfistup lze formalizovat rozvojem metriky

Juv = Vv + huu ) (11)

kde v = O(1) a h = O(e). Parametr ,malosti” ¢ = A\/L je pomérem typické vinové
délky A\ gravita¢ni vlny a $kaly L, na niZ se podstatné méni zakfiveni pozadi. O vy-
sokofrekvenéni aproximaci mtizeme tedy mluvit pokud ¢ < 1, tj. A < L. Skélu L
povazujeme za kone¢nou fadu jednotky a mizeme tedy psat O(e) = O(). Isaacson
[11] zavadi parametry € a A jako nezavislé a vztah mezi nimi urcuje aZ na zakladé
fadovych tvah z Einsteinovych rovnic; v pfipadé nulového tenzoru energie hyb-
nosti pak dostava vyse uvedené vztahy. Nase obecnéjsi zavedeni ovSem na tomto
predpokladu nezévisi, c¢ehoz pozdéji vyuZijeme.

Pred vlastnim odvozenim dynamickych rovnic pro pozadi a perturbace si po-
vSimnéme, Ze symbolicky 1ze fady derivaci zapsat

h

7 o
Oy~ 7 Oh~ . (1.2)

Tyto odhady ihned plynou z vyse popsaného zavedeni parametrti L a A\. Shrneme-li
uvedené pfedpoklady, mtizeme Fici, Ze prostorocas obsahuje vysokofrekvencni gravitacni
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vlny v Isaacsonové smyslu, pokud existuje tfida soufadnic (steady coordinates),
vzajemné spojenych infinitesimdlni transformaci soufadnic (viz. 1.1.2), ve kterych
ma metrika tvar (1.1), pficemzZ

Y = 0(1) ) hul/ = 0(5) )
Yuv,ee = 0(1) ) huu,a = 0(1) ) (13)
Yuwas = O1)s  huas

I
S
—

)
L
~

a pro Riemanntiv tenzor plati R,,,; = O(¢7"). Posledni tvrzeni snadno dokézeme
rozvojem Riemannova tenzoru v mocninach perturbaci h

Ryuni(9) = R s (1) + B s (7, 1) + B s, h) + R s(v,h) + O(h*) - (14)
kde
RELOV)’)/(S(V) = R;w*yé(’)/) ) (15)
thlll)76(77 h) = % (huyss + huswry — huyws — husiuy +
wah” wahf’u) , (1.6)

RELW s obsahuje kvadratické ¢leny v h atd. Kovariantni derivace pocitame viici me-
trice pozadi v, kterou uZivame také ke sniZovani a zvySovani indext. Plati pfitom
gt=~y"1t=hy?+h* 3+ ... . Nynipomoci (1.1), (1.3) snadno uréime fady jed-
notlivych ¢lend v rozvoji (1 4). Dominantni je ¢len R/(fy)w = O(s7"), o ¥&4d mensi jsou
RS,)/)M; =0(1) = Rfm; a Ruwé = O(e). V nasledujici ¢asti 1.1.2 si ukazeme kalibra¢ni
invarianci dominantniho ¢lenu. Diky tomu mtiZzeme RLIV)V 5 uZit k invariantnimu roz-
liSeni soufadnicovych a skute¢nych gravita¢nich vin. V nepfitomnosti vin (tj. pro
h,, = 0) se Riemanntv tenzor R,,,s(¢g) redukuje na Ruwé V pritomnosti vysoko-
frekvencnich gravita¢nich vin v8ak celkové zakfiveni prostoroc¢asu rapidné vzroste
diky dominantnimu ¢lenu wa)'y s- Pokud v prostorocase viny pfitomny nejsou, zato
kalibra¢ni transformace da vzniknout ,,vIndm” soufadnicovym, zakfiveni je stale
dano pouze vyrazem RMW s » a to diky kalibra¢ni invarianci dominantniho ¢lenu.
Navic se 1ze lehce pfesvédcit, Ze wa splituje vSechny symetrie Riemannova
tenzoru, pouze Bianchiho identity plati jen ve vysokofrekven¢ni limité:
RO

nraBsy + Ruwa ;8 + R

=0(1),

wBy;a

nebot’leva strana je fadu O(¢72).
Abychom ziskali dynamické rovnice, rozvineme stejnym zptisobem Ricciho ten-
zor a dostaneme

Ru(g) = RO(v) + RY) (v, h) + RO (v, h) + RE) (v, h) + O(h*) (1.7)



kde

RD(Y) = Ru(v), (1.8)
RE}V (77 h) = %,YpT (h’ru;up —l— hTV;;Lp - hpT;uU - hy,]/;p’r) 9 (1.9)
RI(L2'/) (v, h) = % [%hm;vhm;u + 1P (Mg + hywsrp — Brpswp — Brvp) +

h",* (hw;ﬂ - hpu;r) - (hm;p o %h;T) (hw;l/ + o = hl“’”)] (1.10)

Dominantni &len RY) = O(e™") pfedstavuje vlnovou rovnici pro perturbace na za-
k¥iveném pozadi. Oba ¢leny fadu O(1) ( totiz ng,) a Rg,)) poté uZijeme k odvozeni

vlivu vysokofrekvenénich gravita¢nich vin na pozadi .

1.1.2 Kalibraéni transformace a invariance

Nyni se soustfedime na infinitesimélni transformace soufadnic a pfipadnou invari-
anci jednotlivych ¢lenti v rozvojich (1.4),(1.7) vhci kalibra¢nim transformacim, které
tyto transformace indukuji.

Uvazujme infinitesiméIni transformaci

ol s T = gt (1.11)

kde generator spliiuje £, = O(e). V novém soufadném systému pak do ¢lenti linear-
nich v h a ¢ plati

g;w = Yuv — (h;w - gu;ll - é-l/;u) . (112)
Abychom mohli takovouto transformaci nazvat invariantni, musi zlistat tvar metriky
pozadi zachovén. Tento pozadavek je do fadu O(e) splnén podminkou ¢,,,, = O(e),
ktera je dostatecné obecnd a pfipousti vysoko- i nizkofrekvenc¢ni soufadnicové
,vIiny”. Perturbace v novém soufadném systému maji tedy tvar

Pow = hyw — Epw — v - (1.13)

Interpretujeme-li (1.13) ve smyslu teorie pole v plochém prostoru jako kalibra¢ni
transformaci (indukovanou infinitesimalni transformaci soufadnic), podléhaji vsech-
ny veli¢iny zavislé na h,, odpovidajici transformaci. Pro dominantni ¢leny rozvojt
Riemannova a Ricciho tenzoru plati

R}},} s Rf}) = R}},} - ngg,’) : (1.14)
1 =(1 1 0
wa)w — wa)w — wa)w — £§RL,,)75 : (1.15)

kde Lieovy derivace jsou dany obvyklym zptsobem

LeRy) = RpE+ RO, + RJEC, (1.16)
0 0 o 0 o 0 (o2
£5R5111)'y6 = wa)'y&;ag + Rc(ﬂ/)'yég Y + R;(mz%;g v
+REL()U)0'5§J;'Y + ngz)'yafgﬁ : (1~17)
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Vyrazy pro Lieovy derivace jsou evidentné fadu O(¢e) a dominantni ¢leny jsou tedy
ve vysokofrekvencni limité kalibra¢né invariantni. Navic vidime, Ze dodate¢né ka-
libra¢ni ¢leny pochazejici z hlavniho ¢lenu rozvoje Ricciho tenzoru neovlivni ani
¢leny fadu O(1) (tedy RELOV) a R,(fy)). Jelikoz v8ak R,(Py) nezvisi na perturbacich h,
zlstava kalibra¢ni transformaci obsahujici jen nizkofrekven¢ni viny neovlivnén ve
svém nejvyssim fadu i ¢len RELQ,,) Ptipad s vysokofrekvenénimi vinami je ponékud
sloZit€jsi a budeme ho feSit pozdéji. Jak uvidime, pravé z nejvyssiho fadu tohoto
¢lenu zkonstruujeme tenzor energie a hybnosti gravitacnich vIn.

Intuitivni fyzikalni zdtvodnéni invariance dominantnich ¢lent je néasledujici: v
oblasti o velikosti A < L vypada prostor lokalné plochy a kiivost dana perturbacemi
je lokalné kalibra¢né invariantni, podobné jako v linearni teorii slabych poli.

Zobecnéni pojmu kalibra¢ni transformace pro obecny rozklad celkové vakuové
metriky na dvé ¢asti, G, (9) = G, (v) + AG,. (7, h) = 0, nalezneme v Andersonové
préci [19], kde je také ukazano, Ze v piipadé perturbaci malé amplitudy se redukuje
na vySe zavedenou infinitesimalni kalibra¢ni transformaci.

1.1.3 Vlny v linearni aproximaci

Z (1.7)-(1.10) plynou v nejnizsim fadu pro vakuovou metriku, R, (g) = 0, rovnice
1
R (v,h) =0, (1.18)

a v dalsim fadu pak
R () = =R (3. h) . (1.19)
V této casti se budeme zabyvat prvni z nich, rovnici (1.19) prozkouméme v nasledujici
Casti1l.1.4.
Nalezené kalibra¢ni volnosti vyuZijeme ke zjednoduseni vypoctti. Nejprve ovsem
pfejdeme k novym proménnym, a to transformaci dobfe zndmou z teorie linearizo-
vanych gravita¢nich vln v Minkowského prostorocase

Yuw = by = 37wh 0 =7 ag (1.20)

kde h = v*h,5. Pomoci tohoto nového tvaru perturbaci pfepiseme vinovou rovnici
(1.18) do tvaru

. . . . 0 P p p
Vs 5 = 39?5 — us”, — us?, — 2RE) P — ROy, — ROy, =0. (1.21)
Zobecnénim kalibra¢nich podminek kladenych na nehmotna pole spinu 2 v plochém
prostorocase ziskame omezeni

=0, (1.22)

)

b o= 0. (1.23)



Nesmime ovSem zapomenout, Ze kalibra¢ni invariance vlnové rovnice (1.21) je pouze
piiblizna. Nastésti ¢leny nejvyssiho fadu O(e ') a O(1) kalibra¢né invariantni jsou,
maji tedy skute¢ny fyzikalni vyznam. Zbyly ¢len O(e) je ale promichan se ¢leny
obsahujicimi Lieovy derivace (pochazejicimi z kalibra¢ni transformace), nelze mu
tim padem dat jasny fyzikalni smysl.

Nyni se pokusime vybrat privilegovanou kalibraci spliiujici podminky (1.22),
(1.23). V nasledujicich vypoctech budeme vzdy vynechéavat ¢leny s Lieovymi deri-
vacemi, jelikoZ vytvaii korekce vyssiho fddu a neobsahuji perturbace 1),,. Nejprve
urc¢ime, jak se kalibra¢ni transformace projevuje v novych proménych (1.20) :

w;w = 'LE;W = 1/);w - gu;u - gu;u + 'Y;wéha;a ) (124)
Y ;/;W Vo= g, — fu;y;y — RELOV)gV , (1.25)
Y = p420,. (1.26)

Pokud tedy vybereme £ jako feSeni nehomogenni soustavy parcidlnich diferenciél-
nich rovnic
gﬂ;u;y + Rg)y)fy = w;w;y , ga;a - _%w )
snadno se presvédéime, Ze podminky (1.22), (1.23) jsou pro 1, splnény. Diky tomu
navic platit,, = h,, avysledny tvar vinové rovnice bez ¢lent s Lieovymi derivacemi
je
Ol = hy® 5 — 2R 07 — ROW, — ROK7, = 0. (1.27)

Operétor ¢ je pfirozenym zobecnénim d’Alembertova operatoru na zakfivené pro-
storocasy, jak ho pro symetrické tenzory navrhl Lichnerowicz [20].

Pokud rovnici (1.27) zkontrahujeme, ziskame h¥.; = 0, takZe je konsistentni s
podminkou (1.22). Jejim kovariantnim zderivovanim ziskdme

v N4 14 0 0
(Ohy) = hy 6;6 - RI(L[')/)h ﬂ?ﬂ - (QR;(W);/J’ - Rl(//ﬁ);u

VW' = 0(e) , (1.28)

takZe konsistence s druhou kalibra¢ni podminkou je narusena. Ve vysokofrekvenc¢ni
aproximaci ovSem mutiZeme narudeni tohoto fddu zanedbat. Navic je zfejmé, Ze kon-
zistence je pfesnd v piipadé prostorocast s konstantni kfivosti. To je dtisledek , dob-
rého” chovani vlnové rovnice (1.27) na rozdil od ,nejjednodusi “rovnice hW;B =0,
kterd se lisi o ¢leny fadu O(e).

Vysokofrekvenéni gravita¢ni viny jsou tedy v nejnizs§im fadu feSenim vInové
rovnice (1.27) spliiujicim navic podminky (1.22) , (1.23). Ty ztistanou nezménény po

;8

provedenti kalibra¢ni transformace generované feSenim soustavy:
v 0)¢ev __ a
&, TRWE =0, €,=0.

Tuto zbylou kalibra¢ni volnost mtiZeme uZit k dalsimu omezeni nefyzikalnich stupna
volnosti. Obvykle klademe podminku

huo = 0. (1.29)
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Poznamenejme, Ze vinovou rovnici (1.27) mizeme obdrZet pomoci klasického
varia¢niho principu pro nésledujici hustotu lagrangianu

L= L(%h(m;pha/ﬁ;p - %h;ph;p + h;ahaﬁ;ﬁ - haﬂ;phﬂﬂ;a)(_’Y)l/Q . (1-30)

32m

Toto £ ovSem neni kalibra¢né€ invariantni. Navic pfislusny kanonicky tenzor energie

a hybnosti
oL

~—h
Ohys, YOk

neni symetricky ani kalibra¢né invariantni, a navic ¢, nemusi byt positivné definitni.

MacCallum s Taubem [13] a Araujo [14] pouZili pro vysokofrekvencni gravita¢ni
vlny pfi variaci integralu I = [ R(g)\/—g d*X techniku vystfedovaného lagrangianu
a takzvanou ,two-timing” metodu (spociva ve variaci na dvou skalach odpovidaji-
cich pomalu se ménici amplitudé a rychle se ménici frekvenci perturbaci). Vyhodou
tohoto pfistupu je, Ze stieduji skalar a nikoli tenzor, jak postupoval Isaacson [11].
Ovsem diky tomu, Ze jejich postup pfi ur¢ovéni vlivu vln na pozadi je iterativni (za-

t, = L6, — (1.31)

¢inaji vakuovym prostoro¢asem a postupné dodavaji dopoctené korekce) dostavaji
velké omezeni na vztah mezi velikosti perturbaci ¢ a jejich vinovou délkou A. V obou
¢lancich dojdou k podmince £ < \?, coZ je ovéem ve srovnani s Isaacsonovym pfi-
stupem [11] , kde mohou byt obé skaly stejné, silné restriktivni.

1.1.4 Efektivni tenzor energie a hybnosti pro gravitacni zafeni

Nyni (ve vySe definované kalibraci) odvodime tenzor energie a hybnosti gravitac-
niho zafeni, ktery efektivné urcuje vliv vin na metriku pozadi. K tomu upravime
rovnici (1.19) do formalniho tvaru Einsteinovych rovnic

RO _ L RO — gﬂTijf , (1.32)

nv

kde efektivni tenzor energie hybnosti je ddn nasledujicim zptisobem

Tt =~ (B~ B®) =~z (Qu = Sw?,) - (39)
Tenzory () a S maji po vyuZiti kalibra¢nich podminek nésledujici tvar

Q;w = _%hm;uhw;u +h™ (hw;ﬂ - hpu;f) - %71“’ (lhm;ahm;a - hm;ph&ﬂﬁ) ) (1'34)

2
S’ = —=60h hary — B (hyvsr — hepyy — Brv) + 3Yuhar RO7 (1.35)
Tenzor () je kvadraticky v 0h, kdezto S méa formu typu hoh. Vzhledem k tomu, Ze
pfispévek od S v (1.33) mé tvar divergence, miiZeme ho pfi pouziti integralniho
sttedovani zanedbat. Dal$im dtvodem, pro¢ uvaZovat sttedovani, je znamé analo-

gie s elektromagnetismem. KdyZ studujeme dielektrikum, také se nesnazime urcovat
zmény elektrického pole na trovni meziatomovych vzdélenosti, v naprosté vétsiné
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pfipadt vystfedujeme Maxwellovy rovnice pfes oblast fadové vétsi, nez jsou roz-
méry nabojovych fluktuaci a zabyvame se pouze vystifedovanymi veli¢inami. Situace
u vysokofrekven¢niho gravita¢niho zafeni je obdobnd. Také néds nezajimaji detailni
fluktuace pozadi zptisobené perturbacemi, ale pfedevsim jejich makroskopicky vliv
na kfivost.

Stfedovéani vysokofrekvencnich vin pres ¢as poprvé uzili Brill a Hartle jiZz pfi
studiu gravita¢niho geonu [18]. My ovSem nemame viceméné stacionarni problém,
proto budeme stfedovat pfes prostorocasovou oblast, podobné jako Arnowitt, Deser
a Misner [21]. Uzity postup budeme pfesto oznacovat BH stfedovini a zapisovat ho
(---). Sttedovani bude probihat pfes oblast, jejiz charakteristicky rozmér je maly v
porovnani se $kdlou na niz se méni pozadi. Je oviem nezévisly na ¢ (t.j. O(1)), a proto
velky ve srovnani s vinovou délkou zafeni ve vysokofrekvencni limité. Pravidla
pro tpravy ¢lenti tenzoru energie a hybnosti plynouci z takového stiedovani jsou
nésledujici:

1. Divergencni ¢leny jsou redukovéany faktorem e, v nejniz$im fddu aproximace
miizeme napfiklad vypustit ¢len S,,,”,,.

2. Mtzeme integrovat ,per partes” a vynechat povrchové ¢leny, které jsou také o
fad zredukovany.

3. Komutator kovariantnich derivaci perturbaci je o dva fady niz$i nez druha

derivace perturbaci, takové derivace v limité€ ¢ — 0 proto komutuji.

Vysledny tenzor energie a hybnosti dany sttedovanim (1.33) ma tudiZ jednoduchy
tvar [11]
Tl = 57 (W uhpr,) + O(e) . (1.36)

Pokud navic kalibraci zajistime hg,, = 0, je T3 pozitivné definitni.

Nyni se budeme zabyvat invarianci tohoto vyrazu vtci kalibra¢ni transformaci
obsahujici vysokofrekven¢ni viny. Ke zjednoduSeni vypocti uzijeme schematicky
zapis. Po provedeném stfedovani je zfejmé, Ze k vyslednému tenzoru piispivaji
pouze ¢leny vySe definovaného tenzoru ) ~ (9h)?. Kalibra¢ni transformace h
h ~ h + O¢ se projevi nasledujicim zptisobem

Q = @ ~ (0h)” + (0h)(9°€) + (9"¢)” .

Pro vysokofrekvenc¢ni viny pfedpokldddme ¢, = O(1) a tedy takovéto derivace v
limité kratkych vlnovych délek komutuji. Dodate¢né ¢leny vzniklé kalibra¢ni trans-
formaci nyni dale upravime. Clen (9h)(0%¢) 1ze integraci , per partes”, komutovanim
derivaci a aplikaci vIlnové rovnice pfevést na divergenci. Podobné upravime i ¢len
(0%¢)?. Uzitim pravidel pro pocitani s vystfedovanymi veli¢inami nakonec dosta-
vame (viz. [11])

TBH oy TBH — TBH | O(c) |
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Je tedy zfejmé, Ze tenzor energie a hybnosti je ve vysokofrekvencni limité kalibracné
invariantni. To ovSem plati jen zasluhou vySe popsaného stfedovani.

1.1.5 WKB analyza

V plochém prostorocase se vilnova rovnice (1.27) redukuje na znamy tvar [0, = 0,
jehoZ feSeni obvykle hledame jako fourierovskou komponentu obecného fesSeni ve
tvaru

hy = A,y expikas®

kde A,, i k, jsou konstanty. V nasem piipadé je ovSem prostorocas globilné zaktiven,
ale mtizeme ho povaZovat za lokdlné plochy v oblastech o rozméru < L (nebot’
REL% s ~ L2, jak plyne uzitim Riemannovych normalnich soufadnic). Na této skale
budou tedy zminéné parametry priblizné konstantni, ale globalné to musi byt pomalu

se ménici funkce. Regeni naseho problému tedy zkusime hledat ve tvaru
hyw = Ay expie (1.37)

kde A,, = O(¢) je pomalu se ménici redlnd funkce polohy v prostorocase a ¢ je redlna
tunkce s velkou derivaci (coz zajiStuje vysokou frekvenci zafeni), jejiZ hodnota se
méni pomalu (coz odpovidé zvolna se ménicimu £,,). Fyzikalné to odpovida vyso-
kofrekvenéni viné bez rychlych zmén vlnové délky, tedy situaci, kterou zpravidla
ocekdvame. Nazev WKB aproximace pro zminény tvar feSeni je motivovdn zndmym
pouZitim této aproximace pro feSeni jednodimensionélnich problému v kvantové
mechanice. Jesté dfive vSak byl tento pristup pouzit také v elektromagnetismu (ei-
konalovéa rovnice v geometrické optice) a v akustice, fyzice plazmatu, teorii elasticity
i hydrodynamice. Proto se pouZivaji také jiné nazvy, napf. eikonalova aproximace
nebo metoda staciondrni faze.
Vzhledem k moZzné korespondenci s rovinnou vlnou zavedeme vlnovy vektor

ko = ¢ - (1.38)

Shriime nyni pfedpoklddané fady jednotlivych vyrazt, se kterymi budeme pracovat

0  _ wo
Rl = 00, A = 06, 1
k, = O, ko, = 0.
Substituci (1.37) do kalibra¢nich podminek (1.22) a (1.23) ziskame
VAL = 0, (1.40)
ik, A" + A", = 0. (1.41)

vl

V rovnici (1.41) je prvni ¢len fadu O(1) a druhy pouze tadu O(e). V nejnizsi aproxi-
maci proto musi platit
k, A" =0 . (1.42)

13



Podobné po substituci do vinové rovnice (1.27) dostavame
(—kskPAL) +i (2kA.7° + K2 5A4,.)

1.43
+ (A,L,/ﬁ;g —2RY A% — R® A7, — R(U‘?A”#) ~0. (1.43)

ovpf

Cleny v z&vorkach odpovidaji stejnym fadéim; prvni zévorka je ¥adu O(¢ '), druha
O(1) a tfeti O(g). V nejnizsim fadu proto musi platit

sk = 0. (1.44)

Ze zavedeni vinového vektoru plyne, Ze je normalou k ploSe konstantni faze, udava
proto smér toku zafeni. Rovnice (1.44) tedy fika, Ze gravitacni paprsky jsou nulové
vektory. V analogii s elektromagnetismem ji miZeme zapsat ve tvaru eikonédlové
rovnice "¢ ,0, = 0.

Zavedme nyni kongruenci kfivek s tetnym vektorovym polem k*. Takovéto
kiivky z* (1) jsou feSenim rovnice

dz"
= k" . (1.45)
Jsou to zjevné nulové geodetiky a [ je preferovany afinni parametr, nebot’ kova-
riantnim zderivovanim, uzitim symetrie Christoffelovych symbolti a zdménnosti
parcialnich derivaci snadno dokazeme £, k" .

Paprsky vysokofrekven¢nich gravita¢nich vIn jsou tedy paralelné pienaseny
te¢né podél nulovych geodetik v naprosté analogii s elektromagnetismem. Proto
vlny ve WKB aproximaci podléhaji rudému posuvu a ohybu stejnym zptisobem
jako svétlo.

Pokro¢ime-li ke druhému fadu vinové rovnice (1.43) ziskame vztah

Alhs + LA,k 5=0. (1.46)

Opét po vzoru elektromagnetismu oddélime chovani amplitudy a polarizace. Za-
vedme normalizované tenzorové pole polarizace e,, = (A" A,,) "/* A, (tedy sku-
tecné e, e’ = 1) a definujme amplitudu viny A = (AWA“”)I/ ?, coZ je realny neza-
porny skalar urcujici intenzitu pole. Po provedeni substituce A4,, = Ae,, v rovnici
(1.46) dostavame

(Agk” + 1AK% 5) e, + Aeysk” = 0. (1.47)

Vynasobenim tenzorem e*” dostaneme
(InA) k% +L1kP5=0. (1.48)

Uzitim rovnice (1.45) upravime pfedchozi vztah na obycejnou diferencialni rovnici
podél paprskt
4(InA)=—L1Kl g, (1.49)
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ktera ndm 1ik4, jak se amplituda perturbaci zmen3uje s rozbihajicimi se paprsky.
Pro polarizaci z rovnice (1.47) odvodime vztah

De,,

—0. 1.
=0 (1.50)

ew;ﬁkﬂ =

Tenzor polarizace je tedy pfendsen paralelné podél nulovych geodetik 2#((). V libol-
ném pevném bodé této geodetiky mtizeme klast pocate¢ni podminky:

ewk” = 0, (1.51)

ey = 0. (1.52)

Jelikoz e, i k, se prenaseji paralelné, tyto podminky plati podél celé geodetiky,

coz zarucuje konzistenci s podminkami (1.40) a (1.42). Podobnost s geometrickou

optikou je tedy zfejm4, podrobné je rozpracovana v dodatku k prvnimu Isaacsonové
¢lanku [11]. Pokud rovnici (1.48) pfepiSeme do tvaru

(A7) ; =0, (1.53)

miizeme ji také interpretovat jako ,,zdkon zachovani poctu gravitonii”, jestlize ve
shodé s Isaacsonem definujeme

N = / A (=) dPa (1.54)
s
kde ¥ je prostorupodobna nadplocha a z° odpovidajici ¢asova soufadnice. Uzitim

Greenovy véty zjistime, Ze pro gravita¢ni viny s lokalizovanym zdrojem plati Ny = 0.
Z vyse uvedeného plyne, Ze hledame-li tedy perturbace ve tvaru

hu, = Re{Ae,, expi¢p}, k,=¢,, (1.55)

spliiuji veli¢iny tyto rovnice

k" k, 0, (1.56)
pviak” 0, (1.57)
(AZkﬁ); 5 0, (1.58)
e’ e 1, (1.59)
ke 0, (1.60)
e = 0 (1.61)

Nyni pouZzijeme tuto WKB aproximaci ke zjednoduseni tenzoru energie a hyb-
nosti (1.36) gravita¢niho zafeni ve vysokofrekvencni limité (VF). V nejnizsim fadu
plati

Ty = (= Akukysin® ¢) = = A%k,k, . (1.62)

647

15



To je pfesné tvar pro pole ,nulového” zafeni (jaky ma napiiklad téZ cisté elektro-
magnetické zafeni).

Nyni Ize fesit vakuové Einsteinovy rovnice do druhého fadu. Obecné mame deset
nezavislych rovnic urcujicich tvar perturbaci, které se ifi na pozadi uréeném dal-
$imi deseti Einsteinovymi rovnicemi, na jejichz pravé strané vystupuje tenzor 7"
Tento problém je samoziejmeé sloZity a pfi feSeni konkrétnich piikladti s vyhodou
vyuZijeme symetrie feSeni.

WKB aproximaci mtizeme aplikovat také na dominantni ¢ast Riemannova ten-
zoru, kterou uZijeme k rozpoznéni soutadnicovych a fyzikélnich vIn,

Ry s = —2kyhuks +O(1) (1.63)

M%) =

kde hranaté zavorky znaci antisymetrizaci. Pokud si pfipomeneme, Ze tato cast
Riemannova tenzoru je fadu O(e '), pak jednoduse z rovnic (1.56) a (1.60) ovétime
platnost vztahu R,,.;(g)k° = O(1). V ramci této aproximace jsme tedy dospéli k
velmi zajimavému vysledku. Celkova metrika je v nejnizsi aproximaci typu N v
Petrovové algebraické klasifikaci.

WKB aproximace je tedy velmi uZitecnd, ovSéem ma i svd omezeni. Pokud se
vratime k rovnici (1.48), vidime, Ze v pfipadé konvergentni kongruence nulovych
geodetik amplituda zafeni roste. Jesté pfed , kolapsem” takové kongruence a vzni-
kem singularity tedy piestaiva WKB aproximace platit.

1.1.6 Zobecnéni na vice modua

Dosud jsme studovali jen monochromatickou vlnu, nyni provedeme piimocaré zo-
becnéni na jejich superpozice [11]. Necht’perturbace 1ze zapsat

kde kazda monochromaticka vilna h%’;} = AL";} exp i¢™ je feSenim vlnové rovnice
(1.27). Pak je diky jeji linearité také (1.64) feSenim. Pokud jde o tenzor energie a

vl

hybnosti, v nejnizsi aproximaci plati

(97 e = 3 KPR At i i sin )

Pro nekoherentni viny uZijeme ortogonality sinti pii sttedovéni a vysledkem je

TLF _ ZT;[LTWF (1.65)
TL[LT}VF = L A[m})QkLm]k[ym} (1.66)

Pro rtizné médy vysokofrekvencnich vin tedy plati princip superpozice.
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1.2 Slabé gravitacni vlny v zobecnéném formalismu

1.2.1 Ve vakuu

M. Efroimsky v zajimavém pfispévku [17] popsal novy piistup k problému studia
slabych gravita¢nich vIn. Na nésledujicich strankéch jej pfibliZime a porovname jak
s klasickym pfistupem, tak i s vysokofrekvencni aproximaci. Efroimského pfistup
je pozoruhodny predevsim tim, Ze umoZnuje konzistentné pripsat tensor energie a
hybnosti také nizkofrekvencnim gravita¢nim vindm na daném pozadji, oproti klasic-
kému pfiistupu, ktery pracuje pouze s vakuovym pozadim (viz. napft. linearizované
vlny na Minkowského pozadi). Formalismus je zaloZen na zavedeni tii rtiznych
hladkych nedegenerovanych symetrickych metrik na diferencovatelné varieté M:

1. v, — vakuova metrika odpovidajici ¢istému pozadi bez gravita¢nich vin,
2. g — celkova vakuova metrika obsahujici pozadii viny,
3. qu — nevakuova metrika obsahujici pozadi a perturbace jejichZ vinova délka

je vétsineZ L (v podstaté vystfedovana celkova metrika).

Dostavame tak tfi riizné metrické prostory. Hodnota L je zavisla na observacnich
schopnostech pozorovatele a odfiznuti velmi nizkych frekvenci 1ze chapat jako pfiro-
zeny proces plynouci z ,experimentu”.

V Kklasické teorii slabych linearizovanych gravita¢nich vin dochdzi k mirné ne-
konzistenci, nebot’ bere v tivahu jen metriky v a g, a odpovidajici perturbace ve
tvaru

G = Yy + P -
Nésledné definuje kontravariantni komponenty metriky
g =" =B+ O(h?)
ovSem ke sniZovani a zvySovani indexti u ostatnich tenzort pouZzivd metriku v, .
Neni tedy jasné, na Riemannoveé varieté jaké metriky se nachazime.

Efroimsky pro libovolnou metriku g definuje Ricciho a Einsteintiv tenzor nasle-
dujicim zptsobem

R.(9) = [%gw(gpu,u + Gouw — Gup)ly — [%gw(gm,u + Gy = Gurp)]

"'[%gyé(gpén + Gpv,6 — gvé,p)][%gap(gpu,u + Gpuw = Guvp)] (1.67)
_[%gw(gpé,v + Govs — gvé,p)][%gép(gm,u + Gouy = Gurp)] 5
Guv(9) = Ruv(9) = 599" Rap(9) , (1.68)

kde g*” = (g),;}. Tyto definice maji tenzorovy charakter bez ohledu na to, ve kterém
Riemannové prostoru (pro danou varietu M) se nachdzime. S ohledem na nase
predpoklady 1.-3. pak plati

G (7) = Gulg) =0, Gulg) #0. (1.69)
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Zavedme dale dvé kovariantni tenzorova pole uréujici rozdily mezi komponentami
vyse definovanych metrik:

hw = G — Qv s & = Qv — Vv - (1.70)

V tomto bodé nyni specifikujeme, na jakém Riemannové prostoru se budeme pohy-
bovat: jak sniZovani a zvySovani indext, tak i kovariantni derivovani bude prova-
déno pomoci metriky ¢. Napfiklad pro nové zavedend vektorova pole plati

N N T L (1.71)

Pfi vypoctu Ricciho tenzoru ovSem nesmime zapomenout, Ze je definovan s po-
uZitim inverze pfislusné metriky a nikoli pomoci kontravariantnich komponent.
Nyni vezmeme h,,, jako perturbace metriky ¢,, a rozvineme Ricciho tenzor metriky
g, stejnym zptisobem jako v Isaacsonové vysokofrekvenéni aproximaci (1.7)—(1.10)
tlohu vy nyni pfebira ¢ , tlohu h maji i a &, a g reprezentuje obé vakuové metriky ¢
anvy:

Ru(9) = RO)(q) + RO (g, h) + RE)(q,h) + RE) (g, h) + O(hY) . (1.72)

Podobné rozvineme
Ru(v) = RO)(q) + R)(q, —&) + R%)(q, —&) + O(&?) . (1.73)

Jelikoz R (¢, —&) je linedrni v perturbacich —&, mtizeme jejich znaménko vytknout.
Podle pfedpokladti jsou metriky g a v vakuové, a plati tedy

0= Ru(9) = Bu(y) =

= R()(g,h) + R3) (. h) + R) (g, &) + RG) (g, h) + O(h') + O(&”) . (1.74)

nv nv nv

Efroimsky poté vznasi tii pfedpoklady:
(i) perturbace hi& jsou malé v tom smyslu, Ze &leny O(h*) a O(&?)
miizeme vici pfedeslym zanedbat,
(i) mezi perturbacemi plati vztah & ~ h?,

(iii) tenzorové pole h,, sestdava z mod, jejichZ vlnova délka nepresahuje danou
skalu L.

Interpretace takto zavedenych perturbaci je pak nasledujici: , charakterizuje méfi-
telné gravitacni viny a &, je posun geometrie z vakuové metriky v na nevakuovou
metriku ¢, zplisobeny pfitomnosti gravita¢nich vin. Diky vySe uvedenym pied-
pokladtm, pak rovnici (1.74) interpretuje jako vlnovou rovnici pro perturbace h na
pozadimetriky ¢. K tomu je ale tfeba vyjadfit & pomoci h. Po uziti Brillova-Hartleova
stfedovani pres oblast velikosti L na rovnici (1.74) takovy vztah skute¢né ziskdme

R (q,&) = (R (g, h))1 - (1.75)
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Na levé strané jsou odstranény stfedovaci zavorky, nebot’ obsahuje jen médy s vl-
novou délkou presahujici L. Z této rovnice je zfejmé, pro¢ u nizkofrekvenc¢nich vin
plati pozadavek (ii). Je ovSem jasné, Ze pro Isaacsonovu vysokofrekvenéni aproxi-
maci tento bod neplati, piestoze Efroimsky sviij postup povaZuje za universalni.
V kapitole 2.1 bude nastinéno feSeni tohoto problému.

Pokud jsou vSak predpoklady (i)-(iii) splnény, miZzeme v souladu s ¢lankem
[17] zavést kalibraci pro & analogickou (1.22), (1.23), ur¢enou rovnicemi &,* =
0,&,,"” = 0. Pomoci téchto vztahti Efroimsky upravi levou stranu (1.75), pficemz
uzije komutativity kovariantnich derivaci (ktera zde ovSem zjevné obecné neplati).
Pokud pfislusnou chybu napravime a vypocet provedeme v rdmci zavedené kalib-
race, ziskdme nésledujici explicitni vztah pro vypocet posuvu geometrie & pomoci
perturbaci h

& 5 —2RE) ()& — RO ()&, — RO ()& = 2(RP (¢, 1)1, . (1.76)

ouvf no vo iy

Nyni obratime pozornost na Efroimského odvozeni tenzoru energie a hybnosti
gravitacnich vIn. V analogii s rozvoji Ricciho tenzort plati

0= Gu(7) = Gul9) + Gi)(g, —&) + O(&?) . (1.77)
Na zakladé tohoto vztahu, pak uvazuje nasledujici Einsteinovu rovnici
Gug) = 87T = Rii)(g, &) — 30,00 R{) (0, &) - (178)

Ze vztahu (1.75) tedy plyne, Ze v ramci Brill-Hartleova stfedovéni se pravé zavedeny
tenzor energie a hybnosti gravitacnich vin shoduje s Isaacsonovym. Efroimsky ale
nespravneé tvrdi, Ze Isaacsonova metrika pozadi odpovida jeho vakuové metrice +.
Podstatou vysokofrekvencni aproximace je ovSem pravé nevakuovost pozadi, které
tim pddem odpovida metrice gq.

Vyhodou popsaného Efroimského postupu je pfedevsim moZnost konzistentniho
pfistupu ke slabym nizkofrekvencnim gravitacnim vlndm a explicitni odvozeni tenzoru
energie a hybnosti pro tento pfipad.

1.2.2 'V pfitomnosti latky

Ukazeme nyni Efroimského zobecnéni postupu na pfipad nenulového tenzoru ener-
gie a hybnosti 7),,(m, ) , kde ¢ zastupuje latkova pole a m libovolnou z metrik
q,7, g. Pfipadny kosmologicky ¢len pro zjednoduseni tvah zahrneme do 7),, (pro
FRW prostoro¢asy to znamena piitomnost ideélni tekutiny tlaku p = —Z-A a hustoty
p = z=A). Tti zékladni metriky maji nyni ponékud odligné vlastnosti:

1. 74 — nevakuova metrika odpovidajici ¢istému pozadi bez gravita¢nich vin,
splijici Einsteinovy rovnice s 7}, (7, ¢),
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2. g — celkovéa nevakuova metrika obsahujici pozadi i viny, splitujici Einstei-
novy rovnice s 7,,,(g, ¢),

3. ¢ —nevakuova metrika obsahujici pozadia perturbace jejichZ vinova délka
je vétsi neZ L (v podstaté vystfedovana celkova metrika).

Pertubace h,, a &,, maji stejny Vyznam (1.70) jako v ptipadé vakua. Pokud zave-
deme T}, (m, ) = T, (m, ) — smum®T,5(m, ), miiZzeme vyuzit dfive odvozenych
rozvoju Ricciho tenzoru, a plati proto

RW(”Y) = SWTMV(% ©), RW(Q) = SWTMV(% ©) (1.79)

Ru(q) =87 |Tou(g,0) + T2 (q, hy 0)| (1.80)

a T\") je nevakuovy tenzor energie a hybnosti gravitaénich vin. Provedeme-li od-
vozeni v souladu s (1.72), (1.73) a (1.74), ziskame do tietiho fadu v h uzitim & ~ h?
rovnici

R{)(q,h) + R()(q, &) + R() (g, h) + R (g, h)
) 5 3 N (1.81)
_ 1 2 3
=8 [T (g, h, ) + T (a. &, @) + T2 (g, by 0) + T (a, b )|
kde
T (@, h,0) = TO)(a,h, @) — 2huwa®Tas(a,¢) + 30 h™ Tos (g, ¢)
quqaﬂT; (0,5, ) , (1.82)
T(q,h,9) = TO(ahy ) + 3huh®Tag(a,¢) — Shuwa® T (4, b, )
Qq;whaﬁT ( q, h: ()0) - %QuuqaﬁTc(fﬁ) (qa h7 ()0)
_§quuhcwhaﬁTa,8 (Qa h, 90) . (183)

a podobné pro & namisto h. Zde Té,l,) a T,EIQ) jsou piislusné linedrni a kvadratické ¢leny

v rozvoji tenzoru energie a hybnosti v mocnindch ~ nebo &. Abychom mohli (1.81)
povazovat za vlnovou rovnici, vyjaddiime & pomoci h vystfedovanim této rovnice
podobné jako v nevakuovém piipadé

R (q,&) — 8m(T)(q, &, ¢))r, + (R (¢, k), — 87(T (¢, h, ) =0.  (1.84)

Z rovnice (1.81) je dobfe vidét, Ze i v linedrni aproximaci vlnové rovnice pro nizko-
frekvenéni gravitacni viny,

RO (g, h) — 87T ) (g, h,0) =0, (1.85)

(1%

existuje pfima zavislost na negravitacnich polich ¢. Jak ukazal Efroimsky [17], v
pfipadé idedlni tekutiny a cisté gravitacnich vin Ize tuto zavislost odstranit. Dalsi
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postup mirné pfeformulujeme, nebot’ v ¢lanku [17] je ponékud nepiehledny a vy-
skytuje se v ném jedna (pravdépodobné tiskova) chyba. K vyjadfeni tenzoru energie
a hybnosti gravita¢nich vin rozvineme Einsteinovu rovnici G, (v) = 877, (7, ¢)
okolo metriky ¢ :

Gou(q) + GO)(q, —&) = 87 [To(q,¢) + T3 (0, —&, ¢)] - (1.86)

Porovnanim s rovnici (1.80) upravenou do podoby Einsteinovy rovnice pro g ziskame
pro hledany tenzor nésledujici vyjadieni

8T (g, by ) = =871 (a, &, ) + G4 (4, &)
= 87T (¢, &, ¢) + R\ (0, &) — §quq™ Ri)(q. &)  (1.87)

(N «

s\d
+§QMu&a’8Ra5 (q) — %&uvqaﬂRaﬁ( ) -

Vidime, Ze od vakuového piipadu (1.78) se lisi nejen pfitomnosti ¢lenu Tls,lj) pocha-
zejiciho z rozvoje tenzoru energie a hybnosti latky, ale i dodate¢nych ¢lentt danych
geometrii, které jsou ve vakuovém piipadé nulové. Ekvivalentni vyjadfeni tenzoru
1ze ziskat rozvojem Einsteinovych rovnic pro metriku g, pokud si uvédomime, Ze je
podle pfedchozi rovnice kvadraticky v h

8T (g, h, ) = 87T (¢, h, ) — G (q, )
= 8%Té$ac>(q, h) + 87TT153> (q,h, )+ %hwqo‘ﬂng (q,h) (1.88)
=3 h® B3 (1) = 3™ Re(0) + 50uh™he’ Roj (@)
Shriime zavérem, Ze uvedeny postup nezahrnuje negravita¢ni perturbace, napiiklad

rychlosti a hustot. Pfislusné zobecnéni by vsak zmeénilo pouze explicitni tvar rozvoje
tenzoru energie a hybnosti .
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1.3 Detektory vysokofrekven¢nich gravita¢nich vin

V Gvodu prace jsme jiz uvedli, Ze problematika detekce gravita¢nich vin dnes pied-
stavuje vysoce aktudlni téma. Zmifime se proto nyni o zajimavych teoretickych
pracich Tourrence [22] a Cruise [23], které se zabyvaji problematikou mozné detekce
gravitacnich viln vysokych frekvenci prostfednictvim elektromagnetickych detek-
torti. V principu lze k elektromagnetické detekci uzit mnoho zptsobfi, ale teprve
rozvoj elektroniky v poslednich letech umoziiuje zvyseni citlivosti aparatur na hra-
nici detegovatelnosti predpovézenych realistickych amplitud gravita¢niho zafeni.
Jednim ze zptisobil je pozorovani zmén parametrti R, L , C v normalnich ¢i supra-
vodivych elektrickych obvodech. Dal$im je sledovéani malych zmén vlastnosti elek-
tromagnetickych vin pfi prichodu vinovodem. Jak ukézal Tourrenc [22],1ze v tomto
pfipadé plisobeni gravita¢ni viny na elektromagnetické pole rozdélit na:

e piimé, kterym se budeme zabyvat déle,
e nepfimé, dané zménou geometrie hrani¢nich podminek (stén vlnovodu),
e vliv na podstatu hrani¢nich podminek (napfiklad hustotu naboje na rozhrani).

Pfimy vliv analyzuje ¢lanek Cruise [23] pro pfipad rovinnych gravita¢nich vin o
trekvencich tddu MHz az GHz (interferen¢ni detektory zachyti maximalné KHz) na
Minkowského pozadi. Diky tomu ziskadva explicitni vysledky umoZziiujici odhady
citlivosti aparatury pfi zapocteni Sumu. V nésledujicich odstavcich se pokusime
o aplikaci Cruiseova postupu na specialni pfipad Isaacsonovy vysokofrekvencni
gravita¢ni viny.

Podstatou aparatury je vysokofrevenc¢ni elektromagneticka vlna obihajici v kru-
hovém vinovodu. Abychom mohli k jejimu popisu pouZit geometrickou optiku musi
mezi vlnovou délkou )\, elektromagnetické a )\, gravita¢ni vlny platit vztah A, < Ay
(toto omezeni by mohlo byt v nasem piipadé v principu dosti restriktivni). V ta-
kovém ptipadé se elektromagneticka vlna $if{ prostfednictvim paralelniho pfenosu
polariza¢niho vektoru II* daného rovnici

dIm dz”

— 4+ T8 (g)IT” =0 1.89
dS + Va'(g) dS Y ( )

kde s je parametr kruhové drahy ve vinovodu a g je celkova metrika obsahujici per-
turbace. Pokud uvaZzime rozklad g = v + h v Isaacsonové smyslu (véetné odpovida-
jicich fadt derivaci jednotlivych ¢lentt), pak nejvyssi fad v rozvoji Christoffelovych
symbolti je

Mo = Tle(0) + Tls (1, 1) (1.90)

- — 1
kde FIVLO' (7? h) - 5’7# (h5V,U + hmﬁ,u - hua,é)'
Poté, co zvolime vhodnou soustavu soufadnic odpovidajici roving, ve které se
nachédzi kruhovy vinovod, a pocatecni polarizaci elektromagnetické viny $ifici se
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vlnovodem (s = 0), mliZzeme na zdkladé€ rovnice (1.89) spocitat, jak se polariza¢ni
vektor v dlisledku ptisobeni gravita¢niho zafeni méni. Tuto rovnici totiz mtzeme
integrovat pfes s a ziskdme tak pro jeho zménu rovnici

S1ATTH S1 dx®
AH‘L:/ s = _/ <F,‘ja(g)l_[”; >ds. (1.91)
0 0

S

Abychom demonstrovali, jak vyhodny je tento postup v nasem pfipadé, pfejdeme do
lokélni kartézské soustavy soufadnic z# = (u, z, z, y) (u je retardovany as pfislusny
soufadnici z) spojené se sttedem kruhu vlnovodu, pfi¢emzZ kfivka po niZ se pohybuje
elektromagnetickd vlna je dana

2
= <E,O,bsin 2ms, bcos 27rs> . (1.92)

Wo

N7

Necht'pocate¢ni polarizace mifi do smeéru z, tedy I1* = (1, 1, 0, 0), a vysokofrekvenéni
gravita¢ni vina dopadé ze stejného sméru. Dostatecné daleko od zdroje ji mtiZeme
loké&lné povaZovat za rovinnou. Jak uvidime v ¢asti 2.2.1 Ize takovou vlnu (zvolili
jsme jednu z polarizaci) a ji odpovidajici pozadi zapsat

hdrtdz” = A(u, x,y) cos ¢(u)(dz® — dy?) , (1.93)

ds? = —2h(u, z,y)du® — 2dudz + dz? + dy? (1.94)

pro dostatecné malé f v (2.8). Pokud predpokladdme, Ze h se na prafezu vinovodu
méni jen minimalné a derivace perturbaci jsou velké pouze pokud derivujeme jejich
fazi, ziskame

1
A% = / 21 Ab (¢, sin ¢ cos 2ws + ¢4, sin P sin 27s) . (1.95)
0

Pokud se frekvence gravita¢ni viny popsané fazi ¢ bude dostate¢né shodovat s
frekvenci w obéhu elektromagnetické vlny vlnovodem, nastane rezonance, nebot’
¢(u) = ¢,u = 2152, Druhy ¢len na pravé strané rovnice (1.95) bude pozitivné defi-
nitni. Zména ve sledované komponenté polariza¢niho vektoru je v takovém ptipadé
fadu mbA¢ , na jeden obéh elektromagnetické viny. Na zakladé parametr(i soucas-
nych dostupnych vlnovodti a zapocitanim Sumu dospivéa Cruise [23] k nésledujicim
odhadtim citlivosti pro vétsi pocet obéhti vinovodem: 10~'° vzhledem k teplotnimu
Sumu a témét 10 ?° vzhledem k fotonovému $umu pro signal s jednim médem. Zmi-
néna zafizeni by tedy v principu mohla byt jiz v nedaleké budoucnosti pouZzitelna k
detekci relevantnich astrofyzikélnich zdroja.
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Kapitola 2

Ptvodni vysledky

2.1 Zobecnéni formalismu

2.1.1 Modifikace Efroimského pfistupu na vysokofrekvencni viny

Nejprve se budeme vénovat ¢lanku M. Efroimského [17]. Jak jsme jiz poznamenali
v kapitole 1.2.1, autor povaZuje svilij postup za obecny a specialné predpoklada
jeho platnost i ve vysokofrekvencni aproximaci (sam porovnava své vysledky s
Isaacsonovym pristupem [11]). Zde ovSem ukaZeme, Ze v tomto pfipadé neni mozné
uvedeny postup uzit. Zaroveni naznac¢ime, jak 1ze Efroimského piistup modifikovat,
aby jej bylo moZné aplikovat i na vysokofrekvenc¢ni gravita¢ni viny.

Pro jednoduchost uvazujme jen vakuovy piipad. Zavedeni metrik a jejich od-
chylek (1.70) pochopitelné piebirdme z ¢ésti 1.2.1 . Tenzorové pole h nyni obsahuje
vysokofrekvencni viny, tim paddem fady jednotlivych ¢lenti rozvoje Ricciho tenzoru
R,.,(g9), pro g = q + h, budou stejné jako v Isaacsonové rozvoji (1.7), po zaméné ¢
za 7. Na druhou stranu, & (vyjadfujici posuv geometrie) takové viny neobsahuje.
Sestavime-li nyni vinovou rovnici (1.74) a pomoci BH stfedovani z ni vyjaddiime rov-
nici (1.75), vidime, Ze jsme se dostali do sporu s pfedpokladem (ii). Podle néj ma totiz
platit & = O(£?), pokud zavedeme h = O(¢). Ovsem pravé strana (1.75) je tadu O(1)
a stejnou velikost tedy musi mit i strana leva. JelikoZ & neobsahuje vysokofrekvencni
gravita¢ni vlny, je nutné aby platilo & = O(1). Tato podminka je nejen ve sporu s
pfedpokladem (ii), ale dokonce znemoZiuje provadét jakékoliv perturbac¢ni rozvoje
v mocninéch &.

Pokusme se nyni modifikovat Efroimského postup tak, aby zahrnoval i p¥ipad,
kdy se metrika pozadi vlivem vysokofrekvenc¢nich gravita¢nich vin stane , zna¢né”
nevakuovou. Misto perturba¢niho rozvoje (1.73) provedeme nésledujici rozklad Ric-
ciho tenzoru metriky v = ¢ — &,

RMV(PV) = RELOI/) (Q) + ARMV((L _&) )

jimz je zde AR, definovano a ktery lze provést vzdy. Oba cleny na pravé strané
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jsou fadu O(1). Otadzkou kalibra¢ni invariance rozkladu tohoto typu se podrobné
zabyva Andersontiv ¢lanek [19], zejména v souvislosti s riiznymi zptsoby zavedeni
vlnové rovnice a tenzoru energie a hybnosti gravita¢nich vin. V ném je ukazano,
ze pokud transformace soufadnic zachova funkéni zavislost metriky pozadi ¢, je
AR, (¢, —&) invariantni vi¢i kalibraéni transformaci indukované touto zménou
soufadnic. Neni zde ani nutné pfedpokladdat infinitesimalni charakter transformace.
Po zaméné Rf},,) (¢, &) za—AR,, (¢, —&) v rovnicich (1.74), (1.75) a (1.78) (kdyZz odstra-
nime p¥ipadny zbytek O(&?)), ziskame tedy vztahy platné obecné, pFicemz v ptipadé
gravita¢nich vin neobsahujicich vysokofrekven¢ni médy miiZeme stale provést roz-
voj v mocnindch & a uZzivat jen jeho dominantni ¢len Rf},,) (¢,&). Na druhou stranu
jiz obecné neplati rovnice (1.76), takZe vypocet & pomoci h z rovnice (1.75) se stava
velmi obtiZny, nebot’se jedna o nelinearni diferencidlni rovnici v &.

Zrovnice (1.75), modifikované vyse zminénou zdménou R,(}y) za —AR,,, miZeme
ovSem dosadit za AR, do obdobné modifikovanych rovnic (1.74) a (1.78), ¢imz
ziskame

R (g, h) + R (q,h) — (B2 (q, h)) + R (g,h) + O(h') =0, 2.1)
—Gu(q) = (R (q,h)) — 3qua” (R (q,h)) . 2.2)

Druhé rovnice se pfesné shoduje s Isaacsonovou rovnici popisujici vliv vln na po-
zadi (viz. rovnice (1.32), (1.33) po uZiti stftedovani). Prvni rovnici interpretujeme jako

Vv 2

. . . vz s 2 1.4 1 4 .
vlnovou rovnici. V nejvyssim fadu z ni ziskdme R) = 0, které se shoduje s Isaac-

sonovou rovnici (1.18). Dalsi ¢leny by nas zajimaly, pokud bychom chtéli studovat
nelinearni efekty.

2.1.2 Modifikace Isaacsonova pfistupu na nevakuovy pfipad

Je tedy vidét, Ze v pfipadé vysokofrekvencnich vin se vyhody Efroimského piistupu
[17] ztraceji a je vyhodnéjsi uzivat ptivodni Isaacsonovu metodu [11]. Isaacson ji
ovSem definoval pouze pro vakuovy pfipad a my ji nyni zobecnime na nevakuovy.
Nebudeme vsak uvaZovat nejobecnéjsi moznou situaci, omezime se jen na Cisté
gravitacni perturbace a tfidu tenzorti energie a hybnosti neobsahujicich derivace
metriky. Pravé tento posledni pfedpoklad umozni pfevzit vétsinu vysledkt z pti-
vodniho Isaacsonova ¢lanku [11]. Pfesto neni pfili$ restriktivni a zahrnuje fadu
tyzikalné zajimavych pfipadi (napf. kosmologicky ¢len, tenzor energie a hybnosti
elektromagnetického a skalarniho pole nebo idealni tekutiny).

Einsteinovy rovnice pro metriku g = v+ h, kterou rozkladdme na pozadi v a viny

hjako v ¢asti 1.1.1, pfepiSeme do tvaru

R, (9) =81T,(g, ), (2.3)

kde T, (g, ) = T (g, ) — 29w g*°Tos(g, ) a tenzor energie a hybnosti 7, (g, ¢) je
zavisly téz na negravita¢nich polich ¢. Necht’ plati pfedpoklady (1.3) Isaacsonovy
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vysokofrekven¢ni aproximace pro rozklad metriky tvaru (1.1). Provedme nésledujici
rozvoj obou stran rovnice (2.3) aZ do druhého ftadu v h

RO () + R() (v, h) + RE) (v, h) = 8x [T (v, 0) + T3 (7, by @) + T (7, b, 0)] - (24)
kde T,EEP (v, 0) = TW(% ¢) a dalsi ¢leny na pravé strané odpovidaji definicim (1.82)
a (1.83). Cleny v rozvoji Ricciho tenzoru a jejich fady jsou stejné jako ve vakuovém
pfipadé (1.8)—(1.10). Pro ¢leny rozvoje tenzoru energie a hybnosti, na zdkladé pred-
pokladu o jeho nezavislosti na derivacich metriky, plati T,EEP = 0(1), T,Ell) =0(e)a
T2 =0(e?). V nejvyssim fadu tedy ziskame vinovou rovnici

1
R (v, h) =0, (2.5)

Yz M2z

identickou s vakuovym pfipadem (1.18). Dalsi fad urcuje vliv vin na pozadi,
RQ) () = 87T (7, ¢) = —RE) (1, h) (26)
Rovnici (2.6) prevedeme do tvaru Einsteinovy rovnice pro pozadi

G (7) = 87T (v, ) = =[R2 (v, h) — 37w R (7, h)] 2.7)

ktera se od vakuového piipadu lisi (viz. rovnice (1.32), (1.33)) pfitomnosti druhého
¢lenu na levé stran€, ktery pfedstavuje dominantni ¢len rozvoje tenzoru energie a
hybnosti. Jak vlnovou rovnici (2.5), tak pravou stranu rovnice (2.7) miizeme dale
upravovat pomoci sttedovani a WKB aproximace stejnym zptisobem jako ve vakuu.
V nésledujicim textu se proto budeme i v nevakuovém piipadé odkazovat na pii-
slusné vztahy odvozené pfi nulovém tenzoru energie a hybnosti 7),, = 0. To ndm
umozni zkoumat i vysokofrekvenc¢ni vlny v prostorocasech s nenulovou kosmolo-
gickou konstantou A. Je ihned zfejmé, Ze chovani vysokofrekven¢nich gravitac¢nich
vin v de Sitterové resp. anti-de Sitterové vesmiru je uré¢eno vlnovou rovnici (2.5), jak
bylo jiz dfive demonstrovano v [24].

Nasledujici ¢asti prace budou vénovany studiu konkrétnich prikladt vysoko-
frekvenénich gravita¢nich vin ve specidlnich prostorocasech.
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2.2 Gravitacni viny ve WKB aproximaci

V této casti provedeme explicitni konstrukci vysokofrekvencnich gravitac¢nich vin
uzitim Isaacsonovy metody ve WKB aproximaci ,geometrické optiky”. Soustfedime
se pfitom na prostorocasy, které maji vyznamné geometrie vlnoploch, resp. specidlni
algebraickou strukturu pozadi.

2.2.1 Rovinné viny

Zacneme studiem vysokofrekvenénich vin v prostorocasech s velmi privilegovanou
strukturou, kdy vlnoplochy zéfivého feseni maji rovinnou geometrii. Reseni pro-
blém v elektrodynamice ¢i teorii kontinua je v pfipadé rovinné vlnoplochy obvykle
velmi jednoduché, nejinak tomu bude i zde.

Vyjdeme ze zndmé metriky pp-vin (viz. napt. [7], kde 1ze nalézt i fadu odkazi,
pfedevsim na klasické prace Bondiho, Piraniho a Robinsona [4], Ehlerse a Kundta
[4], a dalsich)

ds* = —2f(u, z,y)du* — 2dudv + dx* + dy* . (2.8)
Tato metrika predstavuje nejjednodussi gravita¢ni viny v Minkowského vesmiru
Sificise v nulovém sméru 2 s fazi popsanou retardovanym ¢asem u. Pokud f splituje
rovnici Af = 0, kde A = (83—;2 + 33—;), je metrika (2.8) pfesnym feSenim vakuovych
Einsteinovych rovnic. Funkce f(u,z,y) nebude ovSem v nasem pfipadé popisovat
pfesné gravitacni vlny, ale vliv vysokofrekvenc¢nich perturbaci na pozadi tvaru (2.8).
Zavedeme fazi gravitaéni viny ¢ = ¢(u) a odpovidajici vinovy ctyivektor k, =
(6,0,0,0), kde éz%. Zaved'me dale parametr rychlosti U = 9 = o' pozorovatele na
pevném z a y, pfislusnou ¢tyfrychlost v# pak uré¢ime z rovnice v*v, = —1, tedy

(W) (=2f) — 20°U = —1.

Regenim této kvadratické rovnice dostaneme 1° = (U = T)~!, kde I' = /U? + 2f.
Abychom zajistili kladnou slozku v° = %, zvolime horni znaménko, tvar &tyfrych-
losti tedy je :

v = (U+T)"10,0,0) .

V pfipadé, kdy funkci f mliZzeme povaZovat za dostate¢né malou, 1ze pfiblizné
psat v = %(t +2), u = %(t — z), coz pro nulové f transformuje metriku (2.8)
1

do Minkowského tvaru. Parametr rychlosti se tak zjednodusi na U :ﬁ(% + 4,
pro stojictho pozorovatele plati U = % Pozorovatel se ¢tyfrychlosti v# pozoruje

frekvenci gravita¢nich vin
ww)[U,z,y] = v"k, = (U +T)"'é,

kde je oddélena zavislost na poloze pozorovatele a jeho rychlosti od ¢asového pri-

béhu méfené frekvence. Pozorovatel stojici v soufadnicich z, y, z tedy méfi pfi malé
hodnoté f frekvenci w = %qﬁ.
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Nyni ur¢ime charakter gravita¢niho zareni s rovinnymi vlnoplochami ve WKB
aproximaci (1.55)
hy = A(u,v,x,y) e expig(u) ,

kde A a ¢ splituji podminky (1.39) zarucujici konzistenci aproximace. Perturbace
musi spliiovat podminky (1.56)—(1.61), které urcuji vliv pozadi na Sifeni vin:

1. k"k, = y®koko = 0, kde jsme uzili explicitni tvar vlnového vektoru a skutec-
nosti 7% = 0.

2. ket = koe®™ =0 = €e" =0, takZe e, = 0.

K dalsimu omezeni stupniti volnosti polarizace miizeme uzit dva
zptsoby.

Prvni spoc¢iva ve vyuziti dodatecné kalibra¢ni volnosti (viz. rovnice
(1.29)), ktera nenarusuje kalibra¢ni podminky. Obvykly poZadavek
lze zapsat ve tvaru v*e,, = 0, coZ vyjadfuje ortogonalitu perturbaci
vidi ¢tyfrychlosti pozorovatele. Vysledkem je podminka e, = 0.
Druhy spociva v uZiti ¢lenu nejvyssiho fadu (1.63) v rozvoji Rieman-
nova tenzoru k rozliSeni skute¢nych a , soufadnicovych vIn” (sou-
fadnicové k nému nepfispivaji). Takto zjistime, Ze jediné nenulové
slozky jsou tyto RSoh, ~— (ko) 2has, R{iha~— (ko)2has a Rosha~— (ko) 2hss.
Tedy sloZky e, nejsou fyzikalni, ale jen soufadnicové viny, nebot'ne-
pfispivaji ke kfivosti. Dostavame tedy shodny vysledek.

3. Podminka v*¢e,, = 0 ma proto tvar
€99 + €33 = 0.

Vyse uvedeny postup sniZil pocet stupiiti volnosti na dva, odpo-
vidajici ez0 = —e33 # 0 a ea3 # 0. Oba médy vysokofrekvencnich
gravita¢nich vln musi spliiovat nasledujici normaliza¢ni podminku:

4. Rovnici e*e,,, = 1. Tedy
(622)2 —+ 2(623)2 + (633)2 =1.

Podminky 3. a 4. evidentné splnuji nasledujici ortonormélni tenzory
(v tomto pfipadé konstantni) polarizace

000 0 0000
1 {000 0 110000

) — () — .29

“w=Aloo1 o | ™TLLEloo0o01 29)
000 —1 00 10
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Tyto polarizace pfesné odpovidaji linedrnim polarizacim z teorie sla-
bych vin na Minkowského prostoroc¢ase zna¢enym + a x. Obecnou
polarizaci zapiSeme e, = ael) +bel), kde a? (u, z,y)+b*(u, z,y) = 1,

zajistujici zachovani normalizace.

5. Uzitim kontravariantniho tvaru vlnového ¢tyfvektoru k# = (0, —9,0, 0) upra-
vime podminku e,,.,k* = 0 do tvaru

o « J—
el — Lpi€ua — Fulem =0.

Dosazenim explicitniho tvaru Christoffelovych symbolti zjistime, Ze podminka
je splnéna pro oba vyse zavedené tenzory polarizace.

6. Amplitudu nakonec uréime ze zbylé rovnice (A%k’).; = 0, ktera se v tomto
piipadé stava trivialni,

A =0 = A#A®).

Vysledny tvar perturbacije tedy: h,, = Ae,, expip, kde A(u, z, y) a ¢(u)jsou libovolné
funkce splitujici podminky (1.39), pfi¢emz tenzory polarizaci e, maji vySe uvedeny
transverzalni charakter (2.9).

Z Einsteinova tenzoru pro metriku (2.8) plyne nasledujici rovnice pro reakci
pozadi na pfitomnost vysokofrekvenc¢nich vin

LTz, y) = LAz, ) (2.10)
02 | Oy? U, x,Y) =3 U, T, Y , .

podle vztahti (1.32) a (1.62) pro Tlfl{f :TLF . Z rovnice (2.10) plyne, Ze f je pomalu se
ménici funkci u, nebot’ takové jsou podle pfedpokladtt WKB aproximace jak amli-
tuda A, tak ,frekvence” ¢ ,. V pripadé, kdy je f pouze funkci u, dostneme na levé
strané posledni rovnice nulu, tedy v tomto pfipadé nelze zkonstruovat vysoko-
frekvenéni gravitaéni zafeni konzistentni s danym pozadim. To ovSsem neni nikterak
pfekvapivé, nebot’ odpovidajici metriku Ize transformovat do Minkowského tvaru.
Rovnice (2.10) je formalné shodné s rovnici, kterou musi spliiovat presné pp-viny v
pfitomnosti pole negravitacniho nulového zéafeni.

2.2.2 Cylindrické viny

Vyjdeme z metriky v Einsteinové-Rosenoveé tvaru

ktera popisuje pfesné cylindrické gravitacni vlny (spliiuji-li funkce v a v prislusné
rovnice pole) [5], [8], [7].

29



Nasim cilem je zkonstruovat pfislusné vysokofrekvenéni gravita¢ni viny ve
smyslu perturbaénim. Polozime ¢ = 0, poZadujeme (¢, p) = v(t — p) a prejdeme k
retardovanému ¢asu u = t — p. V soufadnicich u, p, z, » m& metrika pozadi tvar

ds? = 2 (—du? — 2dudp) + d2* + p*dy? .

P v . P YY) crr _ dp
Pozorovatelé, ktefi se pohybuji pouze v prostorovém sméru 5= s rychlosti U = 2,

pficemz z = konst., ¢ = konst. maji ¢tyfrychlost
vt = (—U +T,U,0,0) ,
kdenyniI' = \/U? 4 e~27. Pokud opét zavedeme fazi ¢ = ¢(u) a odpovidajici vinovy

YN 2

¢tyfvektor £, = (¢, 0,0,0), naméfi tito pozorovatelé frekvenci

wW)[U] = (=U+T)¢.
Pozorovatel v klidu (p = konst.), pak méfi frekvenci w = e V¢, zavislou v tomto
pfipadé pouze na retardovaném case (vSichni pozorovatelé pfi priicchodu danou
nadplochou u = konst. naméfi stejnou hodnotu nezavislou na p, z, ¢).
Nejobecnéjsi tvar perturbaci v tomto pfipadé je dan amplitudou A = A(u, p).
Podminky 1.,2. inésledujici pozndmka o vyloucéeni nefyzikalnich médi ey, uvedené
v pfedchozi ¢asti 2.2.1 plati i zde. Redeni ostatnich podminek je nasledujici:

3. Podminka v*e,, = 0 ma tvar
1 2
?(p €92 + 633) =0.
4. Podminku normalizace e, e"” upravime do tvaru
1
E[P4(622)2 +2p%(e23)” + (e3)’] = 1.

Uvedenym podminkdm vyhovuji tenzory

000 O 0000
w=Bloo1r o | TAlo0o0 01
00 0 —p? 0010

Spliuji i bod 5. z ¢asti 2.2.1, o ¢emz se lze pfesvédcit explicitnim
vypoctem.
6. Modifikace nastava v pifpadé rovnice pro amplitudu. Rovnici (A%k?)5 = 0,
kde k* = (0, —e~2"™ ¢, 0,0), 1ze upravovat nasledujicim zptisobem :
(A% + AT K =0,
2A, + ATS, =0,



Uzitim separace proménych A(u, p) = U(u)R(p) se rovnice zjednodusi na

2 0R 0 1
= In R?
R dp 8p( B = p’

jejimz feSenim je R = K/,/p kde K je konstanta.

Perturbace proto maji tvar h,, = (1/\/p)U(u) ey, exp ig.
Rovnice reakce pozadi na pfitomnost gravita¢ni viny je ddna
Oy(u) _

ou - —§Z/[2(U)¢2 )

Pro pozorovatele, ktery v uzitych soufadnicich stoji, plati

Oy(u) 1442 2 27 (u)
o U (u)w”(u)e :

2.2.3 ,Sférické” viny Robinsonova-Trautmanova typus A # 0

A

V této casti budeme prfedpokladat, Ze pozadim, v némzZ se $ifi vysokofrekvenéni
gravita¢ni vlny, je prostoro¢as Robinsonova-Trautmanova typu [6], [7], [25]. Metrika
ma ve standardnich soufadnicich tvar

ds* = —[K — 2m(u)/r — 2Mr — H?*r*|du® — 2dudr + ﬁ(dn + d€?) (2.11)
kde H2 A/3 (A je kosmologickad konstanta), M = (InP),, K = A(InP), A =
P2, T 362) a P = P(u,n,§) je zatim obecnd funkce. Pokud funkce P spliluje
Robinsonovu-Trautmanovu polni rovnici, pak je (2.11) pfesnym feSenim.

Uvazujme pozorovatele, ktefi se pohybuji pouze radiilné (n = konst., £ = konst.),
atorychlosti U = &£ = ¢!, Ctyirychlost zminénych pozorovatelti ma v soutadnicich
(U, ryn, 5) tvar:

= ((U+T1)1U,0,0) ,

kdel = \/(J2 — Y00-

Vzhledem k existenci privilegovanych nulovych geodetik ve sméru -2 a definici
retardovaného ¢asu u, zavedeme fazi gravita¢nich vin ve tvaru ¢ = ¢(u) a odpovi-
dajict vinovy ¢tyfvektor k, = (¢, 0,0,0). Libovolny fyzikalni pozorovatel s rychlosti
U = % v misté r,n, £ pak méfi frekvenci

w)[U,r,n, & = k" = U +T) 19, (2.12)

kde nalevo je oddélena zavislost na poloze pozorovatele a jeho rychlosti od ¢asového
priabéhu méfené frekvence. Pozorovatel v klidu by tedy v misté, kde plati 759 = —1,
naméfil frekvenci w = ¢.
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Nyni uré¢ime strukturu gravitaéni zafeni v Robinsonovych-Trautmanovych pro-
storocasech ve WKB aproximaci

h;u/ — A(U, Ta 777 g)eﬁw exp Z¢(U) .

Podminky 1., 2. i nasledujici pozndmka o vylouceni nefyzikalnich médi ey, z ¢asti
2.2.1 opét plati. Modifikace ostatnich podminek a jejich feSeni jsou nasledujici:

3. Podminku v*"e,,, = 0 upravime do tvaru

P2
F(@QQ + 633) = 0 .

Volba vhodné kalibrace sniZila pocet stuprniti volnosti na dva, odpo-
vidajicies, = —e33 # 0aegs # 0. Oba moédy musi splriiovat nasledujici
normaliza¢ni podminku :

4. et Uemj = 1, kterou mﬁéeme upravit
1 ! [( )2 2( )2 ( )2} 1
4 €22 €23 €33 — 1.

Nyni jiz 1ze zapsat feSeni ve tvaru normalizovanych bazovych médt
tenzoru polarizace :

000 0 0000
2 2
o= L 0000 g L 000000
W apr oo o0 | T Al oo o1
000 —1 0010

Snadno zjistime,Ze oba médy vyhovujibodu 3., jsou normovény (bod
4.) a navic jsou navzjem ortogonalni. Obecnou polarizaci zapiseme

e = aelh) + el a(u,n,€) + b (u,n,6) = 1 (2.13)

7% py o

5. Uzitim kontravariantnich slozek vlnového ¢tyfvektoru k* = (0, —,0, 0) upra-
vime podminku e,,,.,k* = 0 do tvaru

« « —
et — Ljiepa — Ljeva = 0.

Dosazenim explicitniho tvaru Christoffelovych symbol@i pro metriku (2.11)
zjistime, Ze podminka je splnéna pro oba vyse zavedené tenzory.

6. Amplitudu nakonec ur¢ime z rovnice (A%k?) 5 = 0, kterou upravime dotvaru

0A A
+ — =

0
or r ’
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uzijeme separaci proménych A(u,r,n,&) = U(u,n,&)R(r) a rovnice se zjedno-
dusi na diferencialni rovnici

0 1
— (1 = ——.
ar(nR) r

Redenim je evidentné R(r) = K/r, kde K je konstanta.

Celkové feSeni mé tudiz tvar

Py = 17 U (u,m, €) e expid(u) |

kde U(u,n, &) a ¢(u) jsou zatim libovolné funkce splitujici podminky (1.39) a e, ma
tvar (2.13). Pokud definujeme

U (u,n,8) = U(u,n, &)a(u,n,8), U (u,n, €) = U(u,n,)b(u,n,€)
muZeme feSeni prepsat do tvaru
hw =11 [UPel) + Uel)] expig(u) . (2.14)

Tyto viny mlizeme interpretovat jako , sférické”, pokud pfedpokladame, Ze dvoj-
rozmérné nadplochy r = konst.,u = konst. s metrikou dI*> = P2(dn* 4+ d&?) jsou
homeomorfni §? (topologicky sférické). Navic 1ze ukézat (viz. [16]), Ze pokud jsou
nadplochy skute¢né sférami, mtizeme vysokofrekvenc¢ni zafeni lokdlné v asympto-
tické oblasti r — oo povaZzovat za rovinné.

Ovlivnéni pozadi uréime z rovnice RY — 1ROy, + Ay, = 8xTHF (viz. (2.7)
za pouziti (1.62)), ktera svazuje funkce U™ (u,n, &), U (u,n,€) a ¢(u) s funkcemi
P(u,n, &) a m(u) vystupujicimi v metrice pozadi v tloze ,zdroji”. Konkrétné pro
jedinou netrividlni slozku (0, 0) plati (po vynasobeni %)

(55"

- 3M (u,m, €)m(w) + LAK (u, n,o) LU (O + U (um, )}
= LU (O + [0 (. O} () ros . 7

X (K(u, n,&) — 2M (u,n, &)re — 2m(u) — H2r02> , (2.15)

To

kde jsme uzili fegeni ve tvaru (2.14). Frekvenci wy(u) méif pozorovatel v klidu (4 = 0)
v misté rg, n, £.

ObdrZeli jsme tak vysledky, které jsou v tplné shodé s témi, které diive ziskali
Hogan a Futamase [16]. Rozdil mezi rovnici (3.55) z jejich ¢lanku a rovnici (2.15) je jen
v tom, Ze uvazovali pouze konstantni frekvenci, ¢ = konst.. Hogan a Futamase sice vysli
z obecnéjsiho prostorocasu, ale nakonec ziskali explicitni vysokofrekvencni zafeni
pouze na Robinsonova-Trautmanoveé pozadi. Postupovali technikou rozpracovanou

Burnettem [15], ktera se podstatné lisi od Isaacsonova piistupu (napfiklad misto
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Vv s

préhledny postup méné obecny nez nas, nebot’(jak jsme jiZ fekli) apriori pracuji jen
s konstantni frekvenci.

Uvedme jeste, Ze ¢lenu 22 nelze dat obecné jasny fyzikalni vyznam, nebot’se
m netrividlné transformuje p¥i zméné soufadnic u a r, jak v zavéru svého ¢lanku
upozoriiuji Hogan a Futamase. Z rovnice (2.15) vSak lze vytvofit invariantni vyraz,
pokud predpokladame, ze K (u,n, ) nema singularity na uzavienych nadplochach
¥ danych u = konst.,r = konst. (K je Gaussova kiivost téchto prostorovych dvou-
ploch, parametrizovanych 7, §). Po vydéleni rovnice (2.15) P? a integraci pfes nad-

plochu ¥, totiZ dostdvdme vyraz invariantni vii¢i zminénym zméndm soufadnic,

PP dnds =~ f AU o OF 0w, O} dnde . (216
2, U 16 Js,
Tato rovnice ma tvar Bondiho-Sachsovy formule pro ztratu hmoty ,zdroje” gravi-
ta¢niho zafeni.

V nésledujici ¢asti se zaméfime na dtleZity specialni prostorocas Robinsonova-
Trautmanova typu (2.11). Pjde o pozadi tvaru Vaidyovy—de Sitterovy a Vaidyovy-
anti-de Sitterovy metriky, v nichZ jsou vlnoplochy skute¢né sférické.

2.2.4 Vysokofrekvencniviny ve Vaidyové-de Sitterové a Vaidyové-
anti-de Sitterové vesmiru

Metrika zndmého Vaidyova feSeni s kladnou kosmologickou konstantou mé v
Eddingtonovych-Finkelsteinovych soufadnicich u, r, 8, ¢ tvar [7]

ds? = —[1 — 2m(u) /r — H*r*)du? — 2dudr + r2dQ? (2.17)

kde m(u) je zatim libovolna kladna nerostouci funkce, dQ? = df*+sin® 0dy?, H?> = A /3.
Jedna se o specialni prostorocas Robinsonovy-Trautmanovy tiidy (2.11) pro P =
1+ 1(n* + &%), M =0a K = 1, pfejdeme-li ke standardnim sférickym soufadnicim
na Y. Pro m(u) = konst. dostavame znamé Schwarzschildovo—-de Sitterovo feseni
vakuovych Einsteinovych rovnic s kosmologickym ¢lenem.

Vzhledem k tvaru metrického koeficientu vy v (2.17) je tvar zavislosti amlitudy

Y2

ve WKB aproximaci jednodussi nez v obecném piipadé, totiz
hyw = A(u, r)e expio(u)

nebot’jedina netriviadlni slozka Einsteinova tenzoru nebude zaviset na soutadnicich
8, ¢ parametrizujicich vinoplochy. Podobné vzhledem k sférické symetrii je tvar
frekvence w(u)[U, r], tedy opét nezavisly na 6, .

Oproti obecnému piipadu Robinsonovy-Trautmanovy metriky diskutovanému
v pfedchozi ¢asti 2.2.3 dojde v tomto spacidlnim pfipadé jen ke zméné tenzort
polarizace a rovnice (2.15) urc¢ujici vztah pozadi a perturbaci.
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Podminka v*”e,,, = 0 méa v soufadnicich u, r, 8, ¢ tvar

€22 €33
r2

— [),
r2sin 62

podminka na normu e, e’ =1, pak

(e22)* | 2(e2s)® | (es3)?

=1.
ré risin % risin 0*

ReSenim téchto rovnic jsou evidentné polariza¢ni médy :

00 00 0 00 0
m_rsind 0000 ]| o Pl0o00 0
e, ) = e = —
w— /A looo 1|’ Bloo1 o
0010 0 0 0 —sing
Amplituda vysokofrekvenénich vin je opét A = r~'U(u).
Rovnici (2.15) 1ze upravit do tvaru
om(u y .
1) U, 0 + (U (0, )} =
_ _1lggrt 2 x 29, 2 _ 2m(u) 2.2 1
- 16{[U (Uﬂ%f)] + [U (Uﬂ%f)] }Wo(u)[ro(u)] 1 ’I“()(U) H TO(U) 7(2 8)

kde frekvenci wy, méfi stojici pozorovatel ve vzdélenosti . Jak plyne z (2.12), frek-
venci ¢ by méftil pozorovatel v klidu v nekoneénu pro A = 0 (tedy ve Vaidyové
feSeni), pro A > 0 a m > 0 ale takovy pozorovatel neexistuje. V tomto special-
nim pripadé Robinson-Trautmanovy metriky mé 87;—3) skute¢né vyznam zmény
hmotnosti ,,zdroje”. Z posledni rovnice vidime, Ze pokud hvézda o hmotnosti m(u)
vyzatuje viny o frekvenci wy(u) ze svého povrchu ry(u), tak ztrdci hmotu. Za¢ne-li
hvézda kolabovat, jeji polomeér r,(u) se zmensuje a bliZi se horizontu pfislusné ¢erné
diry danému r, =2 cos (§ + %) (poznamenejme, Ze pro 9Am> < 1 existuji tii ko-
feny kubické rovnice vg = 0, z nichz kladné jsou 7 a r =% cos (%) 57y <ryss
cos a=—3m(u)v/A).

Jak se polomér hvézdy bliZir, (mald rychlost takové zmény opraviiuje zanedbani
rychlosti), dochazi k stale vétsimu rudému posuvu pozorovaného zafeni, az dojde

k vynulovani pravé strany rovnice (2.18) a hmotnost m(u) se stdva konstantni.

Doposud jsme pracovali pouze s retardovanym ¢asem u, ale stejny postup feSeni
lze uZzit i pro advancovany cas. Jeho zavedenti se projevi opaénym znaménkem u ne-
diagonalniho ¢lenu metriky. V takovém pfipadé bychom dospéli k neklesajici funkci
hmotnosti. Nedavno Wagh a Maharaj [26] studovali praveé tento piipad Vaidyovy-
de Sitterovi metriky s ohledem na vyskyt nahych singularit. Omezili se na linearné
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rostouci funkci hmoty m vychazejici z nulové pocéate¢ni hodnoty a rostouci na kon-
stantni kone¢nou hodnotu vlivem dopadajici slupky zafeni. Zjistili, Ze singularita
je lokalné nahé4, ve shodé s podobnym zjisténim pro Vaidyovu metriku s nulovou
kosmologickou konstantou. Na rozdil od Vaidyovy metriky zde ovSsem neexistuiji
asymptotic¢ti pozorovatelé v nekone¢nu, na které se odvolavaji obvyklé formulace
hypotézy kosmické cenzury. Jejich vysledek tedy podporuje potfebnost Penroseovy
Hypotézy silné kosmické cenzury [27], kterd pozaduje, aby singularita nebyla viditelna
pro zddného fyzikalniho pozorovatele, nejen asymptotického.

Podobné 1ze vySetfovativysokofrekvenéni gravita¢ni zafeni ve Vaidyové-anti-de
Sitterové vesmiru. Rozdil oproti pfedchozimu pfipadu spociva pouze v zapornosti
Clenu H?. Ta se pfimo projevi pouze pfi feSeni rovnice vy = 0. Dva kofeny jsou
komplexni a jeden realny, totiz

[ 1
r=—2 32 cot 2a,

kde tana = {/tan3/2 (o € (—Z,0)), kde tan 3 = H?/m(u)y/(—A) (B € (-%,0)).

Jednoduse se presvéd¢ime, Ze v naSem piipadé jde o kofen kladny:.

Pfiklady zkoumané v ¢astech 2.2.1-2.2.4 jasné ukazaly, jak mtiZe symetrie a pri-
vilegovana algebraicka struktura pomoci v feSeni problému vysokofrekvencnich
vIn. Smér Sifeni gravitacnich vln, je totiZ geometricky uréen smérem pfipoustéjicim
pfislusné nerotujici a nedeformujici se kongruence nulovych geodetik. Zna¢né zjed-
noduseni tlohy pfinasi téZ zavedeni odpovidajici svételné soufadnice. Pokud jsou
v metrice navic separovany soufadnice popisujici vlnoplochy gravita¢niho zafeni
u = konst., Ize pomérné jednoduse odhadnout tvar dvou odpovidajicich ortonor-
malnich tenzort polarizace. Chovani amplitudy gravita¢nich vln v zavislosti na
prostorové soufadnici, v jejimZ sméru se $if1, pfesné odpovida o¢ekavani znAmému
z elektromagnetismu: v piipadé rovinné vilny je konstantni, v cylindrickém ptipadé

Klesd jako —- a ve sférickém jako ;.
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2.3 Vysokofrekvenéni zafeni ve FRW modelech s kfi-
vosti £ =0

Doposud jsme pouzivali pii vypoctech seltkonzistentni pfistup zalozeny na WKB
aproximaci. V této ¢astijiZ nasim cilem nebude zapocitavat vliv vysokofrekvencénich
vln na pozadi, ale pouze odhalit jaky vliv ma kiivé pozadi na jejich $ifeni. Oproti
WKB pfistupu, v némz byl smér $ifeni vin geometricky privilegovan a tudiz dan
apriori, budeme nyni zkoumat obecny pfipad $ifeni v libovolném sméru. Budeme
studovat prostorové homogenni a izotropni FRW prostorocasy s tenzorem energie
a hybnosti idealni tekutiny a nulovou prostorovou kfivosti k. Zminény tenzor ener-
gie a hybnosti spliiuje podminky naseho zobecnéni Isaacsonovy vysokofrekvencni
aproximace popsané v ¢asti 2.1.2. Vime tedy, Ze klicovou vlnovou rovnici je vztah
(2.5). Z rozboru jeji kalibra¢ni invariance uvedeného v ¢asti 1.1.2 vime, Ze je invari-
antni do ¥adu O(1). Navic, diky ¢lentim ¥fadu O(e), pro pozadji, jehoZz Ricciho tenzor
splituje R,,,3 = 0 (coz plati napfiklad pro pfipady de-Sitterovy a anti-de-Sitterovy
metriky probirané v 2.3.1 a 2.3.2), je rovnice (2.5) pIlné konzistentni s kalibra¢nimi
podminkami b, = 0, h*, = 0 (viz. rovnice (1.22) a (1.23)). Budeme proto pouZivat
vlnovou rovnici (1.27) v takovéto kalibraci.

Ve specialnim ptipadé FRW prostoroc¢asti mtizeme metriku pozadi uZitim kon-
formniho ¢asu n zapsat v obvyklém tvaru [28]

ds* = a*(n) (—dn® + dz” + dy* + d=?) . (2.19)

Nyni dosadime Christofellovy symboly a tenzor kiivosti piislusejici této metrice
do kalibra¢nich podminek a vlnové rovnice. Navic vyuZijeme dodate¢né kalibra¢ni
volnosti a budeme klést na perturbace podminku (1.29), tedy h,o = 0. V takovém
ptipadé se kalibra¢ni podminka h*,, = 0 zjednodusi na rovnici

h = hy + hag + h33 =0
a podminka A, = 0 na tyto rovnice pro jednotlivé komponenty

p=0: hii + hos +hsg = 0,
p="1: hyi+hoys+hgiz = 0. (2.20)

Jediné netrivialni komponenty vlnové rovnice (1.27) 1ze nyni upravit do nasleduji-
ctho tvaru

(4, 7)izs a®(=hijoo + hijar + hijoz + hijas) + 2aahijo — 4a*hy; = 0,
(i,7) : a®(=hiioo + hisa1 + hiioo + hiizs) + 2aahi o — 26*(2h; —h) = 0, (2.21)

kde a = g—g a v posledni rovnici se nes¢ita pies i. Slozky vlnové rovnice (0,0) a (0, ¢)

jsou splnény identicky zasluhou kalibra¢nich podminek (2.20). Dosazenim (2.20)
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do dynamickych rovnic (2.21) zjistime, Ze vsech Sest komponent tenzoru perturbaci
spliiuje stejnou rovnici, totiz
0* 0* 0? 0* 0
[ O OF L OF P f

et tartaz|t 2aaa—77 —4a’f =0, (2.22)

kde f(n,z,y, z) pfedstavuje libovolnou komponentu vysokofrekvenéni perturbace
h;j. Poznamenejme ovsem, Ze prvni z kalibra¢nich podminek (2.20) omezuje pocet
nezavislych komponent tenzoru perturbaci na pét, a to ve shodé s ocekdvanym
poctem stuprii volnosti pro pole spinu 2. Rovnici (2.22) miZeme pfepsat pomoci
kovariantniho d’Alembertova operétoru

o°f  *f  *f 0f of

_— E— _3._
on? + Ox? + 0y? + 322:| 20 a@n

e 4 (1) =o.

K tpraveé rovnice (2.22) se nabizi Fourierova transformace v proménych 7 = (z, y, 2),

Of = fhy =a” [

do nésledujiciho tvaru

F=F0nF) = [ 0.7 exo iF - 7)d
jejiz pomoci ziskame

” 3} .
2 2 . 22
a® | = + |k|” | — 2aa—= +4a =0. 2.23

{ (3772 " > an ] ! 22)
Konkrétni feSeni této obycejné linedrni diferencidlni rovnice druhého fadu zavisi
na explicitnim tvaru funkce expanze a(n), kterd urcuje, na jakém prostorocase se

vysokofrekvenéni viny &i#i. Dostaneme tim spektrum moznych perturbaci f (1, k) a
jeho ¢asovou zévislost.

2.3.1 Gravita¢ni viny v de Sitterové vesmiru

De Sitterovo feSeni Einsteinovych rovnic ve standardnich konformné plochych glo-
bélnich soufadnicich ma tvar (viz. napft [29])

[\

(0%

ds® = —(—dn? + dz* + dy* + dz*) , (2.24)

=3

kde o = 1/3/A (A > 0 je kosmologicka konstanta). Pfedstavuje tedy specidlni (ma-
ximalné symetricky) pfipad vakuovych FRW modelti s £ = 0. V tomto piipadé tedy
budeme dosazovat a(n) = «/n. De Sitterovu varietu 1ze chépat jako ¢tyfrozmérny
hyperboloid vnofeny do pétirozmérného plochého prostorocasu s metrikou signa-
tury (—1,1,1,1,1). (To, zda jde o FRW prostorocas s prostorovou kfivosti k = 0, +1
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nebo —1 ovSem zavisi na volbé prostorupodobného fezu zminénym hyperboloidem
[8], coZ je dlisledkem lokalniho charakteru Einsteinovych rovnic.) De Sitterovo fe-
Seni je prostorocasem s kladnou konstantni Ricciho skalarni kfivosti R = 4A a ma
(maximdlni desetiparametrickou) grupu isometrii SO(1,4). V moderni kosmologii
hraje vyznamnou roli jako model infla¢ni faze rozpindni raného vesmiru.

Nyni vyfeSime rovnici (2.23) pro spektrum perturbaci v tomto specidlnim pfi-
padé. Po dosazeni konkrétniho tvaru funkce a(7) a jednoduchych tipravach ziskame
rovnici

o2f 20f 4 S\ s
— + - —+1k?) f=0. 2.25
3772+77877+<772+||>f 22)
Obecnym feSenim této diferencialni rovnice jsou cylindrické Besselovy funkce J, s
imaginarnim indexem,

-1 » . . »

F= o [A® s () + BE s ()] (2.26)
Vysledek je v naprosté shodé s tim, jaky obdrzel Podolsky [24], ktery ovSem pouZzil
vyjadfeni de Sitterova vesmiru ve formeé standardni synchronni FRW metriky s k = 0.
Ta se nejcastéji uziva v infla¢ni kosmologii, pokryva vsak pouze polovinu (n > 0
v globélnich soufadnicich) vySe zminéného hyperboloidu a neni tedy geodeticky
uplna [29]. V praci [24] jsou déle uvedeny explicitni tvary feSeni v asymptotickych
oblastech a vysledek inverzni Fourierovy transformace rovnice (2.26) v piipadé
monochromatické viny, tedy pro A(k) = Agd(k — ko), B = Byd(k — ko). Tyto vysledky
lze samoziejmé ziskat i z naseho tvaru metriky. Napfiklad tvar monochromatické
vlny po inverzni Fourierové transformaci je

1 - ~ o
f= (zﬂ)f?’ﬁ AOJi@(V‘CoW + BOJ,i@UkoW) e*or (2.27)

Rovnice (2.25) ovsem umoziiuje vyfesit vlnovou rovnici i pro perturbace, u nichz
nepfedpokladdame vysokofrekvencni charakter. Modifikace spociva v prostém pfi-
déni ¢lenu (—3/7?%) na jeji pravou stranu. Pokud zachovame stejnou kalibraci jako
pro vysokofrekvencni viny, ziskdme feSeni ve tvaru rovnice (2.26), ovsem s Besselo-
vymi funkcemi indext ii?. Ziskavame tedy znovu vysledky shodné s praci [24],
kde jsou téz uvedeny frekvence gravitacni viny v asymptotické oblasti synchronni
metriky. V pfipadé vysokofrekvenéni viny ale musime byt opatrni pfi jejich fyzikalni
interpretaci, nebot’zavisi na ¢lenech ¥adu O(¢) vinové rovnice, ktery neni kalibra¢né
invariantni.
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2.3.2 Gravita¢ni viny v anti—de Sitterové vesmiru

Anti—de Sittertiv prostorocas je konformné plochym vakuovym fesenim Einsteino-
vych rovnic s negativni kosmologickou konstantou. V kontrastu s de Sitterovym
vesmirem m4 vSak konstantni zdpornou k¥ivost R=4A< 0. Podobné jako v pfipadé
de Sitterova vesmiru ho lze znazornit jako ¢tyfrozmérny hyperboloid vloZeny do
pétirozmérného prostorocasu se signaturou (-,-,+,+,+), tedy dvéma ¢asovymi osami
[30]. Regeni vlnové rovnice provedeme v konformné ploché metrice

52

ds? p (—dn® + d2® +dy*> +dz") , B=+/-3/A (2.28)

vyjadiené v soufadnicich pokryvajici celou varietu. Vidime ihned, Ze po formalni
transformaci £ = in, = iz, & = i a vypusténi stfiSek ziskdme metriku (2.24)
de Sitterova prostorocasu a nabizi se pfevzit i odpovidajici feSeni. To by ovSem
v pavodnich soufadnicich znamenalo vynulovani komponent perturbaci 4., diky
kalibra¢ni podmince hy, = 0 aplikované v novych soufadnicich. Tato podminka
se obecné také zapisuje ve tvaru h,,v” = 0, kde v” je ¢tyfrychlost pozorovatele. V
ptvodnich soufadnicich by tedy podmince £, = 0 vyhovovala nadsvételnd rychlost
ve sméru z. Navic nova soufadnice 7 je ryze imaginarni a nemohli bychom v ni
provadét Fourierovu transformaci. Tento postup tedy aplikovat nelze.

Vratime se proto k obecnym kalibra¢nim podminkdm a vlnové rovnici vyjadiené
v metrice (2.28), klademe-li h,,y = 0. Podminka h*, = 0 se opét zjednodusi na

hiy + hop + haz = 0.
Netrivialni komponenty kalibra¢ni podminky £, maji tvar
x(hyig + hoio + haiz) —2hy; = 0.
Jednotlivé komponenty dynamické rovnice (1.27) ziskdvaji nasledujici tvar
(0,0) : hay + h3z =0,
(i,0) : hiip =10,

$2(—h11,00 + hita1 + hirge + haiss) +2xhi g +4x(horo + hars) —2hy =
: $2(—h12,oo + hig1 + hioge + hioss) + 2xhioy + 22 (hoso + haoz — hi12)
$2(—h13,00 + higa1 + hisoe + hisss) + 2xhis 1 + 22 (hseo + hass — hi1s)
) x2(—h22,00 + hoo 11 + hoo oo + hasss) + 2xhag 1 — 4xhoy 2 + 2(hay — has)
,3) : fz(—hzza,oo + hoz 11 + hos oo + hos33) + 2xhog 1 — 2x(hs1 2 + ho13) + 4hos
) x2(—h33,00 + hasa1 + has oo + hasss) + 2xhss s — 4xhs 3 + 2(hgs — hoe) =
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Dosazenim kalibra¢nich podminek ziskdme nasledujici vztahy pro perturbace
by
hii =0, hgp=—hsz, hanp=0, h3o=0,

horo 4+ hs13 =0,
$2(h21,11 + ho1 29 + ho133) + 4hoy =0,
2% (ha111 + h31.92 + hai33) +4h31 =0,
5172(_h22,00 + hog11 + hoogo + hao33) + 2xhosy — 4xhor o + 4hoy =0,
$2(—h23,00 + hasat + hos oo + hasz3) + 2xhog 1 — 22 (hgi o + hoi3) +4hos = 0.

Z uvedenych rovnic vidime, Ze zbyly pouze dva dynamické stupné volnosti odpo-
vidajici hyy = —hss a hgs. Zbylé dvé nenulové komponenty hy; a hs; jsou nezavislé
na konformnim case 7, hraji tedy tlohu ,okrajovych” podminek. Nejjednodussi
volba je hy; = 0 = hg;, ktera urcité vyhovuje odpovidajicim rovnicim. V tomto pfi-
padeé dostavame feSeni s dvéma stupni volnosti (polarizacemi), které 1ze chapat jako
pfi¢nych smérech y,z (poznamenejme, Ze konformné plocha metrika anti—de Sitte-
rova vesmiru neni izotropni, ale pouze konformné izotropni). Pfi zminéné volbé se

rovnice pro oba dynamické stupné volnosti hss = —hs3 a hos zjednodusi na tvar

o2F  9f of f 20f A4
_6772+6:1:2+8y2+6z2 E%+P‘f—0’

kde f zastupuje obé moZzné komponenty hgs,ho3. Pokud nyni provedeme separaci
proménych f(n, z,y, 2)=g(x) expi(—kon + koy + k32), ziskdme rovnici

0%g 20g 4
— +—= —+k)g=0
8x2+x8x+<x+ 1)9 ’

kde (k1)? = (ko)? — (k2)? — (k3)?. Ta je formalné shodna s (2.25), po zaméné z za 7 a
k? za |k|. Reenim je tedy monochromatické vina

1

Nz

ktera je analogonem vysokofrekvenéni monochromatické viny (2.27) v de Sitterové
vesmiru.

Na z&vér uvedme zajimavou souvislost naseho vysledku s pfesnymi gravitac-
nimi vlnami v anti-de Sitterové vesmiru popsanymi Defriseovym feSenim [31], [7],
zkoumanym podrobné v nedavné praci [32]

f AT (k12) + B, (klx)] exp i(—kop + kay + ksz) |

ds® = [B*(d6? + sinh® 9dp*) + 83%(cosh 6 + sinh 6 cos ¢)*dudv
163%(cosh # + sinh 6 cos ¢)*d(u)du? , (2.29)
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kde 0 € [0,00), ¢ € [0, 27), u,v€ (—00, +00) a vlnoplochy u = konst. jsou dvojdimen-
zionalni povrchy hyperboloidu s konstantni zdpornou kiivosti — 3, parametrizované
6, ¢. Metriku (2.29) mizeme interpretovat i ve smyslu perturba¢nim. Pozadi v tako-
vém piipadé tvoii metrika (2.29), pro d(u) = 0. Naopak ¢len metriky +,, obsahujici
funkci d(u) pfedstavuje vysokofrekven¢ni perturbace, popsané ,malou”, ale rychle
se ménici funkci d(u)=0(¢e). Kalibra¢ni podminky jsou timto perturba¢nim fesenim
splnény trividlné. Dosazenim explicitniho feSeni (2.29) do vlnové rovnice (1.27) zjis-
time, Ze je splnéna do fadu O(e), nebot’ vSechny netriviadlni komponenty maji tvar
d(u)f(0, ) Vzhledem ke kalibra¢ni neinvarianci vlnové rovnice v tomto fadu, je
takovy vysledek postacujici. Popsané feSeni je tedy konzistentni s vlnovou rovnici
(1.27).
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Zavérecné poznamky

V prehledové ¢asti diplomové prace byla nejprve podrobné popsana Isaacsonova
perturbaéni metoda pro vakuové prostorocasy [11], umoziiujici studovat vysoko-
frekvenc¢ni gravitacni vilny Sifici se na kfivém pozadi. Poté byl probran pomérné
nedavny piispévek Efroimského [17], ktery se tyka nového formalismu popisu sla-
bych gravita¢nich vin. V ptivodni ¢asti 2.1.1 bylo provedeno zobecnéni Efroimského
postupu na vysokofrekvenéni viny a popsana souvislost s Isaacsonovou metodou.
Cast2.1.2 byla vénovéana zobecnéni Isaacsonovy metody na nevakuové prostorocasy,
jejichz tenzory energie a hybnosti neobsahuji derivace metriky.

V oddilu 2.2 bylo pomoci WKB aproximace , geometrické optiky” studovano vy-
sokofrekvencni gravita¢ni zdfeni na vyznacnych pozadich tvaru pp-vin, Einsteinova-
Rosenova a Robinsonova-Trautmanova typu. Symetrie i specialni algebraicka struk-
tura téchto feSeni umoznila nalézt odpovidajici explicitni feSeni perturbaci a jejich
vlivu na odpovidajici pozadi. Byla téz diskutovdna souvislost s pfedchozi praci
Hogana a Futamaseho [16].

V z&vérecném oddilu 2.3 byl studovan charakter vysokofrekven¢niho zéfeni ve
FRW vesmirech s kiivosti £ = 0 bez uZziti WKB aproximace. Specialné byl feSen
pfipad de Sitterova vesmiru. Podobné byl v ¢asti 2.3.2 zkouman téz pripad anti-
de Sitterova vesmiru. Zatimco v pfipadé de Sitterova vesmiru jsme obdrZeli zcela
obecné feSeni, pro anti-de Sitter(iv vesmir jsme ziskali transverzalni gravitacni viny
v jednoduchém tvaru, jen pokud se §ifi ve vyzna¢ném sméru, coZ je pochopitelnym
dtsledkem neizotropniho charakteru pouzité konformné ploché metriky.

V pfedlozené diplomové praci byly prezentovany nékteré nové vysledky, ale
zaroveni se otevfela fada dalsich problémt. Bylo by jisté zajimavé nalézt charakter
gravita¢niho zéfeni ve WKB aproximaci pro pfipady pozadji, jeZ postradaji vyznacné
symetrie. Pfirozené se nabizi také problém studia gravita¢nich vin v obecnéjsi t¥idé
FRW prostorocasti s nenulovou kfivosti k, p¥ipadné v prostorové anizotropnich
Bianchiho vesmirech.
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