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Kvét slunecénice a Fibonacciho ¢isla

Nazev prozrazuje, ze v tomto ¢lanku se budeme zabyvat tématem, které nalezi jak do botaniky,
tak matematiky a, jak uvidime, také fyziky. Dopfedu mizeme prozradit, ze Fibonacci sim by
odpovéd na otdzku, co mé spoleéného se sluneénici, nevédél. Muze se zdat blaznivé zeptat se:
A védéla by odpovéd sama sluneénice? Jinymi slovy: Kdybychom si v jeji genetické informaci
mohli listovat jako v knize, bylo by mozné tam odpovéd najit? Ke konci ¢lanku uvidime, Ze
takova otdzka neni bldznivd, ale naopak docela zdsadni. Nicméné nyni uz se vrhnéme na popis
toho, o ¢em bude fec.

Obrazek 1: Kvét slunecnice s 55 spirdlami po a 89 proti sméru hodinovych rucicek.

Co je to fylotaxe?

Jelikoz ¢lanek je napsan fyzikem, neni s podivem, ze za¢ne pozorovanim. Podivejme se na kvét
(presnéji kvétni dbor) slunecnice, na §isku ¢i ananas. Pokud nejste pravé na poli, v lese ¢i
obchodé se zeleninou, pomohou vam obrazky 1, a 2. Na kazdé z téchto tii rostlin muzeme
pozorovat pravidelné uspofadani semen ¢i Supin. VSimneme si, Ze sousedici Supiny tvoii spirdly
(naznaceny na obrazcich), botanikové je nazyvaji parasticha. Tyto spirdly muzeme pozorovat
jak po tak proti sméru hodinovych rucicek. Na SiSce na obrazku 2 je jejich pocet 8 po a 13 proti



Obrazek 2: Borova §iska s a) 8 spirdlami po, b) 13 proti sméru hodinovych ruéiéek. ¢) Na plodu
ananasu miuzeme pozorovat 21 modrych, 13 zelenych a 8 cervenych spiral.

sméru hodinovych rucicek. Na kvétu sluneénice na obr.1 to je 55 a 89. Ctenafi v lese & jinde,
nepouzivajici obrazky, kolem sebe mohou najit také Sisky s 5 a 8 spirdlami nebo slunecnice s
34 a 55 ¢i dokonce 89 a 144. U ananasu na obr.2c muzeme pozorovat vice nez dva druhy spiral,
na obrazku jsou naznaceny druhy tfi, pfiCemz modrych bychom napocitali 21, zelenych 13 a
cervenych 8.

Ti, kteri maji néjaké zkusenosti s matematikou, jiz ziejmé zpozorovali, ze vSechna uvedena
¢isla jsou ¢leny tzv. Fibonacciho posloupnosti: 1,1,2,3,5,8,21,34,55,89,144, ..., kde dany ¢len
je vzdy souctem piredchozich dvou. Matematik Leonardo Fibonacci z Pisy zil v letech 1175-1240.
Ve své knize Liber Abaci se zabyval dnes proslavenych problémem rustu populace kraliku: Na
pole umistime pdr krdliku. Jestlize krdlici po mésici dospéji a zplodi kazZdy mésic novy pdr -
kolik pdri krdliki se narodi za dvandct mésici? ReSenim je pravé po autorovi pojmenovans
posloupnost.

Dale si vSimnéme, ze pocet spiral jdoucich po a proti sméru hodinovych rucicek jsou vzdy
dvé po sobé jdouci (!) Fibonacciho ¢isla. Podrobnéjsim pozorovanim bychom zjistili, ze na dvou
rostlinach stejného druhu se spiraly o daném poc¢tu mohou tocit po i proti sméru hodinovych
rucicek. Popsanému jevu se odborné ik fylotaze (z feckého phyllon, list a tazis, usporadani)
a lze ho pozorovat na ruznych kvétenstvich, nejen slunec¢nicovém, také na nékterych plodech a
na uspofadani list rostlin (pfi pohledu shora na stonek by $picky listu tvofily vzory podobné
tém pravé uvedenym).

Historie zkoumani fylotaxe sahd daleko. Zminky je mozné najit jiz v pramenech pochdazejicich
z doby kratce pred naSim letopoctem. Nicméné prvniho vyraznéjsiho pokroku bylo dosazeno
az po roce 1830 diky pracim némeckych botaniku Karla Schimpera a Alexandera Brauna. Karl
Schimper zkoumal uspoiadani listkii na stonku a jako prvni poukazal na souvislost s Fibo-
nacciho ¢isly. Alexander Braun studoval uspofadani Supin na 8Siskach, popsal spiraly jdouci po
a proti sméru hodinovych rucicek a jejich pocty. Pozoroval, Zze nové vyrostla Supina se vzdaluje
rovné ze stfedu Sisky a dalsi vyroste odklonéna vzdy o stejny tuhel, divergenci, a. Méfenimi dosel
k zavéru, ze cely tihel (360°) je k divergenci o v poméru zlatého fezu 7 = (1 4+ +/5)/2. Zlatym
fezem byli lidé fascinovani od dob, kdy se naucili pocitat se zlomky. Kupiikladu Pythagorejci
podotykali na spojitost pentagramu se zlatym rezem, viz obrazek 3. Také v dilech renesan¢nich
maliti se toto ¢islo da velmi casto vystopovat.
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Obrézek 3: Zlaty fez schovany v pentagramu 7 = <208 = Mo — SurDurovA -

Chovani nejjednodussiho modelu

Pro lepsi pochopeni celého problému si nyni uvedme jednoduchy model a zkoumejme, zda
popise pozorované chovani.

Predstavme si kruhovy kvét. Seminka vyrustaji z prostiedka v pravidelnych ¢asovych in-
tervalech. Kazdé seminko, po tom co vyrostlo, se od sttedu zacne vzdalovat rychlosti imérnou
odmocniné z ¢asu (aby se zachovavala plosna hustota seminek). Nésledujici seminko se vyda ve
sméru odklonéném o thel a = r x 360° od predchoziho.

Pravdou je, Ze jsme neuvedli zadny diivod, pro¢ pravé podle tohoto modelu by se piiroda
méla chovat. To je ovSem piipad pii praci fyzika vcelku casty. Pro klid matematickych dusi
poznamenejme, ze neni ¢lanku konec. Prozatim je nasim tukolem pochopit, pro¢ pomér r ma
byt zlaty fez. Voditkem pii vylucovani jednotlivych moznosti bude fakt, ze chceme, aby kvét
byl dobie zaplnén, tj. aby mezi seminky nebyly zbyte¢né mezery.

Na nésledujicich obrédzcich 4-6 jsou vysledky simulace tohoto modelu. Z obrézku 4a) po-
chopime, ze zvolit odklon r jako raciondlni &islo s malym jmenovatelem r = p/q neni vhodné,
protoze pak bychom pozorovali seminka rostouci v g rovnych vétvich. Je-li r blizké néjakému
racionalnimu ¢islu s malym jmenovatelem, pozorujeme q spirdl, to je znazornéno na obrazcich
4b) a 4c). Smér spirdly zavisi na tom, zda je ¢islo vétsi ¢i mensi nez zlomek jemu blizky.

Poznamenejme, co by se stalo, kdybychom v piipadech b) a ¢) nechali nartst tisice seminek.
Pivodnich 5 spiral by zaniklo, jelikoz seminka tvofici jednu z nich by se dostala piilis daleko od
sebe a tedy spirdla by jiz nebyla oku patrna. Pozorovali bychom na okraji 200 rovnych vétvi,
nebot 0.605 = 121/200.

Napadne ndas pouzit néjaké iraciondlni ¢islo . Kuptikladu Ludolfovo ¢islo » = 7. Uspotradéani
seminek pak zavisi na tom, kolik jsme jich nechali narust. Pro 100 seminek, obrazek 5a), po-
zorujeme 7 spirdl proti sméru hodinovych rué¢i¢ek. Pii 1000 seminkach, obrazek 5b), zacne
obrazec na okraji vypadat tak, jak chceme, tedy mezi seminky nejsou zbyteéné mezery. Ovsem
nechdme-li narust seminek 10 000, obrazek 5c), pozorujeme 113 vétvi a nechténé mezery mezi
seminky jsou opét uprostied kvétu i na okrajich.

Vysvétleni je jevdnoduché. Nejlepsi malé raciondlni aproximace pro 7 jsou 3, %, %, ... Jak
jsme na to ptisli? Cislo 7 stejné jako kazdé jiné lze jednoznacné zapsat ve tvaru tzv. retézového
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Obrazek 4: Chovani modelu pro a) r = 0.6 = %, pozorujeme 5 vétvi, b) r = 0.605, vidime 5
spirdl po sméru hodinovych rué¢iéek, nebot 0.605 > %, ¢) r = 0.595, vidime 5 spiral proti sméru
hodinovych rucicek, nebof 0.595 < 2.

c)
Obrézek 5: Simulace pro r = 7 pro a) 100, b) 1000, ¢) 10 000 seminek.
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kde ag je cela ¢ast ze z, oznacime-li desetinou ¢ast by, miuzeme vypocitat a; jako celou ¢ast z
prevracené hodnoty by a tak rekurzivné déle.

Useknutim fetézového zlomku pak lze ziskat racionalni aproximace daného ¢isla. Usekneme-
li zlomek pied jednotkou, napi. 7 ~ 3+ 1/(7+ 1/15) = 333/106, neni aproximace piili§ dobrd,
staci nepatrné zvysit jmenovatel na 322 (vzit o jedno delsi usek fetézového zlomku) a k ¢islu «

se priblizime mnohem vice.
Z toho, co jsme tekli, vyplyva, ze vhodnym kandidatem pro pomeér r bude takové iracionalni

cislo, které neméa dobré racionalni aproximace, tedy jeho rozvoj do fetézového zlomku obsahuje

samé jednicky
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Tedy pravé Braunem naméfeny zlaty fez! Jeho raciondlni aproximace jsou 1,3, 3, 5, 5, 135 57 - - -
Protoze pocty spiral odpovidaji jmenovatelum, vidime nyni i souvislost s Fibonacciho ¢isly.



Na obrazku 6 jsou znazornény vysledky simulace pro tihel odklonu odpovidajici zlatému
fezu pro ruzné pocty vyrostlych seminek. Pro 30 seminek pozorujeme 8 a 13 spirdl, pro 300 jich
je 21 a 34, pro 3000 seminek je spiral 89 a 144.
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Obrézek 6: Simulace pro r = 1+2\/5 pro a) 30, b) 300, ¢) 3000 seminek.

Kterému Fibonacciho ¢islu odpovidajici spirdly pozorujeme konkrétné, je ddno pouze ve-
likosti kvétu. Viditelné spirdly jsou tvofené seminky, které spolu sousedi a to se méni se
vzdalenosti od stiedu kvétu. V praxi jsou nejlépe zietelné spirdly na okraji. Predstavivosti
pomitize obrazek 7.

Obrazek 7: Nejlépe jsou vidét spirdly tvoiené dotykajicimi se seminky.

Nejcastéji pozorujeme dva ruzné druhy spiral, jelikoz seminko ma vétSinou ¢tyfi sousedy

Navic racionalni aproximace zlatého fezu spliuji nerovnost
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proto se spirdly odpovidajici dvéma po sobé jdoucim Fibonacciho &slim (jmenovatelim zlomkii)
to¢i v opa¢nych smérech. Vzpomente si na vysvétleni sméru spirél u obrazku 4b) a 4c) a po-
rovnejte s nerovnosti.
Zlaty fez ovSem neni jediny piipustny kandidat pro thel odklonu. Dalsi z ¢isel, ktera nemaji
dobré raciondlni aproximace, se daji napsat jako
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Cislu z, odpovidaji pocty spiral (jmenovatele aproximaci) 1,3,4,7,11,18,29, ..., tzv. Lucasova
posloupnost (Fibonacciho typu, s pocateénimi hodnotami 1,3 namisto 1,2). Pro 2, jsou poéty
spiral 1,4,5,9,14,23,37,.... Pro 23 je 2,5,12,29,70, .. .. Na obrazku 8 je vysledek simulace pro
200 vyrostlych seminek. Vidime, ze vzory se od téch Fibonacciho na prvni pohled pfili§ nelisi.
V piirodé se vzory odpovidajici divergenci z; i 2o vyskytuji, oviem mnohem méné ¢asto nez ty
odpovidajici zlatému tezu.

a) b) c)
Obrazek 8: Vzor pro a) r = z; s 18 a 29 spirdlami, b) r = z5 s 23 a 37 spirdlami, ¢) r = z3 s 12
a 29 spirdlami viditelnymi na okraji.

Cesta k tplnému vysvétleni

Shriime nyni, co jsme doposud uvedli. Na za¢dtku jsme nastinili, co to je fylotaxe a inspirovani
pozorovanimi botanika Brauna jsme podrobné rozebrali chovani jednoduchého modelu. OvSem
zaroven s tim ndm na mysli vytanuly otdzky: Je néjaky divod, pro¢ by se rostliny mély chovat
podle naseho modelu? A podle jakého pravidla se vybere pravé zlaty rez jako divergence a ne
jiné ¢islo podobnych vlastnosti. Nez na tuto otdzku odpovime, vydejme se déle po cesté historie
studia fylotaxe a pozastavme se na ni u nékolika zajimavych myslenek.

Kratce po Schimperovi a Braunovi nasledovaly studie bratii Louise a Augusta Bravaisovijch.
Ti popisovali fylotaxi pomoci m¥izky na polokouli a rozebirali, které ze spirdl jsou viditelné,
podobné jako my na obrazku 7. Auguste Bravais se pozdéji, idajné inspirovan fylotaxi, zacal
zabyvat krystaly a stal se jednim ze zakladatelii oboru krystalografie.

V roce 1868 némecky botanik Hofmeister ve své knize uvedl, ze pouhy fakt, ze nové seminko
roste do sméru, kde je nejvice mista, by mohl byt zodpovédny za pozorované vzory. Simon
Schwendener v roce 1878 navrhl, ze usporadani je vysledkem tlaku, kterym seminka pusobi na
své sousedy. Vyrobil mechanicky stroj, ktery takové podminky simuloval. Vysledky jeho méteni
byly prekvapivé presné. Zajimavy je také argument Wiesnera (1875) vedeny v obdobném duchu,
ktery tika, ze listy na rostliné se uspotadavaji tak, aby mély co nejlepsi ptistup ke svétlu a co
nejméné si stinily. Nicméné rist dlouhych tizkych listi by pro takovy piipad byl asi efektivnéjsim
feSenim nez spirdlové vzory. Schouteho (1913) napadlo, Ze pocdteéni smér rustu nového seminka
by mohl byt dan chemickych inhibitorem, ktery je vylucovan seminky jiz vyrostlymi. OvSem
do dnesni doby zadny takovy chemicky inhibitor nebyl nalezen.

V roce 1907 ptisel holandsky botanik G. van Iterson s teorii, kterd nyni tvoii zaklad mo-
derniho teoretického vyzkumu fylotaxe. Zkonstruoval geometricky model, ktery predpokladal, ze
seminka jsou kolecka, ve vzajemném kontaktu, uspoiadany kolem kruhového stiedu (ze kterého
vyrustaji). Spocital vSechny geometricky mozné konfigurace. Jednou z nich skute¢né byl vzor
pozorovany na rostlindch odpovidajici divergenci o velikosti zlatého fezu. Ale feSenim bylo i



mnoho dals$ich vzoru, napf. ty z obrazki 8a) a b). VSechna feSeni se daji zndzornit v tzv. Iter-
sonové diagramu. Iterson nedokazal rozhodnout, proc to které feseni by mélo byt lepsi nez jiné.
Céstecné moznd proto zustal jeho piistup vice nez 50 let zapomenut.

Rozhodujici ptispévek k vyzkumu pridali francouzsti fyzici Douady a Couder v roce 1992.
Namisto geometrickych kritérii pro umisténi nového seminka pouzili princip minimélni ener-
gie. Nejlépe jejich pristup pochopime, popiSeme-li si experiment, ktery zrealizovali. Do stredu
misky naplnéné silikonovym olejem padaly periodicky kapicky fero-kapaliny. Kolem misky bylo
magnetické pole umisténé tak, aby se jednotlivé kapic¢ky vzajemné odpuzovaly (podobné jako
dvé nabité kulicky). Rychlost jejich pohybu byla limitovdna viskozitou oleje. Kapicky pohy-
bujici se od sebe tvofily vzory stejné jako pozorujeme na slunecnici. Douady a Couder také
numericky simulovali popsany model. Dosli k podobnému diagramu popisujicimu feSeni jako
Iterson, narozdil od néj vsak dokézali vysvétlit, pro¢ spravnym vysledkem je pravé ten souvi-
sejici s Fibonacciho ¢isly. Jejich vysvétleni je chybéjicim ¢lankem fetizku pochopeni fylotaxe,
je ovSem nad ramec slozitosti tohoto ¢lanku. Lze se o ném doc¢ist mimo jiné v ¢lanku urceném
pro §irsi védeckou verejnost [2].

Ptinos vysledku Douadyho a Coudera je zejména ve vyvraceni evolu¢niho piistupu k fy-
lotaxi, tj. teorie souvisejici s otazkou uvedenou na zacatku: Védéla by slunecnice sama, co
m4 spole¢ného s Fibonacciho ¢isly? Cést védel se domnivala, ze ano. Véfila totiz spravnosti
nasledujiciho argumentu: Seminka na rostlindch podobnych sluneé¢nici v ddvné a ddvné historii
jejich vyvoje rostla nahodné, avsak rostliny, jejichz seminka byla blizko u sebe, byly pfirozenym
vybérem preferovany ptred ostatnimi, a proto dnes téméf na vSech rostlinach pozorujeme vzory
odpovidajici Fibonacci ¢islum, jelikoz ty jsou z hlediska Setieni prostoru nejvyhodnéjsi.

7 vysledku Douadyho, Coudera a pozdéji i dalsich ovSem plyne, ze spirdlové vzory jsou
vysledkem pouze dynamického ristového procesu ”odpuzujicich” se seminek, ze tedy nejsou
zakodovany v genech rostliny, ani nevznikaly néjakou slozitou evolu¢ni cestou. Ptricemz ono
odpuzovani seminek miuze byt realizovano kupfiikladu pouhym délenim a rustem bunék mezi
zarodky budoucich seminek.
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