
Matematika na vysoký
h ²kolá
h, Herbertov, 3.-5. zá°í 2007 1Je Hospodin hospodárný?Ji°í Langer1. Tempori par
e!K ²et°ení £asem vyzýval uº Sene
a (Epistulae Morales XIII ). Ve skute£nosti je to tenv·be
 nejstar²í zákon na sv¥t¥, protoºe jedním z první
h boºí
h po£in· bylo stvo°enísv¥tla (Gen. 1.3) a sv¥tlu dal Hospodin zmín¥ný p°íkaz do vínku. V²iml si toho ov²em aºPierre de Fermat (1601-1665) [1℄ v r. 1662: Fermat·v prin
ip °íká, ºe sv¥tlo se ²í°í tak, abydráhu mezi dv¥ma danými body pro²lo v 
o nejkrat²ím £ase. V moderním matemati
kémzápise to znamená, ºe má nabývat minima funk
ionál(1) t = Z s2s1 dsv = Z �2�1 s�dxd��2 + �dyd��2 + �dzd��2 d�v ;kde v je ry
hlost sv¥tla v daném prost°edí, tedy v = 
=n(x; y; z), p°i£emº n(x; y; z) jeindex lomu daného prost°edí, obe
n¥ závisejí
í na poloze, s je oblouk podél sv¥telnéhopaprsku a � parametrizuje p°íslu²nou k°ivku.Fermat ov²em formuloval prin
ip jen slovn¥ a aplikoval jej pouze na odvození zákonulomu, 
oº nevyºaduje plný formalismus varia£ního po£tu. Roz²í°il tak výsledek Heronaz Alexandrie (10-70), který objevil platnost tohoto prin
ipu v p°ípad¥ odrazu sv¥tla.�í°ením sv¥tla v prost°edí s prom¥nným indexem lomu se zabýval aº Johann Bernoulli(1667-1748) v r. 1697 v souvislosti s úlohou o bra
histo
hron¥: najít k°ivku, po která musíklouzat v gravita£ním poli hmotný bod, má-li prob¥hnout dráhu mezi dv¥ma zadanýmibody v nejkrat²ím moºném £ase. Tuto úlohu p°edloºil o rok d°íve evropským matema-tik·m s výzvou k jejímu °e²ení a úlohu ví
e mén¥ sou£asn¥ vy°e²ilo r·znými prost°edkyn¥kolik velký
h matematik· té doby � Johann Bernoulli sám, jeho bratr Ja
ob, Leibniza jeden anonym. Jak v²ak Bernoulli °ekl, v nepodepsaném autorovi �poznal lva podle jehospáru� � Newtona.Po formální strán
e se zapí²e úloha o bra
histo
hron¥ úpln¥ stejn¥ jako Fermat·v prin
ip(1) pro paprsek pohybují
í se jen ve svislé rovin¥, p°i£emº jeho ry
hlost v se ur£í zezákona za
hování sou£tu kineti
ké a poten
iální energie, tedy pokud osa y sm¥°uje vzh·ru,v = p2g(y0 � y)=m, kde g je gravita£ní zry
hlení a y0 po£áte£ní vý²ka hmotného bodu(vypu²t¥ného z klidu). Úloha je tedy ekvivalentní úloze pro paprsek v prost°edí se spe
iálnízávislostí indexu lomu na vý²
e, £ehoº Johann Bernoulli vyuºil a °e²il úlohu jako limitupaprsku, který se postupn¥ láme ve vrstevnatém prost°edí s odpovídají
í zm¥nou indexulomu.Fyzikáln¥ je ov²em mezi ob¥ma úlohami podstatný rozdíl. V p°ípad¥ sv¥tla jde o volnýpohyb, sv¥tlo si hledá 
estu podél 
ykloidy, která úlohu °e²í, zatím
o bra
histo
hronap°edstavuje vazbu, p·sobí
í na hmotný bod dodate£nými silami ve sm¥ru normály. Volnýpohyb, tedy pohyb pod vlivem pouze gravita£ní síly, se po bra
histo
hron¥ ned¥je.



2 Jednota £eský
h matematik �u a fyzik �u, pobo£ka v Praze2. Naturam operari per modos fa
ilioresSv·j zákon ²í°ení sv¥tla pokládal Fermat za spe
iální d·sledek obe
ného �prin
ipu hos-podárnosti�. Jak uvádí ve své (latinsky psané) prá
i [1℄, . . . p°íroda pra
uje t¥mi snaº²ímia pohodln¥j²ími zp·soby.Co ale je ten modus fa
ile? V p°ípad¥ sv¥tla to znamenalo pra
ovat s 
o nejmen²ímzdrºením, ale uº jsme uvedli, ºe pro pohyb hmotný
h bod· to nefunguje. Hodíme-li ká-men s v¥ºe a on dopadne kus od její paty, pohybuje se po parabole. Pokud by ale m¥ldráhu urazit v nejkrat²ím £ase, m¥l by se pohybovat po bra
histo
hron¥, kterou je 
yk-loida. P°esto metafyzi
ký prin
ip hospodárnosti £i lenosti p°írody velmi p°itahoval °aduslovutný
h matematik·-fyzik· (tehdy je²t¥ neexistovala Jednota, ale panovala jednotamatematik· a fyzik·).Pierre Louis Moreau de Maupertuis (1698-1759) v £lánku nazvaném Zákony pohybu a kliduodvozené z metafyzi
kého prin
ipu [2℄, krom¥ �d·kazu existen
e Boha odvozeného z div·p°írody�, slovn¥ nazna£il prin
ip, jenº m¥l být základním prin
ipem pohybu t¥les. Prin
ipnese jeho jméno, ale ne tak do
ela právem. Jeho pouºitelnou matemati
kou formula
ipodal totiº aº matematik daleko v¥t²ího formátu, Leonhard Euler.Leonhard Euler (1707-1783) a Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) p°edev²ím nalezli nut-nou podmínku pro minimum fun
ionálu tvaru(2) Z u2u1 F (x1; : : : ; xn; dx1=du; : : : ; dxn=du; u) du;známé Lagrangeovy-Eulerovy rovni
e(3) ddu � �F�(dxi=du)�� �F�xi = 0; i = 1; : : : ; n;význam jednotlivý
h veli£in je z°ejmý a p°edpokládáme, ºe jednotlivé funk
e mají pot°eb-nou diferen
ovatelnost.Euler [5℄ pak formuloval Maupertuis·v prin
ip poºadavkem, ºe veli£ina(4) A = Z s2s1 v dsnabývá minima. Obsah tohoto prin
ipu budeme rozebírat pro jeden hmotný bod nepo-drobený vazbám, zobe
n¥ní na ví
e bod· podrobeným vazbám je v²ak p°ímo£aré, viznap°. [3℄. Veli£ina v zna£í velikost ry
hlosti, s je oblouk podél dráhy bodu. Vidíme ov²em,ºe nikde nevystupuje veli£ina popisují
í silové p·sobení. Varia£ní prin
ip je totiº nutno
hápat jako prin
ip s vedlej²í podmínkou, kterou je zákon za
hování energie, funguje tedyjen pro pole popsané poten
iálem nezávislým na £ase. Pokud dosadíme za v ze vztahu
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(5) 12mv2 + V (x; y; z) = E;kde m je hmotnost, V poten
iální energie a ds vyjád°íme pomo
í parametru � jakods =p(dx=d�)2 + (dy=d�)2 + (dz=d�)2 d�, nabývá (4) tvaru(6) A = m�1 Z �2�1 p2m(E � V (x; y; z))((dx=d�)2 + (dy=d�)2 + (dz=d�)2) d�a to uº je funk
ionál typu (2). P°íslu²ná Lagrangeova-Eulerova rovni
e dává rovni
i tra-jektorie parametrizované �, £asová závislost je pak ur£ena vztahem (5), p°epsaným dotvaru(7) d�dt =s (2=m)(E � V (x; y; z))(dx=d�)2 + (dy=d�)2 + (dz=d�)2 :Snadno se ukáºe, ºe výsledné pohybové rovni
e jsou za daný
h p°edpoklad· ekvivalentníNewtonovým, resp. Lagrangeovým rovni
ím II. druhu, odvozeným ze znám¥j²ího prin
ipuHamitonova, poºadují
ího, aby extrému nabýval funk
ionál(8) S = Z t2t1 (T � V ) dt = 0;kde T je kineti
ká a V poten
iální energie (viz Dodatek).Nás v²ak v tomto £lánku zajímá p°edev²ím �metafyzi
ký základ� Maupertuisova prin
ipu:vyjad°uje opravdu hospodárnost p°írodní
h d¥j·? Tento �theologi
ký a mysti
ký� pohledna me
haniku ost°e kritizoval Ernst Ma
h (1838-1916) [4℄, podobn¥ jako o stopadesátlet d°íve Jean le Rond d'Alembert (1717-1783). A kritika je oprávn¥ná. Veli£ina A (resp.mA) v (4) se tenden£n¥ nazvala �ú£inek� £i �ak
e�. Ale je t¥ºké najít n¥jaký metafyzi
ký £ifyzikální d·vod, pro£ práv¥ tato veli£ina má nabývat extrému. �i jinak. Fyzikální d·vodje zde jediný � dává správné pohybové rovni
e, to v²ak není zd·vodn¥ní, pro£ se pohyb°ídí práv¥ t¥mito rovni
emi.3. A�E
METPHTO� MH�EI� EI�IT
M·ºeme samoz°ejm¥ pokorn¥ uznat, ºe názor P°írody na hospodárnost m·ºe být jinýneº ná². Nad vstupem do Platonovovy Akademie byl údajn¥ vyryt nadpis této kapitolky,voln¥ p°ekládaný jako �Nevstupuj bez znalosti geometrie�. Nev¥°ím, ºe by mezi £tená°i byltakový h°í²ník, p°e
e jen v²ak n¥
o z riemannovské geometrie p°ipomenu. �Elementárnívzdálenost� je v trojrozm¥rném riemannovském prostoru ur£ena kvadrati
kou formou(9) ds2 = gikdxidxk;



4 Jednota £eský
h matematik �u a fyzik �u, pobo£ka v Prazekde i; j nabývá hodnot 1...3 a p°es opakované indexy se s£ítá. V euklidovském prostorujsou gik = Æik a v konformn¥ plo
hém prostoru gik = f(x1; x2; x3)Æik, kde f(x1; x2; x3) jelibovolná funk
e sou°adni
.�P°ímka�, de�novaná jako nejkrat²í spojni
e dvou bod·, tedy jako geodetika, je pak vkonformn¥ plo
hém prostoru ur£ena podmínkou, ºe funk
ionál(10) S = Z �2�1 vuutf(x1; x2; x3) �dxd��2 + �dyd��2 + �dzd��2! d�nabývá minima. Porovnáme-li s touto podmínkou nyní (1), (4), vidíme, ºe ob¥ úlohym·ºeme 
hápat geometri
ky jako hledání geodetiky, ov²em ne v reálném prostoru, nýbrºv jakémsi "prostoru idejí", kde metrika konformn¥ plo
hého prostoru je ur£ena spe
i�
kouúlohou.Skute£nost, ºe funk
ionály mají rozdílný fyzikální rozm¥r, nás nemusí trápit, sta£í jevynásobit vhodnou konstantou, aby v²e
hny m¥ly rozm¥r délky. Matematika samoz°ejm¥vºdy pot¥²í, kdyº se na první pohled r·zné úlohy p°evedou na formáln¥ stejný základ,p°iná²í to i te
hni
ké výhody, ale metafyzi
kému argumentu to zas tak mo
 neposlouºí.Boºí hospodárnost jsme za
hránili na úkor boºí spravedlivosti, Hospodin r·zným d¥j·mnem¥°í stejn¥, pro kaºdý p°edepisuje spe
iální metriku. Moºná jim ale m¥°í po zásluze, 
ovíme.4. Festina lente!Je tu ale je²t¥ jeden problém. Spln¥ní (3) totiº nezaru£uje, ºe funk
ionál (2) nabývá lokál-ního minima � m·ºe to být i maximum nebo sedlový bod. Vra´me se k Fermatovu prin
ipu,který jsme popsali Sene
ovým ��et°i £asem�. Nejjednodu²²í aplika
í Fermatova prin
ipuje odvození zákona odrazu. Jde-li o odraz na rovinném zr
adle, snadná geometri
ká kon-struk
e ukáºe, ºe v tomto p°ípad¥ nabývá £as lokálního minima. P°edstavme si ale zr
adloelipti
ké; paprsky vyslané z jednoho ohniska libovolným sm¥rem se v²e
hny odrazí doohniska druhého. Délka dráhy a tím i £as, za který ji sv¥tlo urazí, je pro v²e
hny paprskystejná. �as tedy nenabývá minima, je jen sta
ionární. So�stikovan¥j²í volbou odráºejí
íplo
hy lze dosáhnout i toho, ºe je maximální. Zde se tedy sv¥tlo ne°ídí morálnímmaximem�²et°i £asem�, spí²e se zde hodí �sp¥
hej pomalu� z nadpisu tohoto odstav
e.D·leºit¥j²ím p°íkladem je varia£ní prin
ip, který ur£uje pohyb relativisti
ké £ásti
e v gra-vita£ním poli. Podle obe
né relativity se pohybuje po geodeti
ké £á°e, která extremalizujefunk
ionál p°edstavují
í délku �oblouku�, £i rad¥ji prostoro£asového intervalu, m¥°enéhopodél dané k°ivky. Jenºe jde o �oblouk� v prostoro£ase, který má inde�nitní metriku.Fyzikální smysl této veli£iny je p°ír·stek vlastního £asu £ásti
e, tedy £asu m¥°eného ho-dinami, které si £ásti
e nese sebou. Ten podél �sv¥to£áry� £ásti
e nabývá maxima, neminima. Planeta obíhají
í Slun
e se loudá, p°ír·stek jejího vlastního £asu je v¥t²í, neºkdyby se pohybovala po n¥které z blízký
h drah. Takºe hospodárnost je v p°írod¥ n¥kdy
hápána jako maximální plýtvání.
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 d·leºité, zda extremála minimalizuje £i maximalizujep°íslu²ný funk
ionál, nebo zda jde jen o �sedlový bod�. D·leºité je, ºe hodnota funk
ionáluje na ní sta
ionární.5.Fata viam invenient?�Osud si 
estu najde�, °íká Jupiter ve Vergiliov¥ Aeneid¥, ale jak si ji hledá? Cíl, ���o�, jeu Aristotela jednou z legitimní
h p°í£in pohybu, to v²ak nevyhovovalo du
hu v¥dy v 17.století. �Teleologi
ká� formula
e, kterou dal Fermat svému prin
ipu, tedy n¥
o se d¥jeproto, aby se dosáhlo ur£itého 
íle, byla vzáp¥tí napadena v·d£ím kartesiánem ClaudemClerselierem (1614-1684) : A (Fermat·v) prin
ip nem·ºe být p°í£inou, tím by
hom totiºp°írod¥ p°isuzovali ur£itou v¥domost a zde p°írodou rozumíme pouze °ád a zákonitost, kterýp·sobí bez p°edvídavosti, bez moºnosti volby, jen pod vlivem nutné determinovanosti.Varia£ní prin
ipy jsou skute£n¥ formulovány teleologi
ky. Ni
mén¥ podívejme se na ma-temati
kou strukturu problému. Nutnou podmínkou pro extrém funk
ionál·, které seve fyzikální
h varia£ní
h prin
ipe
h vyskytují, je rovni
e £i soustava n diferen
iální
hrovni
 druhého °ádu, jeji
hº °e²ení obe
n¥ závisí na 2n konstantá
h. �Deterministi
ký�výb¥r ur£itého °e²ení se uskute£ní zadáním po£áte£ní
h hodnot neznámý
h funk
í a jeji
hderiva
í. �Teleologi
ká� formula
e varia£ní
h prin
ip· p°edpokládá °e²itelnost okrajovéúlohy pro danou soustavu rovni
 � najít °e²ení, které pro
hází ve dvou r·zný
h £ase
hdv¥ma r·znými body.Tato úloha obe
n¥ nemá °e²ení i pro rovni
e, které vyhovují podmínkám existen
e a jed-nozna£nosti pro po£áte£ní problém. Jednodu
hým p°íkladem je rovni
e pro lineární har-moni
ký os
ilátor(11) y00 + y = 0;která má periodi
ké °e²ení(12) y = A 
os(t+ �)s periodou 2�. Okrajová úloha y = 1 pro t = 0 a y = 2 pro t = 2� tedy nemá °e²ení; li²í-lise hodnota nezávislé prom¥nné o periodu, nabývá y téºe hodnoty pro libovolné hodnotykonstant A a �.�e£eno jazykem pro �losofy, ne kaºdý 
íl je dosaºitelný. Pokud ale úloha °e²ení má, paktoto °e²ení je práv¥ jedno z mnoºiny °e²ení po£áte£ní úlohy. Tedy: osud vedou
í k dosaºitel-nému 
íli je ur£en te¤ a tady. Osud hledá 
estu pomo
í diferen
iální rovni
e, tedy kauzáln¥.Teleologie ve varia£ní
h probléme
h je jen zdánlivá.Jak si osud hledá 
estu je instruktivní rozebrat na p°íklad¥ °e²ení problému bra
his-to
hrony Johanna Bernoulliho, zmín¥ném v prvním paragrafu. Bernoulli p°edpokládal, ºese paprsek pohybuje ve zvrstveném prost°edí, kde ry
hlost sv¥tla v k-té vrstv¥ je(13) vk =p2g(y0 � yk);



6 Jednota £eský
h matematik �u a fyzik �u, pobo£ka v Prazea na kaºdém rozhraní se v souladu s Fermatovým prin
ipem paprsek lomí pod úhlemdaným zákonem lomu. Sm¥r paprsku v dal²í vrstv¥ je tedy postupn¥ ur£ován na kaºdémrozhraní. Nakone
 Bernoulli p°e²el limitním postupem k nekone£nému po£tu in�netisimál-ní
h vrstev. P°i tomto postupu ov²em neumíme p°edem ur£it, ve kterém bod¥ paprsekskon£í, máme v²ak zaru£eno, ºe dráha p°edstavuje extremálu. Bernoulli zde vlastn¥ °e²ilúlohu analogií numeri
kého °e²ení okrajové úlohy metodou výst°el· � rovni
e se °e²í krokpo kroku a po£áte£ní nám¥r se koriguje tak dlouho, aº se paprsek strefí do poºadovanéhobodu.V souhrnu vidíme, ºe v deterministi
kém sv¥t¥ není mezi teleologi
kou a kauzální formula
ízdaleka takový rozdíl, jak se na první pohled zdá.6. Viribus unitisVaria£ní prin
ipy hrají d·leºitou roli i v p°ípad¥, kdyº se na pohyb £ásti
 podíváme zhlediska �základn¥j²í� teorie. Máme na mysli kvantovou me
haniku.V kvantové me
hani
e nemá smysl hovo°it o trajektorii £ásti
e. V²e, 
o m·ºeme °í
i, jeto, s jakou pravd¥podobností se £ásti
e vyskytne v ur£itém £ase v ur£itém míst¥. Tatopravd¥podobnost, p°esn¥ji její hustota, je ur£ena kvadrátem absolutní hodnoty (kom-plexní) vlnové funk
e, která je °e²ením (par
iální diferen
iální) S
hrödingerovy rovni
e.Ri
hard Feynman v²ak v r. 1948 p°edloºil jinou formula
i kvantové me
haniky. Podle ní£ásti
e nemá trajektorii proto, ºe z bodu x0, kde byla v £ase t0, se do bodu x, v n¥mºje v £ase t, (pro jednodu
host se omezujeme na jednorozm¥rný pohyb) p°esunula zárove¬po v²e
h moºný
h drahá
h, nejen t¥
h, které by dovolovala klasi
ká me
hanika. (Jed-nozávitov
i jako já mají potíºe s v¥domým konáním i dvou £inností sou£asn¥. Nadan¥j²íjedin
i zvládnou i n¥kolik £inností zárove¬. Podle Feynmana v²ak stále d¥láme najednounekone£n¥ mnoho v¥
í.)�ásti
e tedy v·be
 nevyhledává ur£itou 
estu � pustí se po v²e
h sou£asn¥. Na kaºdé zni
h má v kaºdém okamºiku ur£itou kineti
kou energii T a poten
iální energii V , protolze ur£it 
elkovou klasi
kou ak
i podle této dráhy (8), S = R tt0(T � V ) dt. Kaºdá z 
estpak p°isp¥je k výsledné hodnot¥ vlnové funk
e v kon
ovém bod¥ (komplexní) hodnotouúm¥rnou exp (iS=~), kde ~ je redukovaná Plan
kova konstanta.Symboli
ky zapsáno(14)  (x; t; x0; t0) = N Z exp (iS=~) d(v²e
hny 
esty);N je jakýsi normova
í faktor. Zápis 
hápejme skute£n¥ jen jako symbol toho, ºe se se£toup°ísp¥vky p°es v²e
hny dráhy. Aby m¥la integra
e jasný smysl, je t°eba de�novat integra
ia míru na funk
ionálním prostoru. V sou£asné dob¥ je p°esná matemati
ká formula
edo zna£né míry zvládnutá, odkaºme v²ak jen na klasi
kou kníºku [7℄. Ukazuje se, ºetakto ur£ená funk
e  spl¬uje S
hrödingerovu rovni
i, takºe Feynmanova formula
e jeekvivalentní standardnímu p°ístupu. (Uºití Feynmanova dráhového integrálu je ov²em v
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hani
e,nýbrº po p°íslu²ný
h zobe
n¥ní
h p°edev²ím v kvantové teorii pole, takºe moºná práv¥tento p°ístup si zasluhuje ozna£ení �standardní�.)Nás bude jen zajímat, jak se pro klasi
ké £ásti
e odsud op¥t vyno°í pojem trajektorie ak intuitivnímu argumentu si pot°ebujeme v²imnout jediné v¥
i, totiº jak se 
hová funk
eexp (iS=~). Její reálná i imaginární £ást jsou periodi
ké, takºe p°i zm¥n¥ S os
ilují mezikladnými a zápornými hodnotami. Vezm¥me ak
i S podle jedné z moºný
h drah. Pokudje její hodnota velká proti ~, pak bude obe
n¥ velká i její zm¥na p°i p°e
hodu k dráze vblízkém okolí. V d·sledku toho se p°ísp¥vky od drah v okolí uvaºované dráhy vyru²í �do
hází k destruktivní interferen
i.Výjimkou jsou klasi
ké trajektorie, podél který
h je ak
e S sta
ionární, tedy se p°i p°e-
hodu k blízké dráze skoro nem¥ní. V tomto p°ípad¥ p·sobí jednotlivé dráhy v malémokolí klasi
ké trajektorie viribus unitis, spojenými silami, a interferen
e je konstruktivní.(Zd·razn¥me, ºe d·leºitá je zde sta
ionárnost, ne minimálnost, ak
e.)Podmínkou úplného vyru²ení �neklasi
ký
h� p°ísp¥vk· je ov²em to, aby ak
e £ásti
e bylaveliká ve srovnání s redukovanou Plan
kovou konstantou ~. Hodnota této konstanty jenatolik malá, ºe pro makroskopi
ká t¥lesa je tento poºadavek mnohonásobn¥ spln¥n. Vmikrosystéme
h se ov²em projevují "vlnové" vlastnosti £ásti
. (Situa
e je skute£n¥ velmiobdobná vztahu mezi vlnovou a geometri
kou optikou.)Vidíme, ºe mikro£ásti
e se z
ela zbavily nutnosti hledat dal²í 
estu, prin
ip superpozi
ese uº postará. Platí za to maximální nehospodárností svý
h ak
í � musí prob¥hnout poúpln¥ v²e
h moºný
h drahá
h, na kaºdém p°ísp¥vku záleºí. Protoºe jsou ale lehké a um¥jíprob¥hnout v²e
hny 
esty zárove¬, moºná jim to ani mo
 nevadí.Cílev¥domost t¥ºký
h nemotorný
h makroskopi
ký
h objekt· je jen klam, vznikají
í spo-jením sil p°ísp¥vk· z okolí klasi
ké trajektorie, jeº zap°í£inila sta
ionárnost ak
e. Mohouproto ²idit a po okliká
h ve skute£nosti ne
hodit � p°ísp¥vky k jeji
h vlnové funk
i odostatní
h drah by byly stejn¥ zanedbatelné.7. Quum enim mundi universi fabri
a sit perfe
tissima . . .Argumentovali jsme, ºe hledat ve varia£ní
h prin
ipe
h n¥jaké �metafyzi
ké vysv¥tlení�zákon· pohybu má st¥ºí dobrý smysl. I kdyº . . . v²imn¥me si je²t¥ £asto 
itovaného výrokuEulerova [5℄:Protoºe uspo°ádání 
elého sv¥ta je to nejdokonalej²í a protoºe po
hází od nejmoud°ej²íhostvo°itele, nesetkáme se na sv¥t¥ s ni£ím, z £eho by nevyza°ovala n¥jaká vlastnost, p°ed-stavují
í maximum nebo minimum. Nem·ºe být proto sebemen²í po
hybnost, ºe v²e
hnap·sobení ve sv¥t¥ mohou být odvozena jak metodou maxim a minim, tak z p·sobení p°í£in.Tezi, ºe ná² sv¥t je nejlep²í z moºný
h sv¥t· hájil G. W. Leibniz v díle Theodi
ea [6℄.Leibniz uznává, ºe na sv¥t¥ jsou v¥
i nedobré, ale bere je jako nutnost, aby vynikly v¥
idobré. Tvrdí pak, ºe dobro je v souhrnu optimalizováno.
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h matematik �u a fyzik �u, pobo£ka v PrazeÚvahy, zda by ²lo stvo°it sv¥t bez Stalina, bin Ládina £i výnos· ministerstva ²kolství,ne
hme jiným. Z £ist¥ matemati
kého hlediska v²ak musíme uznat, ºe v °ad¥ aspekt· ná²sv¥t nejdokonale²ím z moºný
h sv¥t· je. Vesmír p°edstavuje z hlediska velký
h strukturprostor s konstantní k°ivostí, tedy s nejvy²²í moºnou prostorovou symetrií. Lokáln¥ má nej-vy²²í moºnou symetrii £ty°rozm¥rný prostoro£as, 
oº vede k invarian
i p°írodní
h zákon·vzhledem k desetiparametri
ké Poin
arého grup¥.V²imn¥me si, ºe Euler v 
itovaném výroku nespe
i�kuje n¥jakou ur£itou veli£inu, kterámá být optimalizována, nýbrº pouze poukazuje na to, ºe zákony p°írody mohou být for-mulovány jak �z p·sobení p°í£in�, tak i varia£n¥. A to je netriviální skute£nost. Není totiºpravda, ºe by kaºdou soustavu diferen
iální
h rovni
 vyhovují
í
h v¥t¥ o jednozna£nosti²lo 
hápat jako Lagrange-Eulerovy rovni
e pro n¥jaký varia£ní problém. Protip°íklademjsou v me
hani
e rovni
e popisují
í pohyb se t°ením, ty v²ak nepokládáme za fundamen-tální zákony, v hlub²í teorii se t°ení umí odvodit z rovni
, které z varia£ního prin
ipuplynou.To, ºe �fundamentální� zákony lze odvodit z vhodného varia£ního prin
ipu, má spolu sezmín¥nými symetriemi sv¥ta zna£nou te
hni
kou i heuristi
kou 
enu. Hamilton·v prin
ip(8) lze zobe
nit na teorii pole, tedy vývojové rovni
e r·zný
h polí mohou být formuloványjako (par
iální diferen
iální) Lagrangeovy-Eulerovy rovni
e pro vhodnou Lagrangeovufunk
i. V¥ta Emmy Noetherové (1882-1935) pak °íká, ºe s kaºdou grupou symetrie La-grangeovy funk
e je spojen zákon za
hování, tedy první integrál p°íslu²ný
h vývojový
hrovni
. Nejde o existen£ní v¥tu, nýbrº o algoritmus, jak tyto zákony zkonstruovat.Samoz°ejm¥, tyto zákony £i první integrály jsou d·sledkem p°íslu²ný
h rovni
 pole, lze jetedy odvodit bez odkazu na varia£ní prin
ip. Návod Emmy Noetherové je v²ak pohodl-n¥j²í, m·ºeme °í
i, ºe hospodárn¥j²í.Poºadavek na symetrii, kterou má Lagrangeova funk
e mít, nap°íklad ºe má být invari-antní vzhledem k Lorentzov¥ grup¥, vede pak k tomu, ºe volnost ve volb¥ moºný
h La-grangeový
h funk
í je zna£n¥ omezená. V tom spo£ívá veliká heuristi
ká 
ena varia£ní
hprin
ip·.Skute£nost, ºe p°íroda se °ídí varia£ními prin
ipy, tak podporuje leh
e metafyzi
kou víruAlberta Einsteina, ºe vesmír je po
hopitelný, tj. lze jej popsat pom¥rn¥ jednodu
houmatematikou [8℄.Shrnuto, na otázku, zda se sv¥t °ídí metaprin
ipem úspornosti, který inspiroval Fermata,Maupertuise a Eulera, lze odpov¥d¥t kladn¥ jen za 
enu ú£elového ºonglování se slovy.Hospodin tedy moºná hospodárný není, ur£it¥ si v²ak rád hraje s varia£ními prin
ipy atím nazna£uje matemati
kým fyzik·m úsporné 
esty k porozum¥ní sv¥tu.Dodatek � souvislost Maupertuisova a Hamiltonova prin
ipuV p°ípad¥ jediného hmotného bodu bez vazeb, popsaného poten
iálem, tedy funk
í,ur£ují
í sloºky síly ~F jako Fi = �V=�xi je jasná souvislost Hamiltonova prin
ipu (8)
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h, Herbertov, 3.-5. zá°í 2007 9newtonovskou formula
í. Kineti
ká energie T je(15) T = m2 Xi �dxidt �2takºe dosazením L = T�V do Lagrangeový
h-Eulerový
h rovni
 (3) dostaneme newtonovskérovni
e(16) md2xidt2 = Fi:P°ipome¬me je²t¥, ºe pokud funk
e L v (3) nezávisí expli
ite na nezávislé prom¥nné u,pak veli£ina(17) Xi �L� �dxidu � dxidu � L = konst;jak se snadno dokáºe zderivováním a uºitím (3). V na²em p°ípad¥, kdy nezávislou prom¥n-nou je £as t a L = T �V , kde V na £ase expli
ite nezávisí, to znamená, ºe platí (5), tedy
elková me
hani
ká energie se za
hovává.Maupertius·v prin
ip ve tvaru (4) je formulován s libovolným parametrem jako nezávislouprom¥nnou. Za parametr m·ºeme zvolit £as t a pak se ds v (4) vyjád°í jako ds = v dt,takºe (4) po vynásobení konstantou m (to samoz°ejm¥ °e²ení neovlivní) získá tvar(18) �A = Z t2t1 mv2 dt:K nalezení extrému ov²em nem·ºeme dosadit integrand p°ímo do Lagrangeový
h-Eulerový
hrovni
, extrém je t°eba hledat p°i vedlej²í podmín
e, ºe 
elková energie se za
hovává.M·ºeme dále postupovat metodou Lagrangeový
h multiplikátor·, tj. podmínku za
hováníenergie ve tvaru(19) T + V � E = 0integrujeme, vynásobíme konstantním multiplikátorem � a p°i£teme k (18). S výslednýmfunk
ionálem(20) ~A = Z t2t1 mv2 + �(T + V � E) dt = Z t2t1 mv2 + �(12mv2 + V � E) dtpak uº pra
ujeme jako s funk
ionálem bez vazeb a multiplikátor � nakone
 zvolíme tak,aby byla spln¥na vedlej²í podmínka. Integrand v (20) op¥t na £ase expli
ite nezávisí.Aplikujeme-li tedy (17), zjistíme, ºe má-li být spln¥no (19), musí být � = �1. Protoºevaria
e konstanty E vymizí, m·ºeme ji vypustit a (20) p°ejde na funk
ionál v Hamiltonov¥prin
ipu.Pro p°ípad soustavy vázaný
h hmotný
h bod· je d·kaz z
ela obdobný.



10 Jednota £eský
h matematik �u a fyzik �u, pobo£ka v PrazeReferen
e[1℄ Oeuvres de Fermat, livre I � Maxima et Minima, Tannery,P. a Henry, C. ed., Gauthier-Villars et �ls, Paris, 1866, http://fr.wikisour
e.org/wiki/[2℄ Maupertuis, P. Les lois de mouvement et du répos déduites d'un prin
iple métaphysiqueMem. A
ad. R. S
i. et Belles Lettres, 267, Berlin (1746)[3℄ Brdi£ka, M., Hladík, A.: Teoreti
ká me
hanika, A
ademia, Praha, 1987[4℄ Ma
h, E.: Die Me
hanik in Ihrer Entwi
klung, Bro
khaus, Leipzig, 1883[5℄ Euler, L: Methodus iveniendi lineas 
urvas maximi minimive proprietate gaudente,Lausane, 1741[6℄ Leibniz, G. W: Theodi
ea, OYKOMENH, Praha, 2004[7℄ Feynman, R. P., and Hibbs, A. R., Quantum Physi
s and Path Integrals, M
Graw-Hill,New York, 1965[8℄ Einstein, A.: Jak vidím sv¥t, Nakladatelství Lidový
h novin, Praha, 1993


