NTMF037: Relativisticka fyzika I Jan Zlatnik
Semindf ¢. 1: Sklddani LT a boostii, Thomasova precese 9. fijna 2024

1 Lorentzova transformace

Lorentzova transformace

Lorentzova transformace (LT) je linearni transformace mezi dvéma inercidlnimi
vztaznymi soustavami, které se vuci sobé pohybuji konstantni rychlosti. Zacho-
vava casoprostorové intervaly a rychlost svétla c.

e Specidlni Lorentzova transformace (SLT): Forma LT, ktera se vztahuje na
pohyb mezi dvéma soustavami podél jedné osy, obvykle bez zahrnuti rotaci
nebo pohybu v jinych dimenzich.

e Lorentzovsky boost (LB): Specificky typ LT, kterd popisuje zménu rychlosti
mezi dvéma inercidlnimi soustavami bez zahrnuti jakékoliv rotace.

e Obecnd Lorentzova transformace (OLT): Nejkomplexnéjsi forma LT, ktera,
zahrnuje nejen boosty (zmény rychlosti), ale i rotace souradnicovych sou-
stav.

1.1 Specialni Lorentzova transformace

Uvazujeme transformaci mezi souradnymi soustavami 3 a ¥/, 3 se vuci 3 pohybuje
konstantni rychlosti v o velikosti v ve sméru osy x. Soutadné osy jednotlivych soustav
jsou vzajemné rovnobézné (x je rovnobézné s ', y ay' a zs 2/). Véaset =t =0
pocatky obou soutadnych souradnych soustav splyvaji. O takové dvojici soutadnych
soustav se hovoii jako o synchronizované ¢i v standardnim nastaveni. Déale definujeme
Lorentzuv faktor odpovidajici rychlosti o velikosti v: 7, == 1/4/1 — v?/c2.

Speciélni Lorentzova transformace ve sméru osy z: v =(v,0,0)

L, ct! ct
Prima transformace = ¢ , Y1=1Y
T Yo T z z
c
Yo
Yo +—v / /
, ct C ct Yy Yy
Inverzni transformace = e = |
x Yo x z z
+—v Y
c

Strana 1 z



NTMF037: Relativisticka fyzika I Jan Zlatnik
Semindf ¢. 1: Sklddani LT a boostii, Thomasova precese 9. fijna 2024

1.2 Lorentzovsky boost v obecném sméru

Oproti SLT ma vektor rychlosti v obecny smér.

Lorentzovsky boost v obecném sméru: v'=(v,,v,,v,)
Yo _&’UT
o ct! & ct
Piima transformace [ ,] = 2 T [ }
T Yo Vo wv T
= I + _
B c Yo+ 1 ]
Yo ——
, ct c ct’
Inverzni transformace = 2 T /
T Yo v, Vv T
+—v I+ —
e Yw+1 2

Matici pfimého Lorentzovského boostu ozna¢me B(v) a matici inverzniho Lorent-
zovského boostu ozna¢me B~!(v):

Yo _&’UT Yo +&UT
B(v) = ; B (v) = C
T 2 T ) T 2 T
Yoy g e w07 ey g e vt
c Yo+ 1 2 c Yo+ 1 2

Zrejmé pak plat{ vztah: | B™'(v) = B(—wv)

2 Skladani 3-rychlosti

2.1 Transformace 3-rychlosti pri SLT

Uvazujme standardni nastaveni, pak pii transformaci rychlosti w4’ zadané v soustavé
Y do soustavy Y dochazi ke zméné vSech slozek podle vztahu:

/ !

U,/m +v uy U,
U = vuy uy - vul ) Uz = vu!
L+ 7 (1+ %) 7 (1+2%)
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Odvozeni vztahu pro transformaci 3-rychlosti pri SLT

Vyse uvedené vztahy lze jednoduse odvodit pouzitim vztahu pro SLT ve stan-
dardnim nastaveni na diferencialy souradnic:

A / v ../ 10 — A~ o) oy / P s o /
dt = 7, (dt’ + %dz’), dz = 7, (dz’ 4+ vdt’), dy = dy/, dz =dz
Odvozeni zde uvedu pro komponenty u, a w,, pro u, je analogické k wu,

1,//
dz v, do’ +vdt G -0 ul, +v
u.’E e e = 2 = =

, / v v dz’ T vu!

dt v, dt' + Zdz 1+ 5% 14 o
dy’ /
dy dy’ e uy,

YT T (@0 1 5de) (14 5E) 1+ )

2.2 Skladani obecnych 3-rychlosti

Pro popis obecné situace mirné zménime zavedené znaceni. Uvazujme trojici iner-
cidlnich vztaznych soustav X, ¥’ a ¥". ¥ se vuci ¥ pohybuje obecnou rychlosti v, X"
se vuci X' pohybuje obecnou rychlosti w (zde oznacené bez ¢érky). Cilem bude ziskat
vztah pro rychlost uw v soustavé X, tedy pro slozeni rychlosti v a u.

Abychom odlisili relativistické skladdni 3-rychlosti od obycejného vektorového souctu,
oznacime relativistické slozeni 3-rychlosti v s u jako v @ wu, které je dano néasledujicim
vztahem.

Relativistické slozeni 3-rychlosti

7 tvaru vztahu pro v @& v muzeme nahlédnout nékolik vlastnosti relativistického
sklddani 3-rychlosti:

1) nelinearita (Av) ® (Au) # (v ® u)

3

(1)
(2) skladani opacnych rychlosti (—v) ® (—u) = —(v ® u)
(3) nekomutativita v @ u # u G v

(4)

4) neasociativita v ® (u G w) # (v G u) B w
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Odvozeni vztahu pro skladani obecnych 3-rychlosti

Pro ziskani vztahu pro relativistické slozeni obecnych 3-rychlosti vyuzijeme triku,
ve kterém si vysledek slozeni rychlosti v & w (tedy rychlost w transformovanou
do systému X)) a rychlost w rozstépime na rovnobéznou a kolmou slozku vuéi
rychlosti v:

vOou=vou)+(vdu), u=u|+uL

Toto rozstépeni nam po zavedeni kartézské baze e, e,, e, v soustavé X takové,
aby platilo

(v@u) = (v u)e,, (v@u)L =B u)e,+ (vPu).e,, v = ve,,

umozni vyuzit vztahy pro transformaci 3-rychlosti pri SLT ve standardnim na-
staveni, diky kterym ziskame:

u| +v I uy
vPuU) = , vdu), = — ;
( ) I o ( )1 o

u| +v 1wy  Fv+v  lu—HFo

——w T — = +
LR22  apl-2F 1428 45 1457

vPhu=
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3 Skladani Lorentzovskych boosti

Pouzitim vysledku z minulé sekce vsak muzeme dojit ke zdanlivému paradoxu.
Uvazujme opét trojici soustav X, ¥/ a X”. ¥/ se vuéi soustavé X pohybuje rychlosti v
a Y se vuci X' pohybuje rychlosti u, pficemz tyto rychlosti nejsou obecné kolinedrni.
Piipomenme, ze podle Finsteinova principu reciprocity rychlosti (EPRR) se ¥ vuéi ¥’
pohybuje rychlosti —v a ¥’ se vuci X pohybuje rychlosti —u. Déle nastavme soufad-
nicové osy soustav tak, aby z pohledu Y byly osy 3 a ¥’ rovnobézné a zaroven opét z
pohledu ¥/ byly osy >’ a ¥” rovnobézné. To vSak opét znamend, Ze i z pohledu X jsou
osy Y a ¥’ rovnobézné, stejné tak z pohledu X" jsou osy ¥’ a 3" rovnobézné. Jak si
dale ukdzeme, uz to nutné neznamena, ze by byly osy ¥ a X" z pohledu téchto soustav
vzajemné rovnobézné.

Z pohledu soustavy X se soustava X’ vuéi ni pohybuje rychlosti v @ w. Zaroven se z
pohledu soustavy X" se soustava ¥ vuci 3" pohybuje rychlosti (—u) @ (—v). Vyuzitim
vztaht z minulé sekce vSak ziskame

(u) © (-v) = —(udv) # —(vOu),

tedy ze vzdjemné rychlosti soustav ¥ a X’ méfené v jednotlivych soustavach nejsou
opacné, coz je zdanlivé v rozporu s EPRR. Skutecnost vSak neni takova, ze by vzajemné
rychlosti soustav jakozto vektory opacéné nebyly, avsak slozky téchto rychlosti mérenych
v jednotlivych soustavach opacné nejsou. Pro¢ tomu tak je muzeme nahlédnout ze
skladani Lorentzovskych boostu.

Skladani Lorentzovskych boosti

Mgjme trojici soustav ¥, ¥/ a X" oznacme B(v) matici LB provadéjici transfor-
maci ¥ — ¥’ a B(u) matici LB provadéjici transformaci X' — X7, tedy

X'=Bw)X a X' =Bu)X,

pak matice = B(u)B(v) provadi transformaci ¥ — X", tedy X" = X.

T
Matice ma blokovy tvar = [ jb ]\C/ir } a pro jeji slozky plati:
’y:f)/vﬁ)/u(l—i_u'z’v)? a:zv@u’ b:zu@v

c c c

uv’ v uut v wol
M = u v 1 C I v
TT 2 +( +7u+1 C2>< +%+1 c2>
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Odvozeni slozek matice

Slozky matice ziskdme pfimo maticovym nasobenim matic B(u) a B(v) v tomto
poradi:

VYo T u-v
Y=YV T 5 ulv =Y, (1+ 2 >
c c
T 2 o To . T7T
’yu T ’}/’U,’YU u-vv
a=—|—"YYo— — —UuU —
{ c c Yw+1 2 ]
1 v-u Yo VU B
= “Tulv 1 ) B : B
(:W,y(+ & 1+”C‘2u{ +7@+1+% c
1 L
:l . 1+ — " v-u 'U—I—g :lv@u
cl+ %3 21+, Yo ©
u - Y 'V’U'Vg uu'v
b=— —YuYo— — —U— — -
c ¢ Yot+1

1 u-v
= ~Yu Vv (1+ 2 )
@ @

1 1 -
=7 . <= = T v u—i—E :lu@’v
cl+ %7 A1+, Yu c

uv’ v uut v woT
M = v, Vp—— 1 L 1 T
T +<+%+1 CQ><+%+1 (32)

Ze vztahu pro slozky matice —a vlastnosti relativistického skladani 3-rychlosti, kon-
krétné vdu # udv, si muzeme vsimnout, ze a # b, a tedy ze matice neni symetricka
oproti matici obecného Lorentzovského boostu B, ktera symetricka je. Zjist'ujeme tedy
dulezitou vlastnost:

Slozenim dvou Lorentzovskych boostii obecné nevznika Lorentzovsky boost.

Tento fakt lze také symbolicky zapsat jako: | B(v @ u) # B(u)B(u)
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Lorentzovské boosty tedy netvoii grupu, obecné Lorentzovy transformace ale grupu
tvori. Lze tedy najit matici rotace R(¢p):

R@)= | 0 Rip |

kde ¢ = pn a R(¢p) je 3D matice rotace o tihel ¢ okolo osy dané jednotkovym vektorem
n, takovou, ze:

= B(u)B(u) = R(¢)B(v ® u), kde navic = B(u & v)R(yp)

Rotace zjevné patii do grupy obecnych Lorentzovych transformaci, jelikoz neméni pro-
storocasovy interval.

Odvozeni maticové rovnice pro R

7 pozadavku na R muzeme odvodit rovnici pro R:

vy —lwew)']_[1 0 gl “twou)’
—lu @ M 0 R||-2vpu I+#w

S vyuzitim

Tuov= ——/R('v@u) — ubv=R(vdu)
c c

ziskdme rovnici

2

1
M=R+——.
ccy+1

1
T _ T
(udv)(vdu) 7R+7—|—1ba

Pro stopu obecné rotaéni matice R(¢) plati vztah Tr(R) = 1 4 2 cos ¢, z rovnice

pro R(¢p) X
R(p) =M — ba”
() e

muzeme spo¢itanim stopy pravé strany této rovnice stanovit ihel ¢ (vypocet stopy pro
prehlednost neuvadim):

(147 + 7 + %)
Cos = -1

(T + 7)1+ 7)1+ )

Zéaroven jelikoz plati b = Ra, je osa rotace dana smérem vektoru a x b o< u X v.
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Celkove jsme tedy zjistili:

Slozenim dvou nekolinearnich Lorentzovskych boost vznika Lorentzovsky
boost nasledovany rotaci kolem osy kolmé k obéma rychlostem.

Tato rotace byva nazyvana Thomasova rotace, Thomasova- Wignerova rotace nebo
Wignerova rotace (prestoze byla jako prvni objevena Emilem Borelem).

4 Thomasova precese

Thomasova precese

Thomasova precese je relativisticky jev projevujici se u spinu elementarni ¢astic
¢ u rotace makroskopickych setrvacniku pohybujicich se po kfivoc¢arych drahéch.

Uvazujme trojici inercidlnich soufadnych systému X, ¥/ a X" a ¢astici se spinem
pohybujici se po kiivocaré dréze. ¥ oznacuje laboratorni soustavu. >’ oznacuje inercialni
soufadny systém, ve kterém je v Case t méfeném v ¥ spin momentalné v klidu, tedy
tento inercidlni soutadny systém v daném okamziku splyva se skutecnym neinercidlnim
soufadnym systémem spinu. Y’ oznacuje analogicky momentalni klidovy systém spinu
v ¢ase t + At, opét méreném v 3.

Pro zjednoduseni znaceni pouzivejme odted’ bezrozmérnou rychlost 3 = v/c. V
case t se X' vuci laboratorni soustave X pohybuje rychlosti 3, pro transformaci souradnic
tak plati

X' =B(B)X.

V case t+ At se X" vuci laboratorni soustavé Y pohybuje rychlosti 34+ A3, a tedy plati
X"=B(B+ AB)X.

Uvazujeme, ze ¢asovy prirustek At i prirustek rychlosti A3 jsou malé. Pro transformaci
mezi Y a X" pak plati vztah

X" =B(8 + AB)B(—B)X' = A X'.

7, predchozi sekce pak vime, ze slozenim téchto boostu odpovidd kombinace boostu a
rotace

A =B(B+AB)B(-B) = R(Ap)B(Ab),
kde Ab = (—8) @ (8 + AB).
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Tato rotace dava za vznik Thomasové precesi, avsak abychom mohli interpretovat
souradné systémy > a X jako inercidlni soustavy okamzité spolupohybujici se se spi-
nem vzhledem k laboratorni soustavé, ocekavame, ze transformace mezi okamzitymi
souradnymi systémy castice v ¢asech t a t + At bude ddna pouze boostem bez jakékoliv
rotace. Ziskdame tak vztah

X" = B(Ab)X' = R(—Ap) X",
ktery zavadi novy okamzity souradny systém X'”.

Mame tedy celkové ¢tyti inercidlni souradné systémy: v laboratornim systému X
pozorujeme pohyb spinu, ddle mame tii okamzité inercidlni systémy, vuci kterym je
spin v klidu, a to vuci ¥’ v ¢ase t a vuci " a ¥ v case t + At. Souradné systémy X"
a Y jsou v case t + At na stejném misté a lisi se pouze o rotaci.

Tato rotace nastava mezi dvéma okamziky laboratorniho ¢asu, provedeme-li limitu
At — 0, bude soutadny systém ¢astice spojité rotovat v kazdém okamziku s hlovou
rychlosti danou vztahem

_ i 2P
wTh_Al}tr—r}o At

Odvozeni Taylorova rozvoje Lorentzova faktoru g, ag

Pro stanoveni thlu ¢ budeme potiebovat rozvoj Lorentzova faktoru vg4ag:

1 1 9 3
= =1+-|B+ABP+|B+AB" + -
B+A8 \/17 B+ ABP 2|5 B 8|5 6]

1 3 3
— (1 082+ glatt )+ (143182 4+ ) 5- 88
~ + ’\/Bﬁ : AB*
kde znacime vy = g a pouzili jsme vztah

1B+ A8 =B +28- A8+ [AB* ~ |B]* + 28 - AB.

Pro dalsi odvozeni budeme uvazovat, ze bez Gjmy na obecnosti muzeme kartézskou
bazi v ¥ nastavit tak, aby 3 mitila ve sméru osy x a AB lezela v roviné xy:

B = Bey, Aﬁ = Aﬂwex + Aﬁyey = A/8|| + AIBJ_

Osa Wignerovy rotace ma tak smeér osy z a plati

B x AB = fApye..
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Odvozeni matic jednotlivych Lorentzovych boosti B(—3) a B(3 + AQ)

Pro matice jednotlivych boostu ziskdvame (ptiblizné) vztahy:

(v 8 0
w oy 00

B — —

EB=10 o 10
0 0 01
[ Y +93BAB. =B —AB, —AB, O
—B—PAB; v +7PBAB. AL, 0

B(B+AB) ~ o
—yAB, LB, 1 0

I 0 0 0 1

V uvedenych vztazich ignorujeme éleny fadu A? a vyssi.

Celkové pak ziskdavdme (pfiblizny) vztah pro matici slozené transformace

1 _72A5x _’VAﬁy 0

A —2AB, 1 AL, 0
—yAB, —AB, 10

0 0 0 1

Pro infinitesimélni obecnou Lorentzovu transformaci plati vztah
A =I-Ap-J—-Ab-K,

kde J jsou generatory rotace a K jsou generatory boostu:

000 O 0 0 00 00 0 O

000 O 0 0 01 00 —-10
Jac = ) Jy = ) JZ =

000 —1 0 0 00 01 0 0

0 01 0 0 -1 0 0 0 0 0 O

0 1 0 0 [0 0 1 0 [0 0 0 1

1000 0000 0000
K:z: = ) Ky = s Kz =

0000 1 000 0000

0 0 00 0 0 00 1 0 00

Porovnanim jednotlivych prvkua v matici A tak ziskéme
—1
Ap=-L""AB,=—1BxAB= % X Av

s B2
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Provedenim limity At — 0 tak dostavame vztah pro okamzitou tihlovou rychlost
Thomasovy rotace:

Okamzita dhlova rychlost Thomasovy precese

w —7_1a><v—1 i axv '~ 1a><v
e oy +1 22 ’

kde a je zrychleni castice se spinem pozorované v laboratorni soustavé.

Thomasova precese byla odvozena jako cisté kinematicky jev, avsak k jejimu pozo-
rovani je nutné, aby se Céastice se spinem pohybovala se zrychlenim, a tedy je nutné,
aby na ¢éstici pusobila néjaka sila.
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