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1 Lorentzova transformace

Lorentzova transformace

Lorentzova transformace (LT) je lineárńı transformace mezi dvěma inerciálńımi
vztažnými soustavami, které se v̊uči sobě pohybuj́ı konstantńı rychlost́ı. Zacho-
vává časoprostorové intervaly a rychlost světla c.

• Speciálńı Lorentzova transformace (SLT): Forma LT, která se vztahuje na
pohyb mezi dvěma soustavami podél jedné osy, obvykle bez zahrnut́ı rotaćı
nebo pohybu v jiných dimenźıch.

• Lorentzovský boost (LB): Specifický typ LT, která popisuje změnu rychlosti
mezi dvěma inerciálńımi soustavami bez zahrnut́ı jakékoliv rotace.

• Obecná Lorentzova transformace (OLT): Nejkomplexněǰśı forma LT, která
zahrnuje nejen boosty (změny rychlosti), ale i rotace souřadnicových sou-
stav.

1.1 Speciálńı Lorentzova transformace

Uvažujeme transformaci mezi souřadnými soustavami Σ a Σ′, Σ′ se v̊uči Σ pohybuje
konstantńı rychlost́ı v o velikosti v ve směru osy x. Souřadné osy jednotlivých soustav
jsou vzájemně rovnoběžné (x je rovnoběžné s x′, y a y′ a z s z′). V čase t = t′ = 0
počátky obou souřadných souřadných soustav splývaj́ı. O takové dvojici souřadných
soustav se hovoř́ı jako o synchronizované či v standardńım nastaveńı. Dále definujeme
Lorentz̊uv faktor odpov́ıdaj́ıćı rychlosti o velikosti v: γv := 1/

√
1− v2/c2.

Speciálńı Lorentzova transformace ve směru osy x: vT=(v,0,0)

Př́ımá transformace

[
ct′

x′

]
=

 γv −γv
c
v

−γv
c
v γ

[
ct
x

]
,

[
y′

z′

]
=

[
y
z

]

Inverzńı transformace

[
ct
x

]
=

 γv +
γv
c
v

+
γv
c
v γ

[
ct′

x′

]
,

[
y
z

]
=

[
y′

z′

]
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1.2 Lorentzovský boost v obecném směru

Oproti SLT má vektor rychlosti v obecný směr.

Lorentzovský boost v obecném směru: vT=(vx,vy,vz)

Př́ımá transformace

[
ct′

x′

]
=


γv −γv

c
vT

−γv
c
v I +

γ2
v

γv + 1

vvT

c2

[
ct
x

]

Inverzńı transformace

[
ct
x

]
=


γv +

γv
c
vT

+
γv
c
v I +

γ2
v

γv + 1

vvT

c2

[
ct′

x′

]

Matici př́ımého Lorentzovského boostu označme B(v) a matici inverzńıho Lorent-
zovského boostu označme B−1(v):

B(v) :=


γv −γv

c
vT

−γv
c
v I +

γ2
v

γv + 1

vvT

c2

 , B−1(v) :=


γv +

γv
c
vT

+
γv
c
v I +

γ2
v

γv + 1

vvT

c2

 .

Zřejmě pak plat́ı vztah: B−1(v) = B(−v)

2 Skládáńı 3-rychlost́ı

2.1 Transformace 3-rychlosti při SLT

Uvažujme standardńı nastaveńı, pak při transformaci rychlosti u′ zadané v soustavě
Σ′ do soustavy Σ docháźı ke změně všech složek podle vztah̊u:

ux =
u′
x + v

1 + vu′
x

c2

, uy =
u′
y

γv

(
1 + vu′

x

c2

) , uz =
u′
z

γv

(
1 + vu′

x

c2

)
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Odvozeńı vztahu pro transformaci 3-rychlosti při SLT

Výše uvedené vztahy lze jednoduše odvodit použit́ım vztahu pro SLT ve stan-
dardńım nastaveńı na diferenciály souřadnic:

dt = γv(dt
′ + v

c2
dx′), dx = γv(dx

′ + vdt′), dy = dy′, dz = dz′

Odvozeńı zde uvedu pro komponenty ux a uy, pro uz je analogické k uy

ux =
dx

dt
=

γv
γv

dx′ + vdt′

dt′ + v
c2
dx′ =

dx′

dt′
+ v

1 + v
c2

dx′

dt′

=
u′
x + v

1 + vu′
x

c2

uy =
dy

dt
=

dy′

γv
(
dt′ + v

c2
dx′

) =
dy′

dt′

γv
(
1 + v

c2
dx′

dt′

) =
u′
y

γv(1 +
vu′

x

c2
)

2.2 Skládáńı obecných 3-rychlost́ı

Pro popis obecné situace mı́rně změńıme zavedené značeńı. Uvažujme trojici iner-
ciálńıch vztažných soustav Σ, Σ′ a Σ′′. Σ′ se v̊uči Σ pohybuje obecnou rychlost́ı v, Σ′′

se v̊uči Σ′ pohybuje obecnou rychlost́ı u (zde označené bez čárky). Ćılem bude źıskat
vztah pro rychlost u v soustavě Σ, tedy pro složeńı rychlost́ı v a u.

Abychom odlǐsili relativistické skládáńı 3-rychlost́ı od obyčejného vektorového součtu,
označ́ıme relativistické složeńı 3-rychlosti v s u jako v ⊕ u, které je dáno následuj́ıćım
vztahem.

Relativistické složeńı 3-rychlost́ı

v ⊕ u =
1

1 + v·u
c2

[(
1 +

1

c2
γv

1 + γv
v · u

)
v +

1

γv
u

]
, γv⊕u = γvγu

(
1 +

v · u
c2

)
Z tvaru vztahu pro v ⊕ u můžeme nahlédnout několik vlastnost́ı relativistického

skládáńı 3-rychlost́ı:

(1) nelinearita (λv)⊕ (λu) ̸= λ(v ⊕ u)

(2) skládáńı opačných rychlost́ı (−v)⊕ (−u) = −(v ⊕ u)

(3) nekomutativita v ⊕ u ̸= u⊕ v

(4) neasociativita v ⊕ (u⊕w) ̸= (v ⊕ u)⊕w
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Odvozeńı vztahu pro skládáńı obecných 3-rychlost́ı

Pro źıskáńı vztahu pro relativistické složeńı obecných 3-rychlost́ı využijeme triku,
ve kterém si výsledek složeńı rychlost́ı v ⊕ u (tedy rychlost u transformovanou
do systému Σ) a rychlost u rozštěṕıme na rovnoběžnou a kolmou složku v̊uči
rychlosti v:

v ⊕ u = (v ⊕ u)∥ + (v ⊕ u)⊥, u = u∥ + u⊥

Toto rozštěpeńı nám po zavedeńı kartézské báze ex, ey, ez v soustavě Σ takové,
aby platilo

(v ⊕ u)∥ = (v ⊕ u)xex, (v ⊕ u)⊥ = (v ⊕ u)yey + (v ⊕ u)zez, v = vex,

umožńı využ́ıt vztahy pro transformaci 3-rychlosti při SLT ve standardńım na-
staveńı, d́ıky kterým źıskáme:

(v ⊕ u)∥ =
u∥ + v

1 + v·u
c2

, (v ⊕ u)⊥ =
1

γv

u⊥

1 + v·u
c2

Výsledný vztah pak źıskáme séríı algebraických úprav:

v ⊕ u =
u∥ + v

1 + v·u
c2

+
1

γv

u⊥

1 + v·u
c2

=
v·u
v2

v + v

1 + v·u
c2

+
1

γv

u− v·u
v2

v

1 + v·u
c2

=
1 + v·u

v2
(1− 1

γv
)

1 + v·u
c2

v +
1

γv

1

1 + v·u
c2

u

=
1

1 + v·u
c2

[(
1 +

1

v2

(
1− 1

γv

)
v · u

)
v +

1

γv
u

]

=
1

1 + v·u
c2

[(
1 +

1

v2
γv

1 + γv

v2

c2
v · u

)
v +

1

γv
u

]
=

1

1 + v·u
c2

[(
1 +

1

c2
γv

1 + γv
v · u

)
v +

1

γv
u

]
,

kde jsme využili identitu

1− 1

γv
=

1

1 + γv

v2

c2
.
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9. ř́ıjna 2024

3 Skládáńı Lorentzovských boost̊u

Použit́ım výsledk̊u z minulé sekce však můžeme doj́ıt ke zdánlivému paradoxu.
Uvažujme opět trojici soustav Σ, Σ′ a Σ′′. Σ′ se v̊uči soustavě Σ pohybuje rychlost́ı v
a Σ′′ se v̊uči Σ′ pohybuje rychlost́ı u, přičemž tyto rychlosti nejsou obecně kolineárńı.
Připomeňme, že podle Einsteinova principu reciprocity rychlosti (EPRR) se Σ v̊uči Σ′

pohybuje rychlost́ı −v a Σ′ se v̊uči Σ′′ pohybuje rychlost́ı −u. Dále nastavme souřad-
nicové osy soustav tak, aby z pohledu Σ′ byly osy Σ a Σ′ rovnoběžné a zároveň opět z
pohledu Σ′ byly osy Σ′ a Σ′′ rovnoběžné. To však opět znamená, že i z pohledu Σ jsou
osy Σ a Σ′ rovnoběžné, stejně tak z pohledu Σ′′ jsou osy Σ′ a Σ′′ rovnoběžné. Jak si
dále ukážeme, už to nutně neznamená, že by byly osy Σ a Σ′′ z pohledu těchto soustav
vzájemně rovnoběžné.

Z pohledu soustavy Σ se soustava Σ′′ v̊uči ńı pohybuje rychlost́ı v⊕u. Zároveň se z
pohledu soustavy Σ′′ se soustava Σ v̊uči Σ′′ pohybuje rychlost́ı (−u)⊕ (−v). Využit́ım
vztah̊u z minulé sekce však źıskáme

(−u)⊕ (−v) = −(u⊕ v) ̸= −(v ⊕ u),

tedy že vzájemné rychlosti soustav Σ a Σ′′ měřené v jednotlivých soustavách nejsou
opačné, což je zdánlivě v rozporu s EPRR. Skutečnost však neńı taková, že by vzájemné
rychlosti soustav jakožto vektory opačné nebyly, avšak složky těchto rychlost́ı měřených
v jednotlivých soustavách opačné nejsou. Proč tomu tak je můžeme nahlédnout ze
skládáńı Lorentzovských boost̊u.

Skládáńı Lorentzovských boost̊u

Mějme trojici soustav Σ, Σ′ a Σ′′, označme B(v) matici LB prováděj́ıćı transfor-
maci Σ → Σ′ a B(u) matici LB prováděj́ıćı transformaci Σ′ → Σ′′, tedy

X ′ = B(v)X a X ′′ = B(u)X ′,

pak matice Λ := B(u)B(v) provád́ı transformaci Σ → Σ′′, tedy X ′′ = ΛX.

Matice Λ má blokový tvar Λ =

[
γ −aT

−b M

]
a pro jej́ı složky plat́ı:

γ = γvγu

(
1 +

u · v
c2

)
, a =

γ

c
v ⊕ u, b =

γ

c
u⊕ v

M = γuγv
uvT

c2
+

(
I +

γ2
u

γu + 1

uuT

c2

)(
I +

γ2
v

γv + 1

vvT

c2

)
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Odvozeńı složek matice Λ

Složky matice Λ źıskáme př́ımo maticovým násobeńım matic B(u) a B(v) v tomto
pořad́ı:

γ = γuγv +
γuγv
c2

uTv = γuγv

(
1 +

u · v
c2

)

a = −
[
−γuγv

vT

c
− γu

c
uT − γuγ

2
v

γv + 1

uTvvT

c2

]T
=

1

c
γuγv

(
1 +

v · u
c2

) 1

1 + v·u
c2

[
vT +

uT

γv
+

γv
1 + γv

v · u
c2

vT

]T
=

γ

c

1

1 + v·u
c2

[(
1 +

1

c2
γv

1 + γv
v · u

)
v +

u

γv

]
=

γ

c
v ⊕ u

b = −
[
−γuγv

u

c
− γv

c
v − γvγ

2
u

γu + 1

uuTv

c2

]
=

1

c
γuγv

(
1 +

u · v
c2

) 1

1 + u·v
c2

[
u+

v

γu
+

γu
1 + γv

u · v
c2

u

]
=

γ

c

1

1 + u·v
c2

[(
1 +

1

c2
γu

1 + γu
u · v

)
u+

v

γu

]
=

γ

c
u⊕ v

M = γuγv
uvT

c2
+

(
I +

γ2
u

γu + 1

uuT

c2

)(
I +

γ2
v

γv + 1

vvT

c2

)

Ze vztah̊u pro složky matice Λ a vlastnost́ı relativistického skládáńı 3-rychlost́ı, kon-
krétně v⊕u ̸= u⊕v, si můžeme všimnout, že a ̸= b, a tedy že matice Λ neńı symetrická
oproti matici obecného Lorentzovského boostu B, která symetrická je. Zjǐst’ujeme tedy
d̊uležitou vlastnost:

Složeńım dvou Lorentzovských boost̊u obecně nevzniká Lorentzovský boost.

Tento fakt lze také symbolicky zapsat jako: B(v ⊕ u) ̸= B(u)B(u)
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Lorentzovské boosty tedy netvoř́ı grupu, obecné Lorentzovy transformace ale grupu
tvoř́ı. Lze tedy naj́ıt matici rotace R(φ):

R(φ) =

[
1 0
0 R(φ)

]
,

kde φ = φn a R(φ) je 3D matice rotace o úhel φ okolo osy dané jednotkovým vektorem
n, takovou, že:

Λ = B(u)B(u) = R(φ)B(v ⊕ u), kde nav́ıc = B(u⊕ v)R(φ)

Rotace zjevně patř́ı do grupy obecných Lorentzových transformaćı, jelikož neměńı pro-
storočasový interval.

Odvozeńı maticové rovnice pro R

Z požadavk̊u na R můžeme odvodit rovnici pro R:[
γ −γ

c
(v ⊕ u)T

−γ
c
u⊕ v M

]
=

[
1 0
0 R

][
γ −γ

c
(v ⊕ u)T

−γ
c
v ⊕ u I + γ2

γ+1
(v⊕u)(v⊕u)T

c2

]

S využit́ım

−γ

c
u⊕ v = −γ

c
R(v ⊕ u) =⇒ u⊕ v = R(v ⊕ u)

źıskáme rovnici

M = R+
1

c2
γ2

γ + 1
(u⊕ v)(v ⊕ u)T = R+

1

γ + 1
baT

Pro stopu obecné rotačńı matice R(φ) plat́ı vztah Tr(R) = 1 + 2 cosφ, z rovnice
pro R(φ)

R(φ) = M − 1

γ + 1
baT

můžeme spoč́ıtáńım stopy pravé strany této rovnice stanovit úhel φ (výpočet stopy pro
přehlednost neuvád́ım):

cosφ =
(1 + γ + γu + γv)

2

(1 + γ)(1 + γu)(1 + γv)
− 1

Zároveň jelikož plat́ı b = Ra, je osa rotace dána směrem vektoru a× b ∝ u× v.
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Celkově jsme tedy zjistili:

Složeńım dvou nekolineárńıch Lorentzovských boost̊u vzniká Lorentzovský
boost následovaný rotaćı kolem osy kolmé k oběma rychlostem.

Tato rotace bývá nazývána Thomasova rotace, Thomasova-Wignerova rotace nebo
Wignerova rotace (přestože byla jako prvńı objevena Émilem Borelem).

4 Thomasova precese

Thomasova precese

Thomasova precese je relativistický jev projevuj́ıćı se u spinu elementárńı částic
či u rotace makroskopických setrvačńık̊u pohybuj́ıćıch se po křivočarých drahách.

Uvažujme trojici inerciálńıch souřadných systémů Σ, Σ′ a Σ′′ a částici se spinem
pohybuj́ıćı se po křivočaré dráze. Σ označuje laboratorńı soustavu. Σ′ označuje inerciálńı
souřadný systém, ve kterém je v čase t měřeném v Σ spin momentálně v klidu, tedy
tento inerciálńı souřadný systém v daném okamžiku splývá se skutečným neinerciálńım
souřadným systémem spinu. Σ′′ označuje analogicky momentálńı klidový systém spinu
v čase t+∆t, opět měřeném v Σ.

Pro zjednodušeńı značeńı použ́ıvejme odted’ bezrozměrnou rychlost β := v/c. V
čase t se Σ′ v̊uči laboratorńı soustavě Σ pohybuje rychlost́ı β, pro transformaci souřadnic
tak plat́ı

X ′ = B(β)X.

V čase t+∆t se Σ′′ v̊uči laboratorńı soustavě Σ pohybuje rychlost́ı β+∆β, a tedy plat́ı

X ′′ = B(β +∆β)X.

Uvažujeme, že časový př́ır̊ustek ∆t i př́ır̊ustek rychlosti ∆β jsou malé. Pro transformaci
mezi Σ′ a Σ′′ pak plat́ı vztah

X ′′ = B(β +∆β)B(−β)X ′ =: ∆ΛX ′.

Z předchoźı sekce pak v́ıme, že složeńım těchto boost̊u odpov́ıdá kombinace boostu a
rotace

∆Λ = B(β +∆β)B(−β) = R(∆φ)B(∆b),

kde ∆b := (−β)⊕ (β +∆β).
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Tato rotace dává za vznik Thomasově precesi, avšak abychom mohli interpretovat
souřadné systémy Σ′ a Σ′′ jako inerciálńı soustavy okamžitě spolupohybuj́ıćı se se spi-
nem vzhledem k laboratorńı soustavě, očekáváme, že transformace mezi okamžitými
souřadnými systémy částice v časech t a t+∆t bude dána pouze boostem bez jakékoliv
rotace. Źıskáme tak vztah

X ′′′ = B(∆b)X ′ = R(−∆φ)X ′′,

který zavád́ı nový okamžitý souřadný systém Σ′′′.

Máme tedy celkově čtyři inerciálńı souřadné systémy: v laboratorńım systému Σ
pozorujeme pohyb spinu, dále máme tři okamžité inerciálńı systémy, v̊uči kterým je
spin v klidu, a to v̊uči Σ′ v čase t a v̊uči Σ′′ a Σ′′′ v čase t+∆t. Souřadné systémy Σ′′

a Σ′′′ jsou v čase t+∆t na stejném mı́stě a lǐśı se pouze o rotaci.

Tato rotace nastává mezi dvěma okamžiky laboratorńıho času, provedeme-li limitu
∆t → 0, bude souřadný systém částice spojitě rotovat v každém okamžiku s úhlovou
rychlost́ı danou vztahem

ωTh = lim
∆t→0

−∆φ

∆t
.

Odvozeńı Taylorova rozvoje Lorentzova faktoru γβ+∆β

Pro stanoveńı úhlu φ budeme potřebovat rozvoj Lorentzova faktoru γβ+∆β:

γβ+∆β ≡ 1√
1− |β +∆β|2

= 1 +
1

2
|β +∆β|2 + 3

8
|β +∆β|4 + · · ·

=

(
1 +

1

2
|β|2 + 3

8
|β|4 + · · ·

)
+

(
1 +

3

2
|β|2 + · · ·

)
β ·∆β

≈ γ + γ3β ·∆β,

kde znač́ıme γ ≡ γβ a použili jsme vztah

|β +∆β|2 = |β|2 + 2β ·∆β + |∆β|2 ≈ |β|2 + 2β ·∆β.

Pro daľśı odvozeńı budeme uvažovat, že bez újmy na obecnosti můžeme kartézskou
bázi v Σ nastavit tak, aby β mı́̌rila ve směru osy x a ∆β ležela v rovině xy:

β = βex, ∆β = ∆βxex +∆βyey =: ∆β∥ +∆β⊥

Osa Wignerovy rotace má tak směr osy z a plat́ı

β ×∆β = β∆βyez.
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Odvozeńı matic jednotlivých Lorentzových boost̊u B(−β) a B(β +∆β)

Pro matice jednotlivých boost̊u źıskáváme (přibližné) vztahy:

B(−β) =


γ γβ 0 0

γβ γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



B(β +∆β) ≈


γ + γ3β∆βx −γβ − γ3∆βx −γ∆βy 0

−γβ − γ3∆βx γ + γ3β∆βx
γ−1
β
∆βy 0

−γ∆βy
γ−1
β
∆βy 1 0

0 0 0 1


V uvedených vztaźıch ignorujeme členy řádu ∆2 a vyšš́ı.

Celkově pak źıskáváme (přibližný) vztah pro matici složené transformace

∆Λ ≈


1 −γ2∆βx −γ∆βy 0

−γ2∆βx 1 γ−1
β
∆βy 0

−γ∆βy −γ−1
β
∆βy 1 0

0 0 0 1


Pro infinitesimálńı obecnou Lorentzovu transformaci plat́ı vztah

∆Λ = I −∆φ · J −∆b ·K,

kde J jsou generátory rotace a K jsou generátory boost̊u:

Jx =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0

, Jy =


0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 −1 0 0

, Jz =


0 0 0 0

0 0 −1 0

0 1 0 0

0 0 0 0



Kx =


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

, Ky =


0 0 1 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

, Kz =


0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0


Porovnáńım jednotlivých prvk̊u v matici ∆Λ tak źıskáme

−∆φ = −γ − 1

β
∆βy =

1− γ

β2
β ×∆β =

1− γ

v2
v ×∆v
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Provedeńım limity ∆t → 0 tak dostáváme vztah pro okamžitou úhlovou rychlost
Thomasovy rotace:

Okamžitá úhlová rychlost Thomasovy precese

ωTh =
γ − 1

v2
a× v =

1

c2
γ2

γ + 1
a× v

v≪c
≈ 1

2c2
a× v,

kde a je zrychleńı částice se spinem pozorované v laboratorńı soustavě.

Thomasova precese byla odvozena jako čistě kinematický jev, avšak k jej́ımu pozo-
rováńı je nutné, aby se částice se spinem pohybovala se zrychleńım, a tedy je nutné,
aby na částici p̊usobila nějaká śıla.
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