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Paralelný prenos axiomaticky

Pokúsime sa zaviest’ paralelný prenos vektoru pozd́lž l’ubovol’nej krivky bez
toho aby sme sa museli odvolávat’ na vloženie variety do Euklidovského
priestoru.

• Nech xµ(u) je l’ubovol’ná parametrická krivka prechádzajúca bodom
x ≡ x(0) a nech Tµ je l’ubovol’ný vektor v bode x. Našou úlohou je
nájst’ prenos tohto vektora pozd́lž krivky x(u), teda funkciu Tµ(x(u))
(kde Tµ(x) = Tµ). Pre malé hodnoty parametra u môžeme využit’

Taylorov rozvoj:

Tµ(x+ dx) = Tµ(x)− Γµ
ν(T, x)dx

ν +O(dx2) (1)

Zaviedli sme neznáme funkcie Γµ
ν(T, x). Zanedbáme členy vyššieho

rádu a zderivujeme podl’a u, č́ım dostaneme rovnicu paralelného pre-
nosu.

dTµ

du
+ Γµ

ν(T, x)
dxν

du
= 0 (2)

V nasledujúcom na túto rovnicu nalož́ıme d’aľsie (rozumné) podmienky,
č́ım obmedźıme možné tvary funkcie Γµ

ν(T, x).

• Ak za T dosad́ıme µT do (2), dostaneme

µ
dTµ

du︸ ︷︷ ︸
−µΓµ

ν(T,x)
dxν

du

+Γµ
ν(µT, x)

dxν

du
= 0,

=⇒ Γµ
ν(µT, x) = µΓµ

ν(T, x).

(3)

Rovnakým spôsobom sa ukáže, že ak do (2) dosad́ıme Tµ = Xµ +Y µ,
tak dostaneme Γµ

ν(X + Y, x) = Γµ
ν(X,x) + Γµ

ν(Y, x). Teda fun-
kcia Γµ

ν(T, x) je lineárna v T a môžeme ju zaṕısat’ ako Γµ
ν(T, x) ≡

Γµ
κν(x)T κ. Rovnica paralelného prenosu sa zjednoduš́ı na

dTµ

du
+ Γµ

κν(x)T
κdx

ν

du
= 0. (4)

Objekt Γµ
κν sa nazýva zložky af́ınnej konexie.
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Transformácia zložiek af́ınnej konexie: Γµ
κν(x) nie je tenzor,

pretože pri zmene súradńıc x → x′ sa transformuje ako

Γµ′

κ′ν′ = Γα
βγX

µ′
α Xβ

κ′X
γ
ν′ +Xµ′

α Xα
κ′ν′ , (5)

kde

Xα
β′ ≡

∂xα

∂x′β
, Xα′

β ≡ ∂x′α

∂xβ
, Xα

β′γ′ ≡
∂2xα

∂x′β∂x′γ
. (6)

Dôkaz: Vyjdeme z rovnice paralelného prenosu (4). Plat́ı Tµ =
Xµ

ν′T
ν′ , teda

Xµ
ν′
dT ν′

du
+Xµ

ν′κ′T
ν′ dx

κ′

du
+ Γµ

κν(x)X
κ
α′Xν

β′Tα′ dxβ
′

du
= 0. (7)

Túto rovnicu vynásob́ıme Xρ′
µ a využijeme, že Xρ′

µ Xµ
ν′ = δρ

′

ν′ .

0 =
dT ρ′

du
+Xρ′

µ Xµ
ν′κ′T

ν′ dx
κ′

du
+ Γµ

κν(x)X
ρ′
µ Xκ

α′Xν
β′Tα′ dxβ

′

du
(8)

=
dT ρ′

du
+
(
Γµ

κνX
ρ′
µ Xκ

α′Xν
β′ +Xρ′

µ Xµ
α′β′

)
︸ ︷︷ ︸

Γρ′
α′β′

Tα′ dxβ
′

du
. (9)

Zložky af́ınnej konexie sa teda transformujú ako tenzor len pri lineárnych
transformáciách, pri ktorých Xα

κ′ν′ = 0.

1. Prvá podmienka súviśı s nulovost’ou torzie. Ak vedieme bodom x dve
krivky x(1)(u) a x(2)(v) a urob́ıme v ich smeroch infinitezimálne kroky
d(1)x a d(2)(x) a následne tieto vektory paralelne prenesieme, č́ım do-
staneme vektory (d(1)x)∥ a (d(2)x)∥, tak konce týchto vektorov sa musia
stretnút’ v jednom bode (až na veličiny vyššieho rádu, vid’ obrázok).

• Podl’a obrázku teda má platit’

d(1)x
α + (d(2)x)

α
∥ = d(2)x

α + (d(1)x)
α
∥ (10)

=⇒ d(1)x
α + d(2)x

α − Γα
βγ(x)d(2)x

βd(1)x
γ =

= d(2)x
α + d(1)x

α − Γα
βγd(1)x

βd(2)x
γ

(11)

Z čoho
Γα

βγ(x)d(1)x
βd(2)x

γ = Γα
βα(x)d(2)x

βd(1)x
γ , (12)

a pretože krivky x(1) a x(2) boli l’ubovol’né, muśı platit’

Γα
βγ = Γα

γβ . (13)
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x d(1)x

d(2)x

(d(1)x)∥

(d(2)x)∥

x(1)(u)

x(2)(v)

• Ak plat́ı predošlá podmienka, tak je možné nájst’ také súradnice x′, že

Γµ′

κ′ν′(x(1)) = 0 pre nejaký vybraný bod x(1) (globálne sa to nedá).
Tieto súradnice je možné skonštruovat’ z pôvodných transformáciou

xµ = x′µ − x′µ(1) −
1

2
Γµ

κλ

(
x′κ − x′κ(1)

)(
x′λ − x′λ(1)

)
. (14)

Potom

Xβ
κ′(x(1)) ≡

∂xβ

∂x′κ
(x(1)) = δβκ′

Xµ′
α (x(1)) ≡

∂x′µ

∂xα
(x(1)) = δµ

′
α

Xα
κ′ν′(x(1)) ≡

∂2xα

∂x′κ∂x′ν
= −1

2

[
Γα

κν(x(1)) + Γα
νκ(x(1))

]
= −Γα

κν(x(1)).

(15)

Dosadeńım do (5) dostaneme Γµ′

κ′ν′ = 0. Takému systému súradńıc
sa hovoŕı lokálne geodetický (inerciálny) systém bodu x(1).

2. Paralelný prenos zachováva normu vektora.

• Plat́ı teda, že gαβT
αT β = const. Z toho

0 =
d(gαβT

αT β)

du
=

dgαβ
du

TαT β + 2gαβT
αdT

β

du
(16)

= (gαβ,γ − 2gακΓ
κ
βγ)T

αT β dx
γ

du
(17)
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Toto má platit’ pre l’ubovol’ný vektor T a pre l’ubovol’nú krivku x(u).
Výraz za zátvorkou je symetrický v αβ, teda stač́ı zaručit’, že symet-
rizovaná čast’ zátvorky bude nulová:

0 = gαβ,γ − 2g(α|κ|Γ
κ
β)ν

= gαβ,γ − gακΓ
κ
βγ − gβκΓ

κ
αγ

= gαβ,γ − Γαβγ − Γβαγ (18)

Teraz si rovnicu (18) naṕı̌seme trikrát pod seba s permutovanými in-
dexmi αβγ:

gαβ,γ − Γαβγ − Γβαγ = 0 (19)

gβγ,α − Γβγα − Γγβα = 0 (20)

gγα,β − Γγαβ − Γαγβ = 0 (21)

Prvú a tretiu rovnicu sč́ıtame a druhú od nich odč́ıtame. Rovnako
farebné členy sa zrušia a dostaneme známy vzt’ah

Γαβγ =
1

2
(−gβγ,α + gαβ,γ + gαγ,β) . (22)

Táto posledná podmienka je teda už dost’ silná na to, aby kompletne
zafixovala zložky af́ınnej konexie. Potom sa objektu Γαβγ hovoŕı Chris-
toffelove symboly 1. druhu. Po zdvihnut́ı prvého indexu pomocou met-
riky dostaneme Γα

βγ , teda Christoffelove symboly 2. druhu.
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