Jozef Csipes & Tomés Tuleja

Paralelny prenos axiomaticky

Poktsime sa zaviest paralelny prenos vektoru pozdlz lubovolnej krivky bez
toho aby sme sa museli odvoldvat na vloZenie variety do Euklidovského
priestoru.

e Nech z#(u) je Tubovolnd parametrickd krivka prechddzajica bodom
x = x(0) a nech T je Tubovolny vektor v bode z. NaSou tilohou je
néjst prenos tohto vektora pozdlz krivky z(u), teda funkciu T (z(u))
(kde TH(z) = T*). Pre malé hodnoty parametra u mozeme vyuzit
Taylorov rozvoj:

TH(z + dx) = TH(z) — T* (T, z)dz” + O(dz?) (1)

Zaviedli sme nezname funkcie T, (T, z). Zanedbame ¢leny vyssieho
radu a zderivujeme podla u, éfm dostaneme rovnicu paralelného pre-
nosu.
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V nasledujicom na ttito rovnicu nalozime d’alsie (rozumné) podmienky,
¢im obmedzime mozné tvary funkcie I'), (T, x).

e Ak za T dosadime puT do , dostaneme
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= I'" (T, z) = pI* (T, ).

Rovnakym spésobom sa ukaze, ze ak do dosadime TH = X* + YH,
tak dostaneme I',(X + Y,z) = ', (X,z) + T, (Y,z). Teda fun-
kcia I'", (T, z) je linedrna v T' a modzeme ju zapisat ako ', (T, x) =
', (z)T". Rovnica paralelného prenosu sa zjednodusi na

dT* dz”
— 4T "
du 1 () du

= 0. (4)

Objekt T",, sa nazyva zlozky afinnej konemie.
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Transformdcia zloziek afinnej konexie: T'*,(z) nie je tenzor,
pretoze pri zmene siradnic z — 2’ sa transformuje ako

T, =T% XXX, + X1 XS, (5)
kde 5 o' 52
r / ' @
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Xgp=o75 X§ =55 Xjy=g 5. (6)

Dokaz:  Vyjdeme z rovnice paralelného prenosu . Plati TH =
/
XETY | teda
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Tuto rovnicu vynasobime X/ a vyuzijeme, ze X/ X = 6°,.
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Zlozky afinnej konexie sa teda transformuja ako tenzor len pri linedrnych
transformacidch, pri ktorych X2 , = 0.

. Prvd podmienka sivisi s nulovostou torzie. Ak vedieme bodom x dve
krivky x(1y(w) a x(2)(v) a urobime v ich smeroch infinitezimdlne kroky
dyz a d(g) () a ndsledne tieto vektory paralelne prenesieme, ¢im do-

staneme vektory (d(yz)| a (d(2)z)|, tak konce tjchto vektorov sa musia
stretnit v jednom bode (aZ na veliciny vyssieho rddu, vid obrdzok).

Podla obrazku teda ma platit
dmyz® + (d@)@)| = d@)z® + (dy2)|f (10)
= dz® +d(g)z® — Pag,y(x)d@)xﬂd(l)xV = ()
= dpya® +dgye® = T, dgya’dya?
7 ¢oho
I‘aﬁ,y(md(l)fgd@):ﬂ = I’O‘Ba(:ﬂ)d(Q)mﬁd(l)mV, (12)

a pretoze krivky x(1y a 2(2) boli Tubovolné, musi platit

Faﬁv = Favﬁ . (13)
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2.

! dayz 1) (u)

Ak plati predosld podmienka, tak je mozné najst také stiradnice 2/, Ze
', ,(z@)) = 0 pre nejaky vybrany bod z(;y (globélne sa to neda).
Tieto siradnice je mozné skonstruovat z povodnych transforméciou

ot =g — x/(‘f) - %I’“m (:L"’” - :U'(’T)> (:c”‘ - xa)) . (14)
Potom
X,f/(l‘(l)) = g($(1)) = 5,5/
Xt () = 2 () = o
X)) = o = = E 0% )+ Te(r))] = ~T% (a0,
(15)

I
Dosadenim do dostaneme T , , = 0. Takému systému stradnic

sa hovori lokdlne geodeticky (inercidlny) systém bodu z(y).

Paralelny prenos zachovdva normu vektora.

e Plati teda, ze gagTaTﬁ = const. Z toho

d(gapTTP)  dgagp a7’
0= = TTP + 2g,5T% — 16
du du t 29ap du (16)
. o AT
= (goa,é’,'y — an,{r B’Y)T Tﬂa (17)
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Toto mé platif pre Tubovolny vektor T a pre Iubovolnui krivku z(u).
Vyraz za zatvorkou je symetricky v af3, teda staci zarucit, ze symet-
rizovand ¢ast zatvorky bude nulové:

0= gasy = 29(aln/ " sy
= gaﬁ,’}’ - gCX}iFKﬁ'y - gﬁl{rﬁa'y
= 9apy ~ Lapy = Tgay (18)

Teraz si rovnicu ([18) napiSeme trikrat pod seba s permutovanymi in-
dexmi af7:

Japy — Faﬁ’y - Fﬂav =0 (19)
9pva = U'pya =Thpa =0 (20)
9va,8 = yap = Tayg =0 (21)

Prvi a tretiu rovnicu séitame a druhu od nich odéitame. Rovnako
farebné ¢leny sa zrusia a dostaneme zndmy vztah

Lapy = 5 (=9v.a + Japry + Gay,8) - (22)

N |

T4to poslednd podmienka je teda uz dost silnd na to, aby kompletne
zafixovala zlozky afinnej konexie. Potom sa objektu I'q g, hovori Chris-
toffelove symboly 1. druhu. Po zdvihnuti prvého indexu pomocou met-
riky dostaneme Fam, teda Christoffelove symboly 2. druhu.



