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Diferenciálńı počet



Definice derivace

Funkce f(x) má v bodě xo derivaci rovnou konečné hodnotě f ′(xo) pokud pro dostatečně malá ε plat́ı

f ′(xo) =
f (xo + ε)− f (xo)

ε
+ malá chyba

Pokud lze derivaci f ′(xo) určit pro všechny hodnoty xo, dostáváme novou funkci f ′(x) nazývanou derivace funkce f(x).

Použ́ıváme též značeńı

f ′ ≡ df

dx



Lineárńı aproximace funkce pomoćı derivace

Funkce f(x) lze v okoĺı hodnoty xo aproximovat lineárńı závislost́ı plynoućı z definice derivace

f (xo + ε) = f (xo) + f ′(xo) ε + chyba řádu ε2

Alternativně tuto aproximaci můžeme zapsat

f (x + dx) = f (x) +
df

dx
(x) dx + chyba řádu dx2

Pokud je funkce ‘slušná’, lze aproximace vylepšovat do vyšš́ıch řád̊u.



Pravidla pro derivace

DI (h + g)′ = h′ + g′

DII (af )′ = af ′

DIII (gh)′ = g′h + gh′

DIV

(g
h

)′
=

g′ h− g h′

h2

DV f ′(x) = g′
(
h(x)

)
h′(x) kde f(x) = g

(
h(x)

)
dz

dx
=

dz

dy

dy

dx
kde z(x) = z

(
y(x)

)

DVI (f inv)′(x) =
1

f ′
(
f inv(x)

)
dx

dy
=

1
dy
dx

kde x(y) je inverzńı k y(x)

D0 konst′ = 0

D1 (xn)′ = n xn−1

D2
sin′ x = cos x cos′ x = − sinx

tan′ x = 1
cos2 x

cot′ x = − 1
sin2 x

D3 exp′ x = exp x
(
ax
)′
= (log a) ax

D4 log′ x = 1
x log′a x = 1

x log a

D5
arcsin′ x = 1√

1−x2
arccos′ x = − 1√

1−x2

arctan′ x = 1
1+x2

arccot′ x = − 1
1+x2

D6
sh′ x = chx ch′ x = sh x

th′ x = 1
ch2 x

cth′ x = − 1
sh2 x

D7
arcsh′ x = 1√

1+x2
arcch′ x = 1√

x2−1

arcth′ x = 1
1−x2

arccth′ x = 1
1−x2



Integrálńı počet



Definice integrálu

Integrál reprezentuje “spojitou” sumu – součet velmi mnoha velmi malých hodnot.

Integrál funkce f(x) na intervalu x ∈ ⟨a, b⟩ je

b∫
a

f (x) dx =

N∑
i=1

f (xi) dx + malá chyba

kde interval ⟨a, b⟩ je rozdělen na dostatečně velký počet N malých interval̊u délky dx = b−a
N

a xi jsou zvolené hodnoty v těchto intervalech (např. koncové body interval̊u xi = a+ i dx).



Newton̊uv vzorec

Integrováńı je “inverzńı” operace k derivováńı

b∫
a

F ′(x) dx = F (b)− F (a)

často použ́ıváme zkrácené označeńı
[
F

]b
a
= F (b)− F (a).



Primitivńı funkce a neurčitý integrál

Primitivńı funkce F k funkci f nazýváme “invertovanou” derivaci, tj. funkci splňuj́ıćı

F ′ = f

Primitivńı funkci označujeme též pomoćı neurčitého integrálu (integrálu bez meźı)

F =

∫
f dx

Newton̊uv vzorec nám dává vztah integrálu na intervalu a primitivńı funkce

b∫
a

f dx = F (b)− F (a)

Primitivńı funkce je určena až na konstantu, tj. F a F + konst. jsou primitivńı funkce téže funkce f .



Pravidla pro integrály

IO

∫
f ′ dx =

[
f
]

Newton̊uv vzorec

II

∫
(g + h) dx =

∫
g dx +

∫
h dx

III

∫
af dx = a

∫
f dx

IIII

∫
g′ h dx =

[
g h

]
−

∫
g h′ dx

IIV

b∫
a

f (x) dx =

β∫
α

f
(
x(ξ)

) dx

dξ
dξ

β∫
α

h
(
x(ξ)

)
dξ =

b∫
a

h(x)
dξ

dx
dx

substituce x = x(ξ) s inverźı ξ = ξ(x)

meze a = x(α), b = x(β)

I1

∫
xn dx = 1

n+1 x
n+1

I2

∫
sinx dx = − cosx

∫
cosx dx = sin x∫

tanx dx = − log
(
cosx

) ∫
cotx dx = log

(
sinx

)
I3

∫
expx dx = exp x

∫
ax dx = 1

log a a
x

I4

∫
1

x
dx = log x

∫
log x dx = −x+ x log x

I5

∫
1√
1−x2

dx = arcsin x

∫
1√
1−x2

dx = − arccosx∫
1

1+x2 dx = arctan x

∫
1

1+x2 dx = − arccotx

I6

∫
shx dx = chx

∫
chx dx = sh x∫

thx dx = log
(
chx

) ∫
cthx dx = log

(
sh x

)

I7

∫
1√
1+x2

dx = arcsh x

∫
1√
x2−1

dx = arcchx∫
1

1−x2 dx = arcth x

∫
1

1−x2 dx = arccthx



Maticový počet



Poč́ıtáńı se sloupečky, řádky a maticemi

Objekty složené z č́ısel

sloupec řádek matice

a =


a1

a2
...

an

 α =
[
α1 α2 · · · αn

]
A =


A1

1 A1
2 · · · A1

n

A2
1 A2

2 · · · A2
n

... ... ...

An
1 An

2 · · · An
n



Sč́ıtáńı a násobeńı č́ıslem

a+b =

a1+b1...

an+bn

 A+B =

A1
1+B

1
1 · · · A1

n+B
1
n

... ...

An
1+B

n
1 · · · An

n+B
n
n

 rα =
[
rα1 · · · rαn

]
rA =

rA1
1 · · · rA1

n
... ...

rAn
1 · · · rAn

n





Násobeńı řádku a sloupečku

r = α · a =
[
α1 α2 · · · αn

]
·


a1

a2

...
an

 = α1 a
1 + α2 a

2 + · · ·+ αn a
n

Násobeńı sloupečku matićı

b = A · a =


A1

1 A1
2 · · · A1

n

A2
1 A2

2 · · · A2
n

...
...

...
An

1 An
2 · · · An

n

 ·


a1

a2

...
an

 =


A1

1 a
1 + A1

2 a
2 + · · ·+ A1

n a
n

A2
1 a

1 + A2
2 a

2 + · · ·+ A2
n a

n

...
An

1 a
1 + An

2 a
2 + · · ·+ An

n a
n

 =


b1

b2

...
bn


Násobeńı řádku a matice

β = α ·A =
[
α1 α2 · · · αn

]
·


A1

1 A1
2 · · · A1

n

A2
1 A2

2 · · · A2
n

...
...

...
An

1 An
2 · · · An

n

 =
[
α1A

1
1+···+αnA

n
1 α1A

1
2+···+αnA

n
2 ··· α1A

1
n+···+αnA

n
n

]
=

[
β1 β2 · · · βn

]
Násobeńı matic A1

1B
1
2+A1

2B
2
2+ · · ·+A1

nB
n
2︸ ︷︷ ︸

C = A ·B =


A1

1 A1
2 · · · A1

n

A2
1 A2

2 · · · A2
n

...
...

...
An

1 An
2 · · · An

n

 ·


B1

1 B1
2 · · · B1

n

B2
1 B2

2 · · · B2
n

...
...

...
Bn

1 An
2 · · · Bn

n

 =


C1

1 C1
2 · · · A1

n

C2
1 C2

2 · · · C2
n

...
...

...
Cn

1 Cn
2 · · · Cn

n



r =
n∑

k=1

αk a
k

bi =
n∑

k=1

Ai
k a

k

βj =
n∑

k=1

αk A
k
j

C i
j =

n∑
k=1

Ai
k B

k
j



Použit́ı matic v geometrii

Vektory a jejich souřadnice

a⃗ – vektor v tř́ıdimenzionálńım prostoru báze vektor̊u = lineárně nezávislé vektory e⃗1, e⃗2, e⃗3

Každý vektor lze vyjádřit v̊uči zvolené bázi pomoćı sloupečku souřadnic:

a⃗ = a1 e⃗1 + a2 e⃗2 + a3 e⃗3 vektor a⃗ ↔ souřadnice a =

[
a1

a2

a3

]

Operátory a jejich souřadnice

M – lineárńı operátor transformuje vektor na vektor

a⃗ → b⃗ = M · a⃗
linearita:

M · (⃗a+ b⃗) = M · a⃗+M · b⃗
M · (ra⃗) = rM · a⃗

Každý operátor lze vyjádřit v̊uči zvolené bázi pomoćı matice souřadnic:

b⃗ = M · a⃗ ↔ b = M · a operátor M ↔ souřadnice M =

[
M1

1 M1
2 M1

3

M2
1 M2

2 M2
3

M3
1 M3

2 M3
3

]



Operátor rotace

Rotace v rovině

Rφ provád́ı rotaci vektoru o úhel φ

b⃗ = Rφ · a⃗

V kartézských souřadnićıch je tato rotace vyjádřena:

b1 = cosφ a1 − sinφ a2

b2 = sinφ a1 + cosφ a2

V řeči matic:

b = Rφ · a kde

[
b1

b2

]
=

[
cosφ − sinφ

sinφ cosφ

]
·
[
a1

a2

]
tj. Rφ =

[
cosφ − sinφ

sinφ cosφ

]

Rotace v prostoru

Rotace kolem kartézských os e⃗1, e⃗2, e⃗3:

R1
φ =

1 0 0
0 cosφ − sinφ
0 sinφ cosφ

 R2
φ =

 cosφ 0 sinφ
0 1 0

− sinφ 0 cosφ

 R3
φ =

cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0
0 0 1


Pomoćı maticového násobeńı můžeme dostat souřadnice rotaceR dané složeńım rotaćı podél r̊uzných os, např.R = R1

α ·R3
β.



Maticová algebra

Matice umı́me sč́ıtat a násobit a výsledkem je opět matice. Matice tak zobecňuj́ı pojem obyčejných č́ısel, tvoř́ı tzv. algebru.
Plat́ı pro ně základńı vlastnosti sč́ıtáńı a násobeńı.

A +B = B +A komutativita sč́ıtáńı

(A +B) +C = A + (B +C) asociativita sč́ıtáńı

(A ·B) ·C = A · (B ·C) asociativita násobeńı

(A +B) ·C = A ·C +B ·C distributivita

O +A = A +O = A nulová matice

I ·A = A · I = A jednotková matice

O =


0 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 0



I =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 1



Oproti obyčejným č́ısl̊um je ale násobeńı obecně nekomutativńı:

A ·B ̸= B ·A pro obecné A a B

Mı́ru nekomutativnosti vyjadřuje komutátor[
A,B

]
= A ·B −B ·A



Inverzńı matice

Inverzńı matice A−1 k matici A je matice splňuj́ıćı

A−1 ·A = A ·A−1 = I

Inverze umožňuje řešit systém n lineárńıch rovnic o n neznámých zapsaný v maticovém tvaru:

A · x = v ⇒ x = A−1 · v

Pro diagonálńı matice je inverze jednoduchá:
a(1) 0

a(2)

. . .

0 a(n)


−1

=


a−1

(1)
0

a−1
(2)

. . .

0 a−1
(n)



Ne každá matice má inverzi. Např.
[
0 0 0
0 0 0
0 0 0

]
,
[
1 0 0
0 0 0
0 0 3

]
nebo

[
1 0 2
2 1 1
3 1 3

]
inverzi nemaj́ı. Takové matice se nazývaj́ı singulárńı.

Matice, které maj́ı inverzi, se nazývaj́ı regulárńı.



Determinant

n = 1 det
[
a
]
= a + [ ◦ ]

n = 2 det

[
a c
d b

]
= a b− c d + [◦ ◦]− [ ◦

◦ ]

n = 3 det

[
A1

1 A1
2 A1

3

A2
1 A2

2 A2
3

A3
1 A3

2 A3
3

]
=

+A1
1A

2
2A

3
3+A1

2A
2
3A

3
1+A1

3A
2
1A

3
2

−A1
1A

2
3A

3
2−A1

3A
2
2A

3
1−A1

2A
2
1A

3
3

+
[
◦
◦
◦

]
+
[

◦
◦

◦

]
+
[

◦
◦
◦

]
−
[
◦

◦
◦

]
−
[

◦
◦

◦

]
−
[

◦
◦

◦

]
n detA =

∑
pertmutace σ

signσ A1
σ1

A2
σ2
· · ·An

σn

Vlastnosti

• D diagonálńı ⇒ detD = součin č́ısel na diagonále

• pokud je alespoň jeden sloupec či řádek matice A nulový ⇒ detA = 0

• prohozeńı dvou řádk̊u (sloupc̊u) změńı pouze znaménko determinantu

• det
(
A ·B

)
=

(
detA

)(
detB

)
• det

(
A−1

)
=

(
detA

)−1 ⇐ det
(
A ·A−1

)
= det I = 1

• A lze invertovat (je regulárńı) pokud detA ̸= 0



Stopa

trA =
∑
j

Aj
j = součet č́ısel na diagonále matice

Cykličnost stopy

tr
(
A ·B · . . . ·Z

)
= tr

(
B · . . . ·Z ·A

)

Podobnost matic

Matice A, B nazýváme podobné, pokud existuje regulárńı matice T taková, že

B = T ·A · T−1

Determinanty a stopy podobných matic jsou stejné

det
(
T ·A · T−1

)
= detA

tr
(
T ·A · T−1

)
= trA



Geometrie



Skalárńı součin a⃗, b⃗ →
(
a⃗, b⃗

)
≡ a⃗ · b⃗ ∈ R(

a⃗, b⃗
)

=
(⃗
b, a⃗

)
symetrie(

a⃗+ b⃗, c⃗
)
=

(
a⃗, c⃗

)
+
(⃗
b, c⃗

) (
ra⃗, b⃗

)
= r

(
a⃗, b⃗

)
linearita(

a⃗, a⃗
)
> 0 pro a⃗ ̸= 0⃗ positivńı definitnost

∀x⃗
(
a⃗, x⃗

)
= 0 ⇒ a⃗ = 0 nedegenerovanost

|⃗a| =
√
(⃗a, a⃗) délka vektoru(

a⃗, b⃗
)

= |⃗a||⃗b| cos∢[⃗a, b⃗] úhel mezi vektory

Vektorový součin a⃗, b⃗ → v⃗ = a⃗× b⃗

v⃗ ⊥ a⃗ v⃗ ⊥ b⃗ |v⃗| = |⃗a||⃗b| sin∢[⃗a, b⃗] definičńı vlastnosti

a⃗× b⃗ = −b⃗× a⃗ antisymetrie(
a⃗+ b⃗

)
× c⃗ = a⃗× c⃗+ b⃗× c⃗

(
ra⃗
)
× b⃗ = r

(
a⃗× b⃗

)
linearita(

a⃗× b⃗
)
× c⃗ ̸= a⃗×

(⃗
b× c⃗

)
neńı asociativńı(

a⃗× b⃗
)
× c⃗ = b⃗

(
a⃗, c⃗

)
− c⃗

(
a⃗, b⃗

)
“bac − cab”

Smı́̌sený součin
(
a⃗× b⃗

)
· c⃗ =

(⃗
b× c⃗

)
· a⃗ =

(
c⃗× a⃗

)
· b⃗

= orientovaný objem rovnoběžnostěnu napnutého na a⃗, b⃗, c⃗



Souřadnice vektor̊u

každý vektor lze vyjádřit v̊uči bázi báze vektor̊u = lineárně nezávislé vektory e⃗1, e⃗2, e⃗3

a⃗ = a1 e⃗1 + a2 e⃗2 + a3 e⃗3 vektor a⃗ ↔ souřadnice

[
a1

a2

a3

]
ortonormálńı báze

|e⃗j| = 1
(
e⃗i, e⃗j

)
= 0 pro i ̸= j

Skalárńı součin v ortonormálńıch souřadnićıch(
a⃗, b⃗

)
≡ a1 b1 + a2 b2 + a3 b3

Vektorový součin v ortonormálńıch souřadnićıch

v⃗ = a⃗× b⃗

v1 = a2 b3 − a3 b2

v2 = a3 b1 − a1 b3

v3 = a1 b2 − a2 b1

Smı́̌sený součin ortonormálńıch souřadnićıch(
a⃗× b⃗

)
· c⃗ = a1 b2 c3 + a2 b3 c1 + a3 b1 c2 − a1 b3 c2 − a3 b2 c1 − a2 b1 c3 = det

[
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

]



Souřadnice bod̊u

Lineárńı souřadnice

vztažná soustava: počátek P a souřadnicové osy dané lineárně nezávislými směry e⃗1, e⃗2, e⃗3

A = P + r⃗ = P + x1 e⃗1 + x2 e⃗2 + x3 e⃗3

r⃗ pr̊uvodič bodu A
[
x1

x2

x3

]
(lineárńı) souřadnice bodu A

mı́sto x1, x2, x3 často použ́ıváme označeńı x, y, z

Kartézské souřadnice

osy e⃗1, e⃗2, e⃗3 tvoř́ı ortonormálńı bázi (jsou na sebe kolmé a maj́ı stejnou jednotku)

vzdálenost bod̊u v kartézských souřadnićıch:

d(A,B) = |A−B| =

√(
∆x1

)2
+
(
∆x2

)2
+
(
∆x3

)2
=

√
∆x2 +∆y2 +∆z2

kde ∆xj = xj(B)− xj(A)



Rovina E2

Polárńı souřadnice ρ, φ

x = ρ cosφ

y = ρ sinφ

ρ =
√

x2 + y2

tanφ =
y

x

Prostor E3

Cylindrické souřadnice ρ, φ, z

x = ρ cosφ

y = ρ sinφ

z = z

ρ =
√
x2 + y2

tanφ =
y

x
z = z

Sférické souřadnice r, θ, φ

x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinφ

z = r cos θ

r =
√
x2 + y2 + z2 =

√
ρ2 + z2

tan θ =

√
x2 + y2

z
=

ρ

z

tanφ =
y

x



Derivováńı v prostoru



Funkce v́ıce proměnných

f
(
x1, x2, . . . , xp

)
parciálńı derivace podle k-té proměnné

∂f

∂xk

(
x1, . . . , xk, . . . , xp

)
=

d

dxk
f
(
x1, . . . , xk−1︸ ︷︷ ︸

konstantńı

, xk, xk+1, . . . , xp︸ ︷︷ ︸
konstantńı

)
symetrie druhých parciálńıch derivaćı

∂2f

∂xk ∂xl
=

∂2f

∂xl ∂xk

derivováńı složené funkce

F (t) = f
(
h1(t), h2(t), . . . , hp(t)

)
kde f

(
x1, . . . , xp

)
je funkce v́ıce proměnných a h1(t), . . . , hp(t) jsou funkce jedné proměnné

dF

dt
=

∂f

∂x1

(
h1, h2, . . . , hp

) dh1

dt
+

∂f

∂x2

(
h1, h2, . . . , hp

) dh2

dt
+ . . . +

∂f

∂xp

(
h1, h2, . . . , hp

) dhp

dt


