
P°íklad £. 2 z Úvodu do teoreti
ké fyziky I (2017)

Nalezn¥te korotují
í rovnováºné polohy (tzv. Lagrangeovy body) v rovinném omezeném kruhovém

problému t°í t¥les. V této aproxima
i dv¥ t¥lesa o hmotnoste
h M1 a M2 vykonávají keplerovský

kruhový pohyb. V rovin¥ jeji
h ob¥hu sledujeme pohyb t°etího t¥lesa o mnohem men²í hmotnosti m,

které nijak neovliv¬uje pohyb první
h dvou t¥les.

 

 

 

 
 

 

 

 

Ozna£íme-li 
elkovou hmotnost první
h dvou t¥les M = M1+M2 a relativní hmotnost druhého t¥lesa

α = M2/M , m·ºeme napsat Lagrangeovu funk
i pro t°etí t¥leso v teºi²´ové soustav¥ první
h dvou

t¥les

L =
m

2
(ẋ2 + ẏ2) +GmM

[

1− α

|~r − ~r1(t)|
+

α

|~r − ~r2(t)|

]

, (1)

kde poloha t°etího t¥lesa je ~r = (x, y). Polohy první
h dvou t¥les závisí na £ase, konkrétn¥ pro kruhové

orbity ~r1(t) = −aα (cosωt, sinωt) a ~r2(t) = a (1− α) (cosωt, sinωt), kde a je vzdálenost obou t¥les

a ω je úhlová ry
hlost jeji
h ob¥hu.

1. Ukaºte, ºe transforma
í (x, y) = (x̄ cosωt−ȳ sinωt, x̄ sinωt+ȳ cosωt) do soustavy (x̄, ȳ) rotují
í
spolu s M1 a M2 budou ob¥ t¥lesa leºet na ose x̄ a získáme Lagrangeovu funk
i

L =
m

2

[

( ˙̄x− ωȳ)2 + ( ˙̄y + ωx̄)2
]

+GmM





1− α
√

(x̄+ αa)2 + ȳ2
+

α
√

(x̄− (1− α)a)2 + ȳ2



 . (2)

P°e
hodem do neiner
iální soustavy se v Lagrangeov¥ funk
i nov¥ odráºí odst°edivá a Corioli-

sova síla. P°esv¥d£it se o tom lze následovn¥: pohybové rovni
e bez vlivu gravita
e (poloºením

G = 0) odpovídají p·sobení síly ~F = mω2 ~̄r−2m~ω×~̇̄r, kde ~̄r = (x̄, ȳ) a vektor úhlové ry
hlosti
~ω je orientován v kladném sm¥ru osy z.

2. Nová Lagrangeova funk
e (2) nezávisí na £ase, integrál energie a souvisejí
í hamiltonián se tedy

budou za
hovávat. Ur£ete zobe
n¥né hybnosti px̄, pȳ a odvo¤te hamiltonián

H =
p2
x̄
+ p2

ȳ

2m
+ ω(ȳ px̄ − x̄ pȳ)−GmM





1− α
√

(x̄+ αa)2 + ȳ2
+

α
√

(x̄− (1− α)a)2 + ȳ2



 . (3)

P°i odvozování si v²imn¥te, ºe energii v rotují
í soustav¥ nelze získat pouhou zm¥nou znaménka

v (2). Nevystupuje v ní £len odpovídají
í Coriolisov¥ síle, která p·sobí kolmo na ry
hlost a nevy-

konává tudíº prá
i. �len odpovídají
í odst°edivé síle se 
hová jako poten
iál (m¥ní znaménko).

Díky zobe
n¥ným hybnostem toto v (3) vid¥t není.



3. Napi²te Hamiltonovy kanoni
ké rovni
e.

4. Ur£ete rovni
e pro sta
ionární polohu t¥lesa m v soustav¥ (x̄, ȳ) tím, ºe poloºíte £asové deriva
e

v²e
h zobe
n¥ný
h poloh i hybností rovné nule. Ze získané soustavy eliminujte hybnosti a pou-

ºijte vyjád°ení úhlové ry
hlosti ob¥hu první
h dvou t¥les ze 3. Keplerova zákona: ω2 = GM/a3.

 

 

  

(1 )   

5. Bonusová £ást: �e²ením získaný
h rovni
 nalezn¥te Lagrangeovy body.

V p°ípad¥ ȳ = 0 platí pro p°e²kálovanou sou°adni
i ξ = x̄/a rovni
e

ξ − (1− α)
ξ + α

| ξ + α|3
− α

ξ − (1− α)

| ξ − (1− α)|3
= 0 . (4)

Tato rovni
e se redukuje vºdy na polynomiální rovni
i 5. stupn¥, jejíº tvar závisí na kombina
i

znamének argument· absolutní
h hodnot. Analyti
ký postup zde kon£í, °e²ení je nutné hledat

numeri
ky. Vyjdou vºdy t°i reálné ko°eny, tzv. kolineární Lagrangeovy body: jeden mezi t¥lesy

(Lagrange·v bod L1), jeden vpravo od t¥lesa 2 (L2) a jeden vlevo od t¥lesa 1 (L3).

V p°ípad¥ ȳ 6= 0 ukaºte, ºe existují dal²í dv¥ °e²ení p°esn¥ ve vr
hole
h rovnostranného trojú-

helníka, tj. x̄ = (1
2
− α)a, ȳ = ±

√
3

2
a. Jde o Lagrangeovy body L4 a L5.

Polohy kolineární
h bod· na obrázku odpovídajíM1 = 2M2, tedy α = 1/3. Ve slune£ní soustav¥
se v¥t²inou bere Slun
e jako M1 a n¥která z planet (napr. Zem¥, Jupiter) jako M2. Body L1

a L2 vy
házejí v tém¥° symetri
ký
h polohá
h blízko planety, bod L3 je od Slun
e zhruba ve

stejné vzdálenosti jako planeta.

Lagrangeovy body mají v astrofyzi
e °adu zajímavý
h uplatn¥ní. Nap°íklad kolem bod· L4 a

L5 Jupiteru se na
házejí skupiny asteroid· (tzv. Trojané), které obíhají po stejné dráze kolem

Slun
e 60◦ p°ed a za Jupiterem.
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