Piiklad ¢. 2 z Uvodu do teoretické fyziky I (2017)

Naleznéte korotujici rovnovazné polohy (tzv. Lagrangeovy body) v rovinném omezeném kruhovém
problému tii téles. V této aproximaci dvé télesa o hmotnostech M; a M, vykonavaji keplerovsky
kruhovy pohyb. V roviné jejich obéhu sledujeme pohyb tietiho télesa o mnohem mensi hmotnosti m,
které nijak neovliviiuje pohyb prvnich dvou téles.
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Oznac¢ime-li celkovou hmotnost prvnich dvou téles M = M; + M, a relativni hmotnost druhého télesa
a = My /M, miuzeme napsat Lagrangeovu funkci pro tieti téleso v tezistové soustavé prvnich dvou
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kde poloha ttetiho télesa je 7 = (z,y). Polohy prvnich dvou téles zavisi na ¢ase, konkrétné pro kruhové
orbity 7 (t) = —a « (coswt, sinwt) a T(t) = a (1 — ) (coswt, sinwt), kde a je vzdéalenost obou téles
a w je uhlova rychlost jejich obéhu.
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1. Ukazte, ze transformaci (x,y) = (Z coswt—y sin wt, T sinwt+7y coswt) do soustavy (Z, ) rotujic
spolu s M; a M; budou obé télesa lezet na ose z a ziskime Lagrangeovu funkci
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Ptechodem do neinercialni soustavy se v Lagrangeové funkci nové odrazi odstirediva a Corioli-
sova sila. Piesvédéit se o tom 1ze nasledovné: pohybové rovnice bez vlivu gravitace (polozenim
G = 0) odpovidaji pusobeni sily F=mw?F—2madxr, kde 7 = (Z, ) a vektor ihlové rychlosti
@ je orientovan v kladném sméru osy z.

2. Nova Lagrangeova funkce (2) nezavisi na ¢ase, integral energie a souvisejici hamiltonian se tedy
budou zachovéavat. Urcete zobecnéné hybnosti pz, p; a odvodte hamiltonian
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Pti odvozovani si vSimnéte, ze energii v rotujici soustavé nelze ziskat pouhou zménou znaménka
v (2). Nevystupuje v ni ¢len odpovidajici Coriolisové sile, ktera pusobi kolmo na rychlost a nevy-
konava tudiz praci. Clen odpovidajici odstredivé sile se chové jako potenciél (méni znaménko).
Diky zobecnénym hybnostem toto v (3) vidét neni.
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3. Napiste Hamiltonovy kanonické rovnice.

4. Urtete rovnice pro stacionarni polohu télesa m v soustavé (z, ) tim, Ze polozite ¢asové derivace
vSech zobecnénych poloh i hybnosti rovné nule. Ze ziskané soustavy eliminujte hybnosti a pou-
zijte vyjadreni ihlové rychlosti obshu prvnich dvou téles ze 3. Keplerova zékona: w? = GM/a?.
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5. Bonusovd cast: ReSenim ziskanych rovnic naleznéte Lagrangeovy body.
V piipadé y = 0 plati pro preskilovanou soutradnici £ = Z/a rovnice
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Tato rovnice se redukuje vzdy na polynomidlni rovnici 5. stupné, jejiz tvar zavisi na kombinaci
znamének argumentiu absolutnich hodnot. Analyticky postup zde kon¢i, feSeni je nutné hledat
numericky. Vyjdou vzdy tfi realné koteny, tzv. kolinedrni Lagrangeovy body: jeden mezi télesy
(Lagrangetv bod L;), jeden vpravo od télesa 2 (Ly) a jeden vlevo od télesa 1 (Ls).

V piipadé g # 0 ukazte, ze existuji dalsi dvé feSeni piesné ve vrcholech rovnostranného troju-
helnika, tj. 7 = (3 — a)a, § = i@a. Jde o Lagrangeovy body Ly a Ls.

Polohy kolinearnich bodi na obrazku odpovidaji M; = 2M,, tedy o = 1/3. Ve sluneéni soustavé
se vétsinou bere Slunce jako M; a néktera z planet (napr. Zemé, Jupiter) jako M,. Body L4
a Lo vychazeji v témér symetrickych polohéch blizko planety, bod L3 je od Slunce zhruba ve
stejné vzdalenosti jako planeta.

Lagrangeovy body maji v astrofyzice fadu zajimavych uplatnéni. Napiiklad kolem bodi Ly a
Ls Jupiteru se nachazeji skupiny asteroidii (tzv. Trojané), které obihaji po stejné draze kolem
Slunce 60° pred a za Jupiterem.
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