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Zapoctovy problém ¢. 2

Druhy zapoctovy tkol na téma kfivocarych souradnic. Dalsi domaci tkol bude na téma klasické teorie pole a
bude navazovat na prednasku, jejiz zdznam bude k dispozici na webu proseminare.
Redeni Gikolu bude hodnoceno bud jako spravné nebo jako netiplné. Nelipina fedeni budou vracena k dopracovani.
Termin odevzdani 2. zdpoltového problému je 9. dubna 2020. ReSeni posilejte elektronickou formou (pdf z

IATEXu, scan ¢&i foto) na adresu:
Pavel.Krtous@utf.mff.cuni.cz

Pristi domaci Gkol bude zverejnén zacatkem dubna. Zadznamy novych predndsek a zadani zdpoctovych problémi
je mozné nalézt na adrese:

http://utf.mff.cuni.cz/vyuka/TMF029/

1 Minkowského prostor

Méjme dvoudimenzionalni Minkowského prostor s inercidlnimi souradnicemi {t, x} v nichz ma
metrika 7 standardni tvar
n =—dtdt +dxdx .

Zde standardné za soutfadnicovou bazi v prostoru kovektorti (1-forem) bereme gradienty sourad-
nic {dt, dz} a dudlni béazi v prostoru vektort tvoii souradnicové vektory {0:, 8,}. Komponenty
{a', a*} vektoru a se ke komponentdm {a;, a,} odpovidajiciho kovektoru a - n tak maji standard-
nimi vztahy pro inercialni soustavy: a; = —a?, a, = a*.

V Minkovského prostoru je vSak také vyhodné zavést tzv. nulové soutadnice {u, v} vztahy

u:%(t—m), ’U:%(t—l-x).

Naleznéte vyjadieni soufadnicové baze kovektort {du, dv} pomoci {d¢, dz} a obdobné béaze vek-
tort {9y, 0,} pomoci {9;, 9,}.

Vyjadfete metriku n v soufadnicich {u, v}. Jaky je kvadrat velikosti vektort 8, a 8, spocteny
pomoci metriky n? Jaky je jejich skaldrni soucin?

Napiste vztahy mezi soufadnicemi {a", a'} a {ay, ay}.
Béze vektort a kovektort vzhledem k souradnicim {u, v} se nazyvaji nulové baze a ¢asto se oznacuji

k=0,, l=0,,
k=du, A=dv.

Jaky je vztah mezi kovektory {k - n, - n} a dudlni kovektorovou bézi {k, A}? Neboli, jaky je vztah
ko, lo @ Koy, A7

Vyjadrete skalarni d’Alembertiav operator [J, definovany
06 =n"VaVe o,
jak v soufadnicich {¢, z}, tak v soufadnicich {u, v}.

Naleznéte obecné feseni vlnové rovnice

O¢=0

v soufadnicich {u, v}.



2 Euklidovsky prostor

Nulové souradnice v Minkowském prostoru jsou velice uziteéné. Nabizi se proto otazka, zda obdobné
soufadnice nelze definovat i v euklidovském prostoru. Vzhledem k tomu, ze vSak euklidovska metrika
je pozitivné definitni, okamzité nahlédneme, Ze nelze zavést bazi vektord, jejichz délky jsou nulové.
Alespon, pokud se omezime na vektory rediné.

Positivni definitnost euklidovské metriky ale 1ze obejit tkrokem do komplexniho oboru. Na
redlném dvoudimenzionalnim euklidovském prostoru s kartézskymi soutadnicem {z, y} a metrikou

g =dxdzr +dydy
mizeme zavést komplezni souradnice {(, (} vztahy
Cz%(m—i—iy) , (= %(m—iy) .

Misto dvou realnych nezavislych soufadnic {x, y} tak mame dvé komplexni soutadnice {(, (},
které jsou vsSak k sobé komplexné sdruzené. Navzdory této vazbé je casto vyhodné povazovat
funkce ¢ a ¢ za nezévislé a objekty z redlného euklidovského prostoru vyjadiovat pomoci nich:
napt. v = (¢ + Q). y = (0~ Q).

Obdobné Minkowskému pfipadu zavedeme v prostoru kovektora bazi {u, i},

d¢ = L (dz —idy)

u:dC:%(dx—i—z’dy), L 75

a v prostoru vektora duélni bazi {m, m},
m=08¢, m=20;.
Zduraznéme, Ze se jedna o komplexni vektory a kovektory.

Pomoci podminek duality vyjadiete vektory m a m v bazi {9, 0y}.

Vyjadfete metriku g v soufadnicich {¢, ¢}. Jaky je kvadrat velikosti komplexnich vektori m a 7m
spocteny pomoci metriky g7 Jaky je skalarni soucin m a m?

Napiste vztahy mezi komponentami {a™, a™} vektoru a = a”m + a"m a komponentami {a,, az}
asociovaného kovektoru a - g = a,p + agfi. Jakou podminku splituji komponenty a™ a a™ pokud
je vektor a realny?

Jaky je vztah mezi kovektory {m -q, m-q} a {u, p}?

Vyjadrete skalarni Laplaceuv operator /A definovany

Bh=q"VaVyd = bz + dyy
v soufadnicich {¢, }.
Ovérte, ze hladké komplexni feSeni Laplaceovy rovnice
ANp=0
Ize napsat

¢ = f(¢)+9(C)

kde f(¢) je holomorfni funkce v komplexni proménné ¢ (tj. diferencovatelnd v ¢ a nezavisld na
proménné () a g(¢) funkce anti-holomorfni v ¢ (tj. diferencovatelnd v ¢ a nezéavisla na (). Realné
feseni ¢ je pak dano pouze jednou holomorfni funkci f, kde g je eliminovano podminkou g = f.



