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Zapoctovy problém ¢. 2

Reseni tkolu bude hodnoceno bud' jako spravné nebo jako netplné. Netplna feseni budou vracena k dopracovani.

Termin odevzdani 2. zapoctového problému je 19. kvétna 2025.
Pozdéjsi odevzdani feseni s sebou ponese pozdéjsi udéleni zapoctu. Odevzdani béhem zkouskového obdobi je
mozné pouze tak, aby se kontrola a mozné opravy stihly do 30. €ervna 2025.

Uvazujme komplexni pole v, tj. skalarni pole nabyvajici hodnoty v komplexnich éislech. Toto pole
bude mozné interpretovat jako nabité pole ndboje +e. S timto polem méme pfirozené asociované
komplexné sdruzené pole ¥ naboje —e, které téz nazyvame antipolem.

A& jsou pole 1) a antipole ¥ navzijem komplexné sdruzena, lze je ¢asto chapat jako relativné neza-
visla skalarni pole. Diivodem je, Ze pole 1 ve skutec¢nosti obsahuje dvé nezéavislé redlné komponenty
— svoji realnou a imaginarni ¢ast. Uvazovani poli ¢ a ¥ nezavisle umoziiuje vlastné piistup k obéma
realnym slozkam.

Na téchto polich miizeme definovat tzv. kalibrac¢ni kovariantni derivaci zahrnujici interakci nabitych
poli s elektromagnetickym polem popsanym vektorovym 4-potencidlem A,. Na pole naboje +e
pusobi derivace D,, predpisem

Dy = Vi —ieA,
a na antipole s ndbojem —e pusobi derivace Zju jako
D) = Vip + ieA#QZ .

Casto se derivace D a D shodné nazyvaji D a implicitné se predpoklada, ze v ¢lenu se 4-potencidlem
je vzdy pouzit spravny néboj podle pole, na které derivace ptisobi.

Dynamika nabitych poli ¢ a 9 a jejich interakce s elektromagnetickym polem je zachycena akei
Sxp [¢7 1;7 A,u] = - / [77“” Duwﬁu& + m? WZ a‘Q .
Q
Zde 1, je Minkowského metrika a uvazujeme volbu jednotek ¢ = 1.

Variaci akce podle pole ¢ a antipole 1) naleznéte pohybové rovnici pro obé pole.

P1i variovani podle komplexniho pole vyjadiete zménu akce 0.5 jako linedrni kombinaci malych zmén
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Koeficienty u 81 a 61 pak povazujte za variace % g—g.

Oddiskutujte, Ze obé vysledné pohybové rovnice jsou navzijem konzistentni.



(vi)

(vii)

Variaci akce vektorového 4-potencialu A, naleznéte elektricky 4-tok neseny spolec¢né poli ¢ a W,

5SNP
0A,

B
JNP_

Ovéite, ze akce je invariantni vadci kalibra¢ni transformaci
zp—m;:exp(iea)w, 1/;—>1/~1:exp(—iea)1ﬁ, AM%AM:AM—FVHQ

Rozstépenim prostorocasu na ¢as a prostor naleznéte Lagrangian Lyp (1), 1/}, W, vj}, o, ff)

Zde je vyhodné zavést prostorovou kovariantni derivaci 5@0 a kovariantni ¢asovou derivaci Dy,
Dy = Vi —ie Ay, Doy =1 +iep
D = Vi +ie A, Doth =1 — i .

Pole ¢ a A jsou standardni skalarni a vektorovy potenciél elektromagnetického pole.

Urcete nabojovou hustotu pyp a tok naboje ij asociované s nabitymi poli

6LNP =2 6LNP

pNP:_5¢ ) ]NP:H'

Naleznéte hybnosti poli
5LNP _ 5LN
™= ) T=—

5t S

Napiste Hamiltonian

HNP(wa , 7[’; T) = /Q [W + ﬁﬁ'} a*Q - LNP(wa ¢7 "‘Ev 1/;) .

nabitych poli.

K rozmysleni navic (nepovinné):

Pokud budeme uvazovat, Ze elektromagnetické pole vystupujici v akci pro nabita pole je také dy-
namické, s akci Spy uvedenou na piednédce, jaky bude piispévek poli ¢ a 1) do Gaussovy vazby
G vzniklé pii budovani hamiltonovského formalismu celého systému poli ¢, ¥ a A,? Neboli, jaka
bude Gaussova vazba v systému s akci S = Spy(A) + Sxs(t, 1, A)? Gaussova vazba zde vznikne
zcela stejnym zpusobem jak bylo diskutovano na prednéaSce, tj. jako sekundarni vazba zajistujici
konstantnost primarni vazby x = 0.

Poznamky na okraj:

Uvedeny priklad je nejjednodussi pfipad interakce tzv. kalibracniho pole (zde elektromagnetické
pole A) s poli hmoty (pole 9 a 1)).

Kalibra¢ni pole Ize misto vektorového 4-potencialu A popsat téz piimo kalibracni kovariantni deri-
vact D na polnim prostoru. Z matematického hlediska se jedné o derivaci na fibrovaném prostoru.
Intenzita kalibracniho pole F},, ma pak interpretaci krivost: této derivace.

Kalibracéni teorie jsou vzdy invariantni vac¢i grupé kalibra¢nich transformaci. V naSem pripadé se
jedné o transformace zachovavajici skalarni souc¢in 1/_1 Cili kalibra¢ni transformace tvoii v kazdém
prostorocasovém bodé grupu U(1).

Standardni model — soucasné teorie elementarnich Castic — je vystaven pravé na zakladé teorie
kalibra¢nich poli. Kalibra¢ni i hmotova pole jsou v tomto pripadé jiz slozitéjsi nez jednoduché
elektromagnetické a skalarni pole. Nicméné napf. s interakénimi ¢leny vstupujicimi do akce skrze
zobecnénou kovariantni derivaci D se v obecné teorii budeme setkavat.



