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Motivace a historie
Motivace pro zavedeni Greenovych funkci

o Reseni linearnich diferencialnich rovnic (oby&ejnych i
parcialnich) s pravou stranou pomoci principu superpozice

o Zakladem je feseni pro zdroj typu bodového naboje nebo
hmotného bodu

@ Obecnou pravou stranu lze chapat jako superpozici bodovych
zdrojti s odpovidajici vahou

@ Obecné feseni je pak superpozici feSeni pro bodové zdroje

@ Metoda Greenovych funkci je velmi rozsifena v matematice,
fyzice i inzenyrstvi

o Ukazuje také uzitecnost formalniho popisu bodovych zdroji
pomoci distribuci
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https://en.wikipedia.org/wiki/Green's_function

Motivace a historie
George Green (1793 — 1841) GeorgeGreen@wikipedia
@ syn pekafe a pozdé&ji mlynare ' e

z Nottinghamu

@ pracoval uz od 5-ti let

@ jen jeden rok skolni dochazky

@ 7 déti s Jane Smith (jesté v
roce 2008 si mistni farar
stézoval, Ze se nikdy
formalné nevzali :)

Zdroj: Kev747 at Wikipedia

@ v roce 1823 se stava predplatitelem mistni knihovny - jediny
znamy zdroj jeho pokrocilych matematickych znalosti

@ 1828 vydava “An Essay on the Application of Mathematical
Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism” - idea
Greenovych funkci a Greenova véta

@ 1832-38 vystudoval Cambridge a nasledné se tam stava
profesorem matematiky - publikuje dalsi prace z
hydrodynamiky, akustiky a optiky
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https://en.wikipedia.org/wiki/George_Green_(mathematician)
https://en.wikipedia.org/wiki/An_Essay_on_the_Application_of_Mathematical_Analysis_to_the_Theories_of_Electricity_and_Magnetism
https://en.wikipedia.org/wiki/An_Essay_on_the_Application_of_Mathematical_Analysis_to_the_Theories_of_Electricity_and_Magnetism
https://en.wikipedia.org/wiki/Green's_theorem

Idea Feseni pomoci superpozice
|dea feSeni pomoci superpozice

Necht L, je linearni diferencialni operator piisobici v x € R
@ rovnice pro bodovy zdroj v misté x’

/

L, G(x,x") el §(x —x)
jeji feseni G(x,x’) je Greenova funkce (distribuce v x” € R)
@ pomoci ni lze vyfesit rovnici Lf(x) = g(x) pomoci

F(x) = (G(x,x'), g(x))

nebot
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Distribuce v jedné dimenzi Idea FeSeni pomoci superpozice

o Ve fyzikalni notaci lze psat

/6x—x X dx' = g(x)

kromé g € D tady vlastné navic potfebujeme
G(x,x") € Lioc(Ry) Vx €R, aby bylo G regularni distribuci
v x’ a integrace méla smysl. Ovsem ve fyzikalnim zapisu
integraci chapeme symbolicky a nepozadujeme nutné pouze
reg. distribuce

o jelikoz ma vétsinou Ly netrivialni jadro, neni zatim G(x, x’)
urcena jednoznacné (lze pricist reSeni rovnice Lyh(x) = 0) —
jednoznacnost se docili pozadavkem splnéni okrajovych

podminek
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Konstrukce Greenovy funkce
Konstrukce Greenovy funkce

INSPIRACE:
o Pokud specialné L, = (?7 vime, ze L,© Zs tedy v tomto
pripadé je Greenova funkce

G(x,x') = O(x — x')

@ pokud L, obsahuje maximalné derivaci stupné n, pak by méla
byt n — 1 derivace Greenovy funkce tmérna Heavisideové
skokové funkci pro x — x' < 1

G (x,x') ~ O(x — x')

@ tyto avahy nyni formalizujeme
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Distribuce v jedné dimenzi Konstrukce Greenovy funkce

VETA: Konstrukce Greenovy funkce

k . g 2 o, 2 =
o Li=37 oak(x) & je lin. diferencialni operator stupné n

@ By, je operator hraniénich podminek na zadaném intervalu
I C R, tedy By;f = 0 znamena, ze f spliuje na hranici
intervalu vhodné podminky

o funkce gyi splAuji: Lxg;t(x) =0 §§§

Bytgt =0 dI* je pravé/leva hranice

° g;‘( )(y) = _(k)(y) Vk=0,..,n—2
(n—1) —(n—1)
o 5" - g ) = =1

Pak Greenovu funkC| operatoru L, s okr. podm. By, lze zapsat

G(x,y) =g (x)O(x —y)+ g, (x)Oy — x)

e priklady By,: Dirichletovy f|5; = 0, Neumannovy f’|5; = 0
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Distribuce v jedné dimenzi Konstrukce Greenovy funkce

Ditkaz vypoctem

W) _ g ()00 —y) + 8 ()0l )t

+g, (x)d(x—y) —g, (x)d(x—y)

@ cleny v prvnim fadku postupné vybuduji L, pro gyjE a0 je
omezi na pravou/levou &ast intervalu = nakonec daji 0

@ cleny v druhém Fadku a jim odpovidajici z vyssich derivaci
(tedy €leny obsahujici d-funkci nebo jeji derivace) lze upravit

pomoci f(x)d T f(0)6

[g)(v) — g (V]o(x—y)=0

toto bude fungovat do derivace stupné (n — 2) funkci g

@ popsané bude platit do derivace st. (n — 1) Greenovy funkce
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Distribuce v jedné dimenzi Konstrukce Greenovy funkce

@ v nejvyssi derivaci dostavame

dMG(x, (n) _(n
S0 _ g () 0(x ) + 8" () 6Ly )

+g " () —y) g "V (x) 6(x — y)

_(n—=2)

+g "0 (x—y)—g " () (x — )

cleny v prvnim radku znovu daji “Lxgyi ©" a tedy nulu
¢leny ve tretim a dalsich fadcich daji nulu ze spojitosti v x = y

@ druhy fadek vynasobeny koeficientem u nejvyssi derivace

_(n-1) 1

Lo ()| 0(x—y) = an(y) an(y)

an(x) |8 (x)—g

d(x—y)

Q.E.D.

9/ 14



Priklad na sestaveni Greenovy funkce
Priklad na sestaveni Greenovy funkce

Priklad:

Ly = —% + k%, k>0 je konstanta, na intervalu | = (0, d),

okrajové podminky By, jsou Dirichletovy
@ homogenni feseni Lyg =0
g=Ae 4 Be

)
g, (x) = AT(y) e + B¥(y) e ™

konstanty mohou obecné zaviset na bodé y délicim interval
@ okrajové podminky: g;f(d) =0a g, (0) =0 =

B (y)=-A(y), Bf(y)=-Af(y)e*
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Distribuce v jedné dimenzi Priklad na sestaveni Greenovy funkce

© podminky navazaniv x =y
g ()=¢g ) =

A (y) (eky _ efk(yf2d)> — A (y) <eky _ efky)

& WM-g W=55="1 =

KA™ (y) (eky + e—k<y—2d>) — kA~ (y) (eky + e_ky) =-1

J
At(y) = e kd gky _ g=hky _ _e‘kd sinh ky
Y 2k ekd _ gtkd 2k sinh kd
A(y) = 1 ekb=d) _e=kb=d) 1 sinhk(y — d)
Y 2k ekd _etkd 2k sinhkd
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Distribuce v jedné dimenzi Priklad na sestaveni Greenovy funkce

Q celkem tedy
1 sinh ky

+ _ _iSmhky . _
g, (x) =  Snhkd sinh k(x — d)
_ lsinhk(y —d) .
= AMAY D) Gnhk
& (x) k sinhkd o
O Greenova funkce
1sinhky .
G(x,y) = ~ZSnhkd sinh k(x — d) ©(x — y)
lsinhk(y —d) .
—;W sinh kx @(y — X)

s . k—0
@ Greenova funkce pro Ly, = —f—xzz (pouzitim sinh kx =~

y(X — d)@(X—y)—X(y - d)

GO(Xay) kTO G(va) d d

= - 1 yO(x —y) +xO(y — x)

d

O(y—x) =
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Distribuce v jedné dimenzi Zavérecné poznamky

Zavérecné poznamky

@ Rozvoj Greenovy funkce pomoci vlastnich funkci
Lytpn = App - ma I CR, Bsin =0

pro vhodné operatory (Hermitovské) je systém vlastnich funkci
aplny a ortogonalni

S unlo) o) = 8= X) o[ 60(0) 56) e = G
n=0 /
Necht G(X7Y) = 220:0 Cn(Y)¢n(X)

=3 ColMinl) = 8(x-) [0+ [ -

n=0

S Gl = Uy = Glxy) =3 L)

n=0 n=0 n
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Distribuce v jedné dimenzi Zavérecné poznamky

e Dalsim zpiisobem vypoctu Greenovych funkci je pouziti
Fourierovy ¢i Laplaceovy transformace — toto byste méli
podrobné probirat v pfednaskach z matematiky

o Jak resit priklady typu Ly = —% + % na intervalu / = (0, d)?

Greenovu funkci nalézt na intervalu /. = (¢, d) a nasledné
provést limitu ¢ — 0
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