Elektrostatika — pokrocilé metody

Multipdlovy rozvoj.
Monopdl. Dipdl, potencial, intenzita, ndbojova hustota, sila na dipdl ve vnéjSim poli.
Vzdalené pole nabojti, monopol, dipdl, kvadrupol. Nabojové momenty, tenzorové
multipoly, ptiklady. Rozvoj do Legendreovych polynomu a sférickych harmonik,
sférické multipoly. Axialné symetricka situace, rozvoj potencialu podle osy.

Rozklad do systému funkci.
Baze v prostoru funkci. Prostor feSeni Laplaceovy tlohy, vlastni funkce operatoru,
systémy vlastnich funkci, ortonormalita a Gplnost, komplexni funkce. Ptiklad v 1D -
Fourierova transformace na intervalu a redlné ose.

Metoda separace proménnych.
Separace proménnych, multiplikaticni separabilni ansatz, separa¢ni konstanty. Separace
v kartézskych souradnicich. Laplaceova tloha v kvadru, nenulovy potencidl na jedné
sténé, vyber funkei, koeficienty v rozvoji jako Fourierova transformace potencidlu na
okraji. Separace ve sférickych soufadnicich, separace radidlni a thlovych soufadnic,
radialni zavislost, separace uhlovych proménnych, zobecnéné Legendreova rovnice,
kulové funkce. Relace ortogonality a Gplnosti kulovych funkci.

Rozklad do vlastnich funkeci.

Baze vlastnich funkci, funkce operatoru, integralni jadro Laplaceova operatoru,
Greenovy funkce a J-funkce. Dirichletova Greenova funkce v uzemnéném kvadru.
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Legendreovy polynomy

Polynomy P, (¢) stupné [ € Ny definované na intervalu ¢ € (-1,1).
Explicitni vyjddieni:

(= (2l —n)! s
P(() — )t @=-m)t o
(o= 2n pl(l —n)!(l — 2n)! ¢
neNy
n<l
Rodriguesova formule:
. 1 d
p[(() 2[” {1<1 (<
Legendreova rovnice:
%P, dpP, _
(1= RO - 2O + 10+ VPO =0

Legendreovy polvnomy jako vlastni funkce operatoru:
d 9y d N
— -7 )—|P =]
cla-aglr@ =1+ 0P

Rekurentni vztah:

PUO) = 272 Py - 2 Pa(0) PoC) =1 Py(¢)=¢

Generujici funkee:

1 I
o g Pi(C)
Krajuf hodnoty:
P(£1) = (x1)
Relace ortogonality:

T

1
) i s 2 .
/P,(()P,r(g’)(i( =53 15”' / P, (cos 1Py (cos ) sindd) = 5[1_10”'

0

Relace viplnosti:

S 2 p()=ic-0) Y

=0 =0

21+

P,(cos )P, (cos ) = a0 =)

sin v
Separace tthlu:

R - dm -
/P,(E'Cl)P[(e-(f.g)(iQI 21_1Pl(el-el)

Legendreovy polynomy pro ! < 4:

Po(Q) =1
Pl(C)ZC
3 . 1
Po(Q) = 5 2—5
— 5 3
Ps(¢) = 5¢° - 5¢

Pfidruzené Legendreovy polynomy

Obecnd Legendreova rovnice pro piidruzené Legendreu\r’y funkce:

dPr m
(a-aE @)+ (wrn- 75 PO =0
Pfidm/,ene Legendroovy ‘polynomy” — celo¢iselné parametry [ = 0,1,..., m = —l.... [
_ (—l)m 5.m dl—hn 5 i

P*(¢) = 21—“(1 -()2 d(”m(c -1)

Vztah k Legandreovym polynomum:
m 2y 2 [l
PR =(-D"(1-¢)7% ICMP[(C) m =0 PO =Pi(O)

Vztah pro opaéné m:

L=m) _,.
1 +m)! b

Pr™(C) = (-1)™

Relace ortogonality:
1
[ererrow-

-1

2 (l+m) i i dg’ _ 1 ({l+m)
(1~ 6” /P )P “C m—my o

Kulové funkce (sférické harmoniky)
Parametrizace jednotkového vektoru € pomoci sférickyeh hlu:
= cosv €, + sinv (cus Ve + sin? F,/)
Integracni clement na jednotkové sféte:
dQ = dé = sinv didyg = d(do ¢ = cos?

2D 4-funkce na jednotkové sféte:

&) = —— 80 = )i - &) = 6(C - C)o(e — )

sin v
1@ = [0 1@ =[50 -5 - o) 107 'y

Kulové funkce — komplexni funkce na jednotkové stéfe (I = 0,1...., m=—l,...,10):

6@

')l— 1(l—m)
(I +m)!

V@) = Y, 0) = (-1)™ L P (cos o) explinne)

Komplexné sdruzené funkce:
YI(@) = (1) Y7™(@)

Kulové funkce jako vlastni funkce operatoru:

1 0 0 1 0
— = ) —— | |Y["(V,¢) =L+ 1)Y[" —i—Y" = m
[sinl) 81?[“” ()1)] sin2 v c‘ﬁg,clH L) = LY la¢YI Y
Relace ortogonality a tiplnosti:
o 1
/ Y@V (&) dQ = OprGommm SN vrEvrEy =a®ee)

1=0 m=—1

Rozklad Legandreova polynomu:

1
3 Y@ YRE) =2

m=—l
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