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Zapoctovy problém ¢. 2
NOFY126 — Klasicka elektrodynamika, LS 2022

termin odevzdani: 20. 5. 2022

Koaxialni vilnovod

Uvazujme velmi dlouhy (nekone¢ny) piimy koaxialni kabel orientovany podél osy z, jehoZ vnitini vodi¢
je tvofen vodivym valcem poloméru R_ a vnéjsi vodi¢ vodivou valcovou plochou vnitintho poloméru R, .
Vnitini i vnéjsi vodi¢ jsou idealnfho vodice. Prostor mezi vnitinim a vnéjsim vodic¢em tvofi pfimy vinovod
s prufezem danym mezikruzim o polomérech r_ < Ry.

V tomto vlnovodu chceme zkoumat tzv. transverzalni elektromagnetické (TEM) pole. To znamena, ze
elektrické pole E a magnetické pole B nemé podélnou slozku ve sméru z. V samotnych idealnich vodi¢ich
budou pole E a B nulova.

Pole budeme popisovat pomoci skalarniho potencialu ¢ a vektorového potencialu A. Vektorovy potencial
uvazujme ve tvaru A = Ae,, kde e, je jednotkovy vektor ve sméru vinovodu.
Pole ve vodicich

Potencialy v idealnich vodic¢ich uvazujme zavislé pouze na soufadnicich ¢ a z
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Vyjadrete elektrickou intenzitu E a magnetickou indukci B pomoci potenciali a uréete podminky pro
funkce ¢4 a AL zajistujici vymizeni E a B ve vodic¢ich.
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Potencialy ¢ a A musi mimo zdroje spliiovat homogenni vinové rovnice. Jelikoz smér e, vektorového
potencialu uvazujeme konstantni, vlnovou rovnici miZzeme napsat piimo pro skalar A:

Uo=0, OA=0.
Vlnovy operator [J se nam v cylindrickych soufadnicich {z, Rr, ¢} separuje do tvaru

O = ii2+i2+A A_ﬁ+i2_i2+li+ii2
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kde A je Laplacetiv operator v roviné z = konst..

Uvnitf vodi¢t se ndm tak vlnové rovnice omezi pouze na podminky ve smérech ¢, z
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Napiste FesSeni ve tvaru viny obecného profilu fi(z) $iFici se v kladném sméru osy z. Zde profilem minime
tvar viny v ¢ase t = 0, tj.

¢+(0,2) = fi(z) .
Napiste jak potencial ¢4 (¢, z), tak potencial A4 (¢, z). Integracni konstanty poloZte rovny nule.

Nalezené potencialy v idealnich vodi¢ich jsou samoziejmé kalibra¢né trividlni — vedou na nulova pole E
a B. Musi tak byt mozné je vygenerovat kalibra¢ni transformaci danou funkei v (t, 2),
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Druha rovnice plyne z obecného vztahu A=V a nasich predpokladi o sméru A a prostorové zavislosti .

Vyjadrete ¢ pomoci primitivni funkce Fly profilové funkce (tj. f1 = F1).



Pole ve vilnovodu

Prestoze jsou potenciadly ve vodic¢ich kalibra¢né trividlni, hraji dalezitou roli okrajovych podminek pro
tlohu uvnit¥ vinovodu. O potencidlech ¢ a A uvnitf vlnovodu (R— < R < Ry) budeme pFedpokladat, ze
spliwji transverzalni Lapalaceovu tlohu

ANp=0, ANA=0
s okrajovymi podminkami
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R=R+4
a to pro kazdé t a z.

Naleznéte potencidly ¢ a A ve vlnovodu v zavislosti na ¢+ a AL (ty jiz mame vyjad¥ené pomoci fi).
Vyuzijte vyjadieni A v cylindrickych soufadnicich vyse a fakt, Ze okrajové podminky nezaviseji na tthlové
soufadnici . Zkontrolujte, ze potencialy spliiuji i plnou homogenni vinovou rovnici.

Naleznéte odpovidajici pole E a B uvnitf vlnovodu.

Napéti a magneticky tok

Jelikoz skalarni potencial spliuje v transverzalnim sméru elektrostatickou rovnici a transverzalni slozky
elektrické intenzity E jsou dany pouze gradientem ¢, ma smysl zavést napéti mezi obéma vodici

V(t’ Z) = ¢+(t’z) - ¢7(t7 Z) .

Magnetické pole B by mélo vyjit v tangencidlnim sméru e,. MiZeme tak napocitat magneticky tok ¥
skrze smyc¢ku v roviné ¢ = konst. majici dvé strany délky ¢ ve sméru e,, jedna vedouci vnitfnim vodi¢em
a druha vnéjsim vodi¢em, a zbyvajici dvé strany ve sméru er. Magneticky tok lze prevést na cirkulaci
vektorového potencidlu podél smycky. Jelikoz vektorovy potencial A ma pouze slozku ve sméru osy z,
dostavame
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Zavedeme-li linearni hustotu magnetického toku ¥ = ¥ /¢, miZeme psat

U(t,2) = Ay (t,2) — A_(t,2) .

Naboj a kapacita
Podminky navazani elektrického pole na okraji vinovodu fikaji
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kde o4+ je plosna nébojova hustota na povrchu vodife a my norméla k povrchu vodice sméfujici do
vlnovodu, n4+ = Fep. Linearni hustota A+ naboje na vodici je pak dané integralem plosné hustoty o1 v
fezu vodice z = konst.,
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Dosazenim vySe nalezenych poli do podminky navazani naleznéte o1 a vyjadiete hustoty A4 a A_ pomoci
napéti V. Méli byste dostat, ze celkovy naboj v kazdém fezu koaxialniho vodice je nulovy, tj.

Ay +A-=0 neboli AL =+
Urcete linearni hustotu kapacity koaxialniho vodi¢e C' danou vztahem

A=CV.



(vii)

(viii)

Proud a indukénost
Podminky navazéni magnetického pole na okraji vlnovodu jsou
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kde ¢+ je plosna proudova hustota na povrchu vodice.

Dosazenim nalezeného pole B do podminky navazéni ukaZzte, Zze proudova hustota na povrchu vodic¢i
nem4 slozku ve sméru e,

Ly =l ey

Ukazte pak, ze celkové proudy vodiéi skrze fez z = konst. I_ a I
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jsou navzijem opacné

I_+1,=0 neboli I ==+I.

Vyjadrete proud I pomoci linedrni hustoty magnetického toku J. Uréete linearni hustotu indukénosti
koaxiélniho vodi¢e L danou vztahem

U=1"IL1.

Odpor obvodu

Vyjadrete napéti V(t,z) pomoci proudu I(¢,z) (vzpomeiite na vyjadFeni pomoci profilovych funkeci) a

naleznéte linearni hustotu efektivni resistance R obvodu
V=RI.

Zkuste rozmyslet, kam ‘odchézi’ energie efektivné ‘spotrebovévana’ Jouleovym teplem piislusicim od-
poru R, kdyZ obvod neobsahuje zadné ohmické vodice, kde by se mohla pretvaret na teplo.

| L 1
Kontrola: Veli¢iny {/ = a ——= by mély vyjit povédomae.
¢ VILIC

Tok energie vinovodem

Vyjadrete hustotu elektromagnetické energie u ve vlnovodu pomoci sou¢inu napéti a proudu V1.

Naleznéte Poyntingtiv vektor S uvniti vlnovodu opét pomoci souéinu V1.

Kontrola: Jaka vychézi ‘rychlost toku’ v elektromagnetické energie intuitivné dana vztahem S = u v?



