
Zápočtový problém č. 1
NOFY126 – Klasická elektrodynamika, LS 2023

vzorové řešeńı

Část 1

Mějme potenciál

φuvn = K
(
R
2

A2
+
z2

B2
+ γ
)
,

kde (R, ϕ, z) jsou cylindrické souřadnice a K, A, B, γ konstanty.

1) Nalezněte, jakým nábojový rozložeńım je tento potenciál vytvořen. Neboli, určete nábojovou
hustotu ρ.

Nejprve nalezneme vektor eletrické intenzity a z něj posléze spočteme divergenci, ekvivalentně př́ımo
zap̊usob́ıme Laplaceovým operátorem na potenciál.

V kartézských souřadnićıch

φuvn = K

(
x2

A2
+
y2

A2
+
z2

B2
+ γ

)
,

~Euvn = −2K
( x

A2
~ex +

y

A2
~ey +

z

B2
~ez

)
,

ρuvn = εo~∇ · ~Euvn = −2Kεo

(
2

A2
+

1

B2

)
= konst .

V cylindrických souřadnićıch

ρuvn = −εo4φuvn = −εo
R

[
∂

∂R

(
1

R

∂φuvn
∂R

)
+

∂

∂ϕ

(
1

R

∂φuvn
∂ϕ

)
+

∂

∂z

(
1

R

∂φuvn
∂z

)]
= −Kεo

R

[
4R

A2
+ 0 +

2R

B2

]
= −2Kεo

(
2

A2
+

1

B2

)
= konst .

Hustota náboje je tedy konstatńı, nezávislá na poloze.

2) Jaký tvar maj́ı ekvipotenciály tohoto pole?

φuvn = K
(
R
2

A2
+
z2

B2
+ γ
)

= konst ⇔ R
2

A2
+
z2

B2
= c2 = konst .

Ekvipotenciály jsou rotačńımi elipsoidy o poloosách Ac a Bc.

Část 2

Hledejme axiálně symetrické bezezdrojové pole φ a to metodou separaćı proměnných v oblých elipsoidálńıch
souřadnićıch (η, ψ, ϕ). Jelikož je pole bez zdroj̊u, splňuje

4φ = 0 .

Axiálńı symetrie znamená nezávislost na souřadnici ϕ. Uvažujte tedy pole ve tvaru

φ = R(η)P(ψ) .



3) Nalezněte separované rovnice pro R(η) a P(ψ). Separačńı konstantu nazvěte l(l + 1).

Oblé elipsoidálńı souřadnice jsou definovány

R = a ch η sinψ , z = a sh η cosψ ,

patričné Laméovy koeficienty jsou

hη = hψ = a

√
ch2 η − sin2 ψ , hϕ = a ch η sinϕ

Nyńı tedy dosad́ıme do Laplaceovy rovnice potenciál ve tvaru φ = R(η)P(ψ).

4φ =
1

hηhψhϕ

[
∂

∂η

(
hψhϕ
hη

∂R(η)

∂η

)
P(ψ) +R(η)

∂

∂ψ

(
hηhϕ
hψ

∂P(ψ)

∂ψ

)]
= 0 ,

hηhψ
φ
4φ =

1

R(η) ch η

∂

∂η

(
ch η

∂R(η)

∂η

)
︸ ︷︷ ︸

l(l+1)

+
1

P sinψ

∂

∂ψ

(
sinψ

∂P(ψ)

∂ψ

)
︸ ︷︷ ︸

−l(l+1)

= 0 .

Dostáváme máme dvě separované rovnice

1

ch η

∂

∂η

(
ch η

∂R(η)

∂η

)
− l(l + 1)R(η) = 0 ,

1

sinψ

∂

∂ψ

(
sinψ

∂P(ψ)

∂ψ

)
+ l(l + 1)P(ψ) = 0 .

4) Napište tyto rovnice v proměnných s = sh η a u = cosψ, tj., rovnice pro funkce R(s) a P (u),
kde R(η) = R(sh η) a P(ψ) = P (cosψ).

Rovnice pro P (u) by vám měla vyj́ıt Legendrova rovnice. Řešeńı by tak měla mı́t tvar Legendrových
polynom̊u diskutovaných na přednášce: P (u) = Pl(u) ≡ P0

l (u). Regularita na osách vyžaduje l ∈ N0.

Jednodimenzionálńı transformace souřadnic je relativně triviálńı

s = sh η
d

dη
=

ds

dη

d

ds
= ch η

d

ds
=⇒ d

ds
=

1

ch η

d

dη
,

u = cosψ
d

dψ
=

du

dψ

d

du
= − sin s

d

du
=⇒ d

du
= − 1

sinψ

d

dψ
.

Použit́ım v právě odvozených rovnićıch dostaneme

1

ch η

∂

∂η

(
ch2 η

1

ch η

∂R(η)

∂η

)
− l(l + 1)R(η) = 0

⇓
d

ds

[(
1 + s2

) dR(s)

ds

]
− l(l + 1)R(s) = 0

a

d

du

[(
1− u2

) dP
ds

]
− l(l + 1)P = 0 .

5) Ověřte, že funkce studovaná na přednášce v kontextu vodivého elipsoidu

q0(s) = arccot s

splňuje rovnici pro R(s) s hodnotou separačńı konstanty l = 0. Pro jaké l = lo splňuje tuto
rovnici funkce

qlo(s) =
1

2

(
1 + 3s2) arccot s− 3

2
s ?

Zde funkce arccot s nabývá hodnot z intervalu (0, π) a tedy arccot 0 = π
2 .



Dosad́ıme za R(s) = arccot s do separované rovnice

d

ds

[(
1 + s2

) d arccot s

ds

]
− l(l + 1) arccot s = 0

d

ds

[(
1 + s2

) 1

1 + s2

]
− l(l + 1) arccot s = 0

l(l + 1) = 0 .

Vid́ıme, že nezáporné řešeńı je vskutku l = 0

Pro funkci qlo(s) dostáváme

d

ds

[(
1 + s2

) dqlo(s)

ds

]
=

d

ds

[(
1 + s2

)(
3s arccot s− 1

2

1 + 3s2

1 + s2
− 3

2

)]
=

d

ds

[
3
(
1 + s2

)
s arccot s− 3s2 − 2

]
= 3(1 + 3s2) arccos s− 3s− 6s

= 6

[
1

2

(
1 + 3s2

)
arccot s− 3

2
s

]
= 6qlo(s)

Což splňuje rovnici pro separačńı konstantu l = lo = 2.

Uvažujme nyńı potenciál

φven = K0 q0(sh η)P0(cosψ) +Klo qlo(sh η)Plo(cosψ) ,

kde za lo užijeme právě určenou hodnotu. Postupem výše jsme ověřili, že φven splňuje Laplaceovu rovnici
všude mimo disk η = 0. Na disku nejsou totǐz elipsoidálńı souřadnice hladké. Souřadnice ψ nenavazuje
na sebe spojitě z obou stran disku – na horńı straně disku máme ψ ∈ (0, π2 ) a na dolńı straně ψ ∈ (π2 , π).
Na disku lze proto očekávat problematické chováńı pole.

6) Ověřte, že potenciál φven je na disku spojitý, ale normálová složka intenzity je nespojitá.
Určete plošnou nábojovou hustotu σ na disku.

Máme tedy potenciál

φven = K0 q0(sh η)P0(cosψ) +K2 q2(sh η)P2(cosψ) ,

a z definice Legendreových polynomů

P0(u) = 1 , P2 =
1

2

(
3u2 − 1

)
.

Na disku η = 0 můžeme psát

φven

∣∣∣
η=0

=
π

2

(
K0 +

1

4
K2

(
3 cos2 ψ − 1

))
.

Body na horńı části disku maj́ı ψ+ ∈
(
0, 12π

)
, úhlová souřadnice téhož bodu na disku z dolńı části je

ovšem ψ− = π − ψ+. Dı́ky cos2 ψ+ = cos2 ψ− dostáváme spojitost potenciálu

φven

∣∣∣ η=0
ψ=ψ+

= φven

∣∣∣ η=0
ψ=ψ−

.

Složka elektrické intenzity ve směru ~eη je dána

Eηven = ~Even · ~eη = − 1

hη

∂φven
∂η

=
1

a
√

ch2 η − sin2 ψ

[
K0

1

ch η
+K2

(
2 + 3 sh2 η

ch η
− 3 sh η ch η arccot sh η

)
1

2

(
3 cos2 ψ − 1

)]
=

1

a
√

1− sin2 ψ

[
K0 −K2 + 3K2 cos2 ψ

]
=

1

a

[
K0 −K2

| cosψ|
+ 3K2| cosψ|

]
.



Nyńı je třeba zvolit normálu ~n = ~ez:

nad diskem ~n = +~eη ⇒ ~n · ~Even = +Eηven

∣∣∣
η=0

pod diskem ~n = −~eη ⇒ ~n · ~Even = −Eηven
∣∣∣
η=0

Plošná hustota náboje je tedy, po započ́ıtáńı př́ıspěvku z obou stran

σ = εo~n ·∆ ~Even = 2
εo
a

[
K0 −K2

| cosψ|
+ 3K2| cosψ|

]
.

Zde paramterizujeme disk jen pomoćı ψ ∈ (0, π2 ).

7) Pro jaké K0 a Klo je tato hustota všude konečná (včetně okraje disku)? Vyjádřete tyto
konstanty pomoćı celkového náboje Q na disku.

Na kraj́ıch disku cosψ → 0 a tedy potřebujeme K2 = K0. Pak dostáváme

σ = 6K2
εo
a
| cosψ| ,

kde ψ ∈ (0, π/2).

Celkový náboj źıskáme integraćı přes celý disk

Q =

∫
σ dS .

V elipsoidálńıch souřadnićıch máme

dS = hηhϕ dψdϕ

= a2
√

ch2 η − sin2 ψ ch η sinψ dψdϕ

=
η=0

a2| cosψ| sinψ dψdϕ

a tedy

Q =
6εoK2

a

π
2∫

0

2π∫
0

| cosψ| a2 | cosψ| sinψ dψdϕ

= 12πεoaK2

π
2∫

0

cos2ψ sinψ dψ

= 12πεoaK2

1∫
0

u3 du

= 4πεoaK2 .

Celkový potenciál tedy lze zapsat

φven =
Q

4πεoa

[
arccot sh η +

1

2

(
1

2

(
1 + 3 sh2 η

)
arccot sh η − 3

2
sh η

)(
3 cos2 ψ − 1

)]
.



Komentář

Diskutovaná pole lze využ́ıt při studiu pole homogenně nabitého elipsoidu, jehož hranice je dána η = ηo.
To znamená oblého rotačńıho elipsoidu o hlavńı poloose a ch ηo a vedleǰśı poloose a sh ηo. Potenciál φven
odpov́ıdá poli vně elipsoidu, v oblasti η > ηo, a potenciál φuvn poli uvnitř, η < ηo. Konstanty K, A, B, γ
ve výrazu pro φuvn lze zvolit tak, aby na povrchu elipsoidu na sebe spojitě navazoval jak potenciál, tak
intenzita. Určeńı těchto konstant je př́ımočaré, ale výpočetně náročné. Pokud se pokuśıte si je dopoč́ıtat,
mělo by vám např. vyj́ıt

K =
Q

4πεoa
, γ =

3

2
arccot sh ηo .

Konstanty A−2 a B−2 nejsou o moc složitěǰśı než γ.

Chceme-li navázat φuvn a φven tak aby nejen celkový potenciál φ ale i elektricá intenzita ~E byla spojitá
muśıme volit

K =
Q

4πεoa
, γ =

3

2
arccot sh η0 ,

A−2 = a−2 3

4

[
sh η0
ch η0

− arccot sh η0

]
, B−2 = a−2 3

2

[
− 1

sh η0
+ arccot sh η0

]
.

Poznamenejme ještě, že povrch elipsoidu η = ηo neńı ekvipotenciálou zkoumaného pole.

Obrázek 1: Vlevo je znázorněn potenciál φven a jeho ekvipotenciály, uvažovaný v celém prostoru. Na disku
z = 0, R < a je patrná nespojitost derivace odpov́ıdaj́ıćı plošné hustotě náboje σ.
Napravo je znázorněńı napojeńı potenciálu φuvn uvnitř homogenně nabitého elipsoidu η < ηo a vněǰśıho
řešeńı φven. Jak potenciál, tak jeho derivace, jsou na napojeńı spojité.


