Zapoctovy problém ¢. 2
NOFY126 — Klasicka elektrodynamika, LS 2025

termin odevzdani: 21. 5. 2025

Uvod

Cilem této tlohy bude nalézt magnetické pole odpovidajici vhodné rozlozenému naboji umisténému na
rotujicim oblém elipsoidu.

Nebudeme a priori pfedpokladat konkrétni rozlozeni naboje. Pokusime se nalézt magnetické pole jedno-
duchého tvaru a nasledné dopocitat zdroje, které ho zptisobuji.

Vektorovy potencial

Budeme ptredpokladat, Ze tok néboje je lokalizovany pouze na oblém rotaénim elipsoidu n = 1, a jeho
smér je dan bazovym vektorem €, a méa rota¢ni symetrii vii¢i ota€eni kolem osy z. Z toho lze usoudit, Ze

zadné veli¢iny nebudou zaviset na soufadnici . Pro magnetické pole B lze o¢ekavat, Ze nebude mit zadnou
slozku ve sméru €, tj. bude mit smér lezici v rovinach napnutych na €y, €, (ekvivalentné, napnutych na

€y, €y ). Naoproti tomu vektorovy potencial A 1ze hledat ve tvaru

—

A= A%(n, ) e, .

Zde a nize pouzivame cylindrické soufadnice R, ¢, z, sférické soutadnice r, 1, ¢ a oblé elipsoidalni soutrad-
nice 1,1, ¢ (charakterizované konstantou ¢) tak, jak byly zavedeny na prednasce.

Rovnici pro jedinou slozku A¥ vektorového potencialu dostaneme vypoétem indukce Ba jejim dosazenim
do zdrojové magnetostatické rovnice:

Pro diskutovany vektorovy potencial spoctéte v oblych eliptickych soufadnicich magnetickou indukci B.
Ovéite v tvodu zminény piredpoklad o sméru B.

Vyjadiete v oblych eliptickych soufadnicich vakuovou rovnici VxB=0 platnou v8ude mimo samotny
elipsoid s proudem.

Separace proménnych

Vyslednou rovnici lze Fesit separaci proménnych pomoci ansatzu

A% (n,9) = aR(n) P(¥) ,

kde a bude normaliza¢ni konstanta.

Separujte proménné, zvolte separa¢ni konstantu a sestavte rovnice pro R(n) a P(1)).

v

Pro snadnéjsi identifikaci téchto rovnic bude vhodné zménit pouzivané elipsoidalni soutfadnice na
s=shn, c=cos .
Pfepiste separované rovnice v téchto proménnych, tj. napiste rovnice pro R(s) a P(c).
Jak zjistite, rovnice pro P(c) odpovida piimo rovnici pro asociované Legendreovy funkce
2
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kde K je konstanta ze separace a m vhodny numericky faktor. Jakid hodnota vam vysla pro faktor m?

Podobné jako v diskuzi separace proménnych ve sférickych soufadnicich, podminka regularity na ose si
vyzada, ze separacni konstatnta K musi mit tvar

K=Il+1), IleN.

Separa¢ni funkce P(c) je pak déna linearni kombinaci asociovanych Legendrovych funkei P7*(c).

Rovnice pro separac¢ni funkci R(s) je velmi podobna rovnici pro P(c).
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Ovéfte, ze se jedna opét o rovnici pro asociované Legendrovy funkce, pouze vy¢islednou na imaginarni ose.

Separa¢ni funkce R(s) by tak méla byt tvofena linedrni kombinaci funkei P}*(is). Avak rovnice pro
asociované Legendrovy funkce maji vedle feSeni P;* jesté dalsi nezavisla feSeni Q). PTi diskuzi thlové
zavislosti na ¢ = cos® se tyto feSeni neuvazuji pro nevhodné chovani na intervalu ¢ € (—1,1). P
vySetFovani zavislosti na proménné s se feSeni Q}"(is) ale mohou hodit a nabidnout vhodné asymptotické
chovani pro s — oco. Obecné feseni pro funkei R(s) je tak linearni kombinaci funkei P} (is) a QJ*(is).
Koeficienty v linearni kombinaci pFirozené zvolime tak, aby vysledek byl realny.

ReSeni | = 1
V dalsim ptipadé uvazujme jako jednoduchy piiklad pole odpovidajici volbé [ = 1.

Napiste explicitng vektorovy potencial Ay, dany funkcemi P(c) = P7(c) a R(s) = PP*(is) a vyjadrete
potencial v pivodnich oblych elipsoidalnich soufadnicich n a .
Vyjadiete v oblych elipsoidalnich soufadnicich i odpovidajici magnetickou indukci Biy.

Preved'te magnetickou indukci Bi, do cylindrickych soufadnic. O jaké magnetické pole se jedna?

Zde je vyhodné pouzit vztahy

z=/{shncosv R=/chnsiny ,

S S o o : l .

€, =cosaéy —sinaéy , €y, = cosae,+sinaey, smazﬁshnsm@[;,
. o . R o . 4

€r =sinaeé, +cosaéy , €y = —sina e, +cosaéy, cosa:Echncosw,

kde h je ddno Lamého koeficienty h,, a hy,

h = h, = hy = £y/ch®n — sin® ¢ = £/sh® 5 + cos2 ) .

Nalezenim Bi, jste odhalili, Zze ziskané pole neni vhodné pro interpretaci jako pole kolem rotujiciho
nabitého elipsoidu. Asymptoticky neodpovida ocekédvanému chovani. K nalezeni vhodné chovajiciho se
pole je potieba vyuZit pro separaéni funkci R(s) jinou kombinaci funkci PT*(is) a Q7" (is).

Ovérte, ze napf. funkce

1
R(s) = ——=(—s5+ (1 + s%) arccot s
(5) = g (s + (14 %) arccots)
splituje vySe ziskanou rovnici pro R.

m

Vyjadrete vektorovy potencidl Aoy dany touto funkef R(s) a funkei P(c¢) = P7(c) v pivodnich oblych
elipsoidalnich soufadnicich n a .
Naleznéte odpovidajici magnetickou indukci Bout v oblych elipsoidalnich soutadnicich.

Urcete asymptotické chovani slozek Bl . a Bg’ut pro velkou vzdalenost od pocatku, r > ¢. Mélo by vyjit

olekavané klesani pro pole ostrovniho systému proudii. Jaké to je?

Zde je dobré si uvédomit vztahy ke sférickym sourfadnicim

r = {ly/ch®n — cos2 ¢ = £y/sh®n +sin® ¢ | cot ¥ = thn cot .

Z nich plynou rozvoje pro velka r

1 2 1 2
shn:%<l—§sin2i9r—2+...), sinw:sinﬂ(1—§coszz9T—2+...>,
1 02 1 02
chn:%<l+5605219r—2+...), cosw:sinﬂ(l—|—§sin2ﬂ74—24—...)7
102 102
thy=1-3=+..., tanwftanﬂ(lfiﬁJr...).

Navic plati

1 14
arccotf:efge + ... pro e < 1.
€
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Zdroj pole

UvaZujme nyni kombinaci obou ziskanych poli: uvnit¥ elipsoidu (n < 7,) pouZijte pole éin a vneé elipsoidu
(n > 1) pole Boyg.

Lze splnit navazujici podminky pro normélové slozky pole? Jak musite zvolit normaliza¢ni konstanty u
obou feseni?

7 te¢nych slozek magnetické indukce spoctéte plosny proud na elipsoidu

— —

'=eoc” it X (Bout — Bin) -

Jak jsme jiz konstatovali, vysledny plosny proud by mél mit smér €,. Pro jaké rozloZeni naboje o na
elipsoidu n = 7, 1ze tento proud interpretovat jako konvekéni proud zpiisobeny rotaci o thlové rychlosti w?
Pfipomina vam tato hustota n&jakou na prednasce ¢i cviceni diskutovanou situaci? Interpretujte nalezeny
zdroj!

Pripomeiime, Ze orbitalni rychlost pii rotaci kolem osy z ve vzdalenosti r od osy je ¥ = wR €, a konvekéni
plosny proud je i'= o .

Zavérem

Vhodnou volbou separovaného reseni jste nalezli magnetické pole rozumné interpretovatelného rotujictho
objektu. Pro jind nabojova rozlozeni na rotujicim elipsoidu bychom museli pole hledat pomoci slozitéj-
ich linearnich kombinace pripustnych FeSeni pro separacni funkce R a P. VSechna tato feSeni by vSak
asymptoticky byla podobna, jak vyplyva z obecného multipélového chovani pole ve velkych vzdalenostech.

Poznamky

Predpokladejme, Ze zafixujeme magnetické pole v asymptotické oblasti. To odpovida fixni volbé norma-
liza¢ni konstanty ve vektorovém potencialu Eout. Pokud pro toto pole spocteme celkovy naboj @ na
zdrojovém elipsoidu, trochu piekvapivé nalezneme, Ze ) zavisi na velikosti elipsoidu. Piekvapivé proto,
ze magnetické pole vné elipsoidu na velikosti elipsoidu nezavisi.

Pro fixované elektrické pole v analogické situaci je celkovy néboj na elipsoidu nezavisly na velikosti
elipsoidu. Celkovy néboj lze totiz odecist z elektrického toku, ktery muzeme spocitat v asymptotické
oblasti, kde do vypoctu velikost elipsoidu nijak nevstoupi.

Podobny argument ale neplati pro magnetické pole. Zde bychom se mohli pokusit pouzit Ampériv zakon
déavajici do souvislosti cirkulaci B podél smyc¢ky a proud skrze smyc¢ku. Nabizi se smycka majici jednu ¢ast
na ose z, kterou uzavieme polokruhem velkého poloméru r. Proud prochéazejici touto smyckou je celkovy
proud I tekouci na povrchu elipsoidu. Ten je dan celkovym nébojem @ a periodou rotace T vztahem
I = Q/T. Pokud by tedy cirkulace magnetické indukce nezéavisela na velikosti elipsoidu, mé&li bychom
argument, Ze ani prod I, a nasledné ani naboj @), by nemél zaviset na velikosti elipsoidu. Cirkulace B ale
na velikosti elipsoidu zavisi. Cast smycky na ose z prochazi oblasti uvnitf zdrojového elipsoidu. Pfispévek

od vnitiniho pole bude rtzny od piispévku od vnéjsiho pole a rozdil bude zéaviset na velikosti elipsoidu.

Co zustavé invariantni, na zdrojovém elipsoidu nezavislé, je dipélovy moment systému. Pfirozené, tento
moment urcuje asymptotickou podobu pole.

Druha poznamka se tyka rovnice pro vektorovy potencial. Je snadné ovéfit, ze v ivodu zvoleny vekto-
rovy potencial spliuje Coulombovu kalibra¢ni podminku V - A = 0, coz zarucuje, Ze potencial spliuje
vektorovou Laplaceovu rovnici
. 1 -
—NA= j.

€02

To v8ak neznamené, %e Laplaceovu rovnici spliiuje i slozka A¥. A to ani s uvazenim skute¢nosti, Ze zdroj

i vektorovy potencidl maji pouze slozku ve sméru €,. Obecné —AA¥ # - 1(2 7¥. V naSem piipadé muzete
oC

dokazat

~0(A%8,) = (~047 + % 4%, .



