Definice a vlastnosti distribuci na R

Definice

Distribuce jsou linearni spojité funkcionaly na prostoru testovacich funkci. Prostor distribuci D’ je
tak dualem k prostoru testovacich funkci D.

T:D—R, goED—><T,g0>.

Intuitivné mé pusobeni distribuce T na testovaci funkci ¢ vyznam

<T, go> = /RT(x)go(x)dx )

Timto vztahem jsou definovany tzv. regularni distribuce odpovidajici lokalné integrovatelnym funk-
cim. Mame tedy £i. C D'

Prostor testovacich funkci D se muze volit podle potfeby a jeho volba vymezuje velikost prostoru
distribuci. Obvyklé volby jsou:

D’ — distribuce

D prostor hladkych funkei s kompaktnim nosi¢em
D’ prostor distribuci s neomezenym ristem

D={p:peC™ A suppy je kompaktni}

D w5 Ik
¢n = ¢ = JK kompaktni Vn suppy, CK VEk @7 =

S’ — temperované distribuce

S prostor rychle klesajicich hladkych funkci
S’ prostor distribuci s pomalym ristem, tzv. temperované distribuce

S={p:9€C® A Vm |z|"p(z) omezena}

R
on >0 = Vhm |2 ol (z) = 2| ()

&’ — distribuce s kompaktnim nosi¢em

& prostor hladkych funkci bez omezeni na rist
&' prostor distribuci s kompaktnim nosi¢em

E={p:peC™}
K
©n N ¢ = VK kompaktni Vk pr = gp[k’}

Poznamenejme, Zze prostor kvadraticky integrovatelnych
funkei £2 tvor{ Hilbertiv prostor a lze proto ztotoZnit se svym
vlastnim duélem, £? = £2.

Tyto prostory jsou v nasledujicim vztahu: N\ 9
pcsce, £cScr, )

husté husté

DcCcScL?’cScrp.

temperovanych distribuci S’ je dilezity v teorii Fourierovy
transformace.

Dale budeme hlavné uvazovat obecné distribuce z D’. Prostor -




Vlastnosti
Rovnost distribuci na oblasti €2

T, QTQ = VepeD suppp CQ= <T1,go> = <T2,<p> .
Nosic¢ distribuce T

suppT = R — U Q.

Q: 1720

Néasobeni distribuce 7" hladkou funkei f:

(fT0) = (T f¢) -
Konvergence distribuci:

T,2T = VeeD (Th,¢) = (Tp).
Derivace distribuct:

(T'¢) = <(T.¢) .
Plati

(M+5) =T+T;, (fT)=fT+[fT".

Derivace nehladké funkce
Funkci f hladkd mimo bod x = 0 lze vyjadfit jako kombinace dvou hladkych funkei f_ a f,
f(x) = f-(@)0(—x) + [ (2)0(z) .

Oznacéme [f] skok v 2 = 0 a f!! nedistribu¢ni derivaci funkce f:

[f]=F:0) = £(0),  f2) = fL () 0(~2) + fi(2) 0(z) .

Pak pro distribu¢ni derivace funkce f plati

="+,
1= f10 + [fMe,

f = il (500 4 [ 60D 4[]

Zde 6(z) a 6(x) jsou Heavisideova skokova funkce a Diracova d-funkce — viz priklady distribuci.

Substituce v distribuci
Méjme transformaci soufadnic danou hladkymi prostymi funkcemi g, resp. 2:
y=yz), ===z, kde funkce z a 2 jsou navzajem inverzni

Distribuce T o y ziskané substituci funkce ¢ do distribuce 7' je pak definovana

(Toy,p)=(T,|2| cpox>:<T,y£ox>

Posledni dva vyrazy jsou totozné, jak plyne z véty o derivaci inverzni funkce.



Fourierova transformace

Definice

Fourierova transformace na prostoru rychle klesajicich testovacich funkei S:
1
F :85=8, F o)k :—/e 1xk) p(x) dx
(F)b) = o= [ expliah) o(x)
x * 1
F . 8-S, F k::—/ex —ixk) p(x) dx
(F o) (k) 7 ), ep(iak) ela)

Fourierova transformace na prostoru temperovanych distribuci S’:
F . 8=8, <.7:T,g0> :<T,.7:g0>,
F:8=8, (FT,e)=(T,Fy).

Formélné tyto vztahy vedou na stejné vyrazy jako pro testovaci funkce.

Vlastnosti
F a F jsou inverzni:

FF=FF=id, Ff=Ff =(Ff)  kdef (z)=f(-2).
F transformuje na sebe nésledujici prostory:

F: 8-, F: L*— L%, F:8—S8,

F o LT— LP pro 1<q§2&%—|—é:1,

F:L = {p: el linltl o(x) =0} .

Te& <« (FT)(k) je celd analyticka funkce
3C,N.R Yk |(FT)(k)| <CQA+ k)Y exp(RImE)
pak (FT)(k)= <T, \/% exp(i k::v)> :
Chovéani F vidi derivaci:

FT'=—ikFT, (FT) =F(iaT).

Konvoluce

Operace konvoluce ‘x’ lze za jistych podminek definovat obecné pro dvé distribuce. Zde uvedeme
pouze definici ve specialnich pripadech:

fLgeS — fxgeS : (f*g)(zx /fx— dy—/f gz —y)dy ,
TeS, feS - Txf <T>|<fg0>—<Tf *gp> kde () = f(—x) .
Nésledujici vyrazy plati, pokud maji pro distribuce f, g, h smysl
(frxg)xh=Ffx(gxh), frxg=gx*f,
(fxg9) =fxg=Ffxg,
dxf=f, dxf=1Ff.
Konvoluce tzce souvisi s Fourierovou transformaci soucinu:

S FT )= (FT)(Ff), V2 F(fT)=(FT)=(Ff).



Priklady

Fo(r) = 7= F1=1v2rd(k)
Folx—y)= \/—27 exp(i yk) Fexp(—ixl) =2 5(k — 1)
Fé(@)=—-—=k Fa=—ivV2rd(k)

Foll(z) = A=(—ik)" Fa® = 2m (—i)" 6" (k)

1o\ 1 1 k2 122 1,
Foop(-gae’) = —= ew(-57) fexp(‘é;) = Va exp(~5 ak?)
Fexp(—alz]) = \/% % ]:a2 +$2 =Vor exp(—alk|)

a—1 a ka—l
.F(@(:v) (o) exp(—ax)) = \/% <a —12k> Fla+iz)™™ =2r0(k) o) exp(—ak)

1 1
Fe) = =17 Fe = iV 0(K)
fe(—x):—\/;_wk%o J—“xjw:—z'ﬁe(—k)

Feign(s) = iy 2P f@ai)_@ﬁ sign(h)
Flal =~y 2 R s )=-/3
FXaayla) = /2 S fsmf'” S
Flog || = \fn VaRC sk f(n%):_\/g(bgmuc)

kde C je Eulerova konstanta




Priklady distribuci
Heavisideova skokova funkce, charakteristicka funkce a Diracova J-funkce

Heavisideova skokova funkce 9(3)) a charakteristicka funkce X I(x)

0 proz € R~ 1 prox €[
9(.%') = 6= XR+ X[(Z') =
1 pro z € RT prox &1

0
(0,¢) = /R+ o(x) dx (X1, ) = Igo(x) dx

Diracova funkce (x) a jeji derivace 0 (n) (JJ)

o(x) = 6'(x)

(8,) = »(0)

(8™, ) = (=1)" !™(0)
plati:

f(x)o(x) = f(0)6(x)
f(@)d'(w) = f(0)d'(x) — f'(0) 6()
f(@)8"(x) = f(0) 8"(x) — 2f'(0) &'(x) + f(0) 6(x)

o-funkce slozena s hladkou funkei f déva:

S(f@) = D 1f (@)l bl — o)

o f(20)=0
o-funkce a jeji derivace jsou homogenni vuéi preskalovani argumentu:
Slax) =a ' o(x) dM(az)=a"1 6™ () a€R*
o-funkce je obecné feseni rovnice 2T = 0:
xT'=0 < T=cd, ceR

Distribuc¢ni logaritmus

log |£C| — logaritmus absolutni hodnoty

log|z| je lokalné integrovatelné funkce

(log al.i2) = [ log ] () dz
R

log(x 4 0) - logaritmus analyticky prodlouzeny na R~
log(z £10) = log |z| £ im 0(—x) integrovani nad/pod Fezem na R~

(log(z £ 10), ¢) = /Rlog |z p(z) do + m/ o(x) dx



Distribuéni %

Hlavni hodnota P%

731 — (log |m|)/ — im (—x —e)+0(zx —¢)
T e—0+ T

<73é,<,0> = lim @ dx

0 JR\(—ce) ¥

xiio — analytické prodlouzeni pod/nad poélem
1

= (log(z + iO))/ =P—Firo(z)
x

xj:zO

(2

R@ — regularizace na R*

> Fim p(0) + lim ¢lz) dx
0t JR\(—ee) 7

Re(j;”) = (0(£)log |z]) = 515&(@ + (loge) 5@))
<R9(ix) g0> + lim (/ioo @dx + (loge) go(()))
T e—0+ +e X

Rﬁ — regularizace prevracené absolutni hodnoty

R = (sign(z) log|a])’ = lim (HH“ —&) +0—¢)

|z] e 0+ |

<R%, o) = lim </R\< 90‘;) dz + 2(log ) 90(0))

Vztahy mezi riznymi distribu¢nimi tvary 1 / X jsou:

+ 2(loge) 5(95))

1 I
x—i—z’O_Pg_md(m) 5(3:—1—20 x—zO)
1 1 1
x — 10 :PEij(S(x) %(x + 10 x—zO)
0 1 1 1 1 0
o(x) =-(P-+R) pl o It )+R£)
x 2\ x || x x
0(—x) 1,1 1 I 9(—x) 0(x)
R =5(P, Rm) Ry = R TR

Distribuce 73l a ﬁ jsou homogenni vici preskalovani argumentu:

11 1 11
P—=-P

1
-, — = — — a€ R,
ar a =« ar£10 a x+£1i0
Distribuce Re ) a Rﬁ homogenni nejsou:
0(+ 1__60(+ 1 1 1.1 21
RIED) _LpblEe) [losas o g L _1pl  2losag .
ax a x a lax|  a |z a

Distribu¢ni zobecnéni 73% - ﬂo funkce 1 = spliwjf rovnici 2T = 1:

xT=1 < T:P——l—C(S, ¢ konstanta .
x



Distribuéni #

Regularizace R%

X

Ri _ —(771>/: lim (0(—x—5)+9(w—5) B 25(:6))

1 L () 2
<RE7 SO> - 81—1>Igl+ <A\<—E,E) .7/'2 dv - g SO(O>>

Ra(ix) — regularizace na R*
b(£) = —(R9<ix)>/ = lim bz —e) l(5(;15) + (1 —loge) 5'(3:))

R x? T - e—0+ T e
0(+ ) +oo 1 ,
(R ) (o [ 20 )+ g1 0
Rsig;(x)
sign(z) Ly (0= =) +b(x —e) ,
R 2 (Rm) = 51—1>%1+< p +2(1 —loge) & (a:))

<Rsign(x)7(p> = lim (/ <7s,ign(x) gox(f) dz + 2(loge — 1) go’(O))

2

Vztahy mezi riiznymi distribu¢nimi tvary 1/z? jsou:

O(x) 1 1 sign(x) 1 0(-x) 0(z)
R=3 —§<RE+R - ) R— = R~ +R—5
0(—x) 1 1 sign(x) sign(z) 0(—x) 0(z)
R x? _é(Rﬁ_R x? ) R x? =K x? +Rx2
Na rozdil od R, distribuce Re(jf) a RSig;(gC) nejsou homogenni:
O(tx) 1 _O0(£x) 1 sign(z) 1 _sign(z) 2
R (ax)2 = ?R 2 F Elogaél(az) R RW = ;R 2 — ? logad’(x) .

Obecné feseni rovnice 22T = 1 ma tvar

1
?T=1 & T:R—2+a5+b(5', a, b konstanty .
x

Distribuc¢ni limity

lim sin(a ) =md(x) lim Pcos(ax) =0
a—0 x a—0 x

. . x 1
My 0 e =7



