Distribuce na E?

Obecné definice

Pripomenme, Ze tfidimenzionélni euklidovsky prostor umoznuje definovat vzdalenosti a thly, ska-
larni nasobeni (metriku q,;,), pfipadné nasobeni vektorové (Levi-Civitiuv antisymetricky tensor €qp.).
S jejich pomoci lze k libovolné hladké ploe zavést jednotkovou normélu n a k hladké kiivce jednot-
kovy te¢ény vektor t. Dale mame definované méteni objemt, ploch a délek (tj., objemovy, plosny a
linearni integra¢ni element dV, dS a d¢ a jejich orientované verze dS =ndS a d€ = td/l). Jak je v
euklidovském prostoru obvyklé, budeme automaticky zvySovat a snizovat tenzorové indexy pomoci
metriky a nebudeme rozlisovat mezi vektory a s nimi asociovanymi 1-formami.

NiZe budeme studovat distribuce (zobecnéné funkce) pravé na euklidovském tiidimenzionalnim pro-
storu. Mnohé z uvedenych definic a vlastnosti plati i v obecném n-dimenzionélnim prostoru. Nékteré
vlastnosti — zejména ty vyuzivajici vektorové nasobeni — jsou v8ak specifické pro prostor dimenze tii.

Tenzorové distribuce

Tenzorové distribuce T typu (k,[) (tj. distribu¢ni tenzorové pole T} ") je linedrni spojity
funkcional na prostoru testovacich tenzorovych poli typu (I, k).

T:D, =R, peD—(T;p)=(T" @) €R.

Strednik v zapisu (T go) naznacuje zuzeni pres vSechny tenzorové indexy. Prostor distribuc-
nich tenzorovych poli D'¥ je tak dudlem k prostoru testovacich tenzori DY. Za testovaci pole
budeme brat hladka tenzorova pole s kompaktnim nosicem a konvergenm definovanou pres
konvergenci komponent.

Pusobeni (tenzorové) distribuce na testovaci funkci mé intuitivni vyznam integrace jejich
(zaZeného) soudinu pres cely prostor. Pro vétsi nazornost budeme vedle matematicky piesného
zapisu (T ; ) pouzivat i zapis pomoci formalniho integralu

(Tip) =(Ti ) = [ Tho(e) eri(z) AV

Integral ma svuj ptuvodni vyznam pro tzv. regularni distribuce odpovidajici lokdlné integro-
vatelnym tenzorovym polim.

Distribué¢ni tenzorova pole 1ze téz chapat jako tenzorova pole jejichZ soutradnice vici libovolné
hladké bazi jsou dany skalarnimi distribucemi.

Gradient tenzorového pole T
(VaT i) = —(Tn Ve ) / Vo Ty g dV = — / To Vg dV .
Tato obecna definice je inspirovana jeji platnosti pro regulédrni distribuce, kdy zapis pomoci

integralu neni pouze formalni. V dikazu je potfeba vyuzit Gaussovy véty a faktu, ze testovaci
pole ¢ ma kompaktni nosi¢ a vymizi na okraji vhodné zvolené oblasti.

Vektorové operatory

Gradient skalarni distribuce T

(VT ;) =—(T,V-p) /(VT) pdV=—[T(V

Divergence vektorové distribuce a
(V-a,¢)=—(a;Vyp) /(V a)p dV =— /a
Rotace vektorové distribuce a /

(Vxa;p)=(a;V xp) /(an pdV = (V x ) dV



Singularni zdroje

Charakteristicka funkce Xq

1 pro z € )
Xo(z) = XgpdV = [ @dV
0 pro x & ) Q

Distribuce lokalizované na plose X

Skalarni distribuce Oy

<(5g,gp>:/g0d5 /6gg0dV:/g0dS
) )

Vektorova distribuce Oy,

<52;cp>:/<p-d5 /5g-<pdV:/go~dS
) b

Ze vztahu plosnych elementi dS = ndS plyne

0y = ndy dy =n-0dy .

Z Gaussovy véty pro libovolnou oblast €2 s hranici 02 a vnéjsi normélou n plyne
0o0 = —VXq, oo = —n-VXgq .

Distribuce lokalizované na kfivce

Skalarni distribuce 57

(60) = [ ¢t Joeav= [
Y Y

Vektorova distribuce & 5

(8,10) = [ - at [o v [ at
vy v

Ze vztahu linearnich elementi d€ = t d¢ plyne

0, =t0,, o0y =t-9,.
Ze Stokesovy véty pro libovolnou plochu ¥ s hranici 0% orientovanou te¢nym vektorem t plyne
5@E:VX5E, 582:t-(v><(52).

Distribuce lokalizované v bodé x

Skalarni distribuce 0,
(2, 0) = (o) Jocoav =t

Z Newtonova vzorce pro integrovani podél kiivky v s krajnimi body 0y = {x,, zx} plyne
Opg — 0z = =V -0, .

Hranice hranice

Operatory —V, Vx a —V- odpovidaji na distribu¢ni trovni postupnému ‘vzeti hranice’ tii-
dimenzionalni oblasti, plochy a kiivky. Stejné jako pro operaci hranice 0 plati i pro uvedené
operatory pravidlo “hranice neméa hranici”, tj.

('309:@ —VXVXQIO, (‘382:@ —V~V><62:O.



Souradnicova reprezentace o-distribuci

Plogna o-funkce

Necht je oblast Q vymezena podminkou y(z) > 0, kde y(z) je funkce hladkd a s nenulovou
normélovou derivaci dy/dn na hranici 0. Pak aplikovanim operatoru ‘hranice’ dostaneme
reprezentaci distribuce dyq pomoci d-funkce §(y) v souradnici y:

Xo =0(y) , doa = —(Vy) d(y) , don = —(n-Vy) i(y) = —% 6(y) -

Rozklad objemového elementu dV = (9y/0n)~'dy dS ukazuje konzistenci této reprezentace

/(5aggodV:/ /(5(y)<,0dyd5:/ o dS .
o Jy o0

Linearni §-funkce

Necht je plocha ¥ vymezena jako ta ¢ast hranice 02; oblasti €, které lezi zaroven v oblasti
(25. Pak je hranice plochy ¥ dana prunikem hranic 02; a 0€)
Y =0N00, 0% =00, NIQ, .

Zde predpokladame, ze hranice 0€2; a 9y maji na 0% rizné normély, n; # n,. Distribu¢ni
vyjadreni uvedenych vztahti jsou

0y = Xaq, o0, ,
dox = V X (Xq, 8oq,) = 0o, X 8aq, = 01 X 03 dga,0s0,
(532 =t (1’11 X Il2> (5391 5392 .

Jsou-li oblasti €y a {2y vymezeny souradnicovymi funkcemi y; (z) a yo(z) zpisobem popsanym
v predchozim odstavci, dostavame vyjadreni dy, pomoci -funkei v souradnicich y; a ys:

Oy 0
Som = (V) ¥ (V) 8(y1) 0(yo) =1y x my 52 22 (1) (1)
8711 8n2
oy, 0
doz = t - (m1 X ny) a—zll 6_1?{; 0(y1) 6(y2) -
Rozklad elementu dV = (t - (n; xny) g% g—zz)_ldyl dy d¢ ukazuje konzistenci této reprezentace

/53280 dV:/ //5(91)5(92)90@161?/2 Cw:/ pdl.
0% Jyz Jyi o

Bodova d-funkce

Necht je kiivka v vymezena jako ta ¢ast hranice plochy ¥, ktera lezi zaroven v oblasti €2;. Necht
je dale 0% = 0€), N 0€23. Pak jsou koncové body kiivky v dény prinikem hranic oblasti €2

W/ZleaZ:leanﬂan, 87:{xz,xK}zaﬁlﬂaEzaﬁlﬂanﬁﬁﬁg.

Zde predpoklddame, ze kiivka v neni tecna k hranici 92, tj. t - n; # 0, a Zze zaddné z normal
ni, ny, a n3 nejsou korelované. Distribu¢né dostavame

57 - Xﬂl 682 )
Oue — 0zy = =V - (X, 8ox) = a0, + 0os =0+t Gaq, doy
Oae — 02y = =V - (Xa, 8a0, X 8a0,) = 0aq, - (Gag, X 8aq,) =01 - (Ny X 03) da0, daq, doq,

Ouye + 0z, = 1 - (N2 X M3)| Js0, doq, dos -



Jsou-li jednotlivé oblasti € vymezeny soufadnicovymi funkcemi yi(z) zptisobem popsanym
vyse, dostavame vyjadieni 6, pomoci d-funkei v souradnicich yq, y2 a ys:

Oy1 Oy Oy
8y — Oy = 11 - L 22 2 s 1) 8(ys) 8(ys)
z « = 1 (ny X ng) Oy Ony Ons (y1) 0(y2) 6(y3)
Oy Oys O
Gy O = [ (g )| | 508 5 2 6(51) 002) 0(3s)

ng '(112><113) Oy Oyz2 Oys -

1
o1 Dre G dy, dys dys ukazuje konzistenci této repre-

Rozklad elementu dV =

zentace

/ (6uy + 60) 0 AV = / / 5(n) 8(y2) 8(ys) ¢ dyr dysdys = o(2s) + planc) -

Vlastnosti d-distribuci

Integralni reprezentace

Plosné a linearni J-distribuce lze “poskladat” z bodovych §-funkei

522/ 9, dS, (52:/ 0, dS
zE z

b ey
57:/ S, di, 572/ 5, de .
zey zey

Povsimnéme si, Ze se zde jedna o integraci pies “lokalizaci” d-funkce (integrace pies para-
metr z), ne o forméalni integraci testovaci funkce (integrace pres argument z).

Derivace funkce nehladké na plose ¥

Rozdé&lme prostor E? na dvé ¢asti Q_ a Q, se spolecnou hranici ¥ orientovanou z _ do Q.

E3:Q+UQ_UZ, Q+ﬂQ_:®, 2289_:—89+7 n:n_:—n+.
Funkce f(x), respektive vektorové pole F(x), hladké vSude mimo 3 lze zapsat
f=Xof-+ X F=X_F_+X,F.,

kde X4 = Xq, a funkce f_(z) a fi(x) jsou hladké na okoli 2_, respektive Q. Oznaéme
[f] = (f+ — f-)|x skok funkce f na plose ¥. Obdobné zavedeme F_, F, a [F]. Pak

Vf=X_Vf +X;Vfi+[f] s,
V-F=X_V-F_+X,V-F; +[F] 5,
VxF=X_VxF_+X;,VxF,+9dyx[F].



Greenova funkce Laplaceova operatoru

Laplaceova rovnice v E"

v2¢ = 52
Resent ¢(z) = G(z|z) této rovnice se nazyva Greenova funkce operatoru V2. Plati
1
¢(37):§7" pro n=1,
1 1
qb(x):%ln; pro n=2,
11
¢($)=—E; pro n =3,
() . ! > 2
x)=— :
(n—2)S, rm—2 pro-m

Zde 1 je vzdalenost bodiit x a z a S,, = 27™/2/T'(n/2) je plocha n-dimenzionalni sféry. P¥ipo-
menme, Ze pro k € N plati I'(k) = (K —1)! a F(k; + %> _ ﬁégfl);'




Aplikace v elektrostatice a magnetostatice

NizZe projdeme néktera specialni feSeni zakladnich rovnic elektrostatiky a magnetostatiky

1 .
V%z—g—p, VPA = —poj .

Bodovy néboj

Objemové hustota bodového naboje g v bodé z je

pmon = q 62 .

Skalarn{ potencial je dan Greenovou funkei Laplaceova operatoru nasobenou faktorem —e;'q
q 1

¢mon == 4 - .
TE T

Linearni naboj
Objemovéa hustota naboje rozlozeného podél kiivky ~ s linedrni hustotou A je
,OlD — )\57 .

V piipadé homogenniho rozloZeni nédboje (A = konstanta) podél nekoneéné piimky je skalarni
potencial ddn dvoudimenziondlni Greenovou funkei nasobenou faktorem —e; A

¢1D = Ire,

kde p je vzdalenost od primky.

Inp,

Linearni proud
Objemova hustota proudu velikosti I tekouctho podél krivky v je
jon=16,.
V ptipadé homogenniho proudu podél nekone¢éné primky je vektorovy potencidl dan dvoudi-
menzionélni Greenovou funkei nasobenou faktorem —p,/t

ol
A= a (lnp) t,
2T

kde p je vzdalenost od primky.




Elektricky dipol
Objemova hustota elektrického dipolu p v bodé z je

Paip = —P - vaz .

Skalarni potencial dipolu je tak dan ptisobenim operace 5 'p - V na Greenovu funkci
1 p-r

Da = de, 13

Elektricky dipél p lze realizovat jako systém dvou nekonecné velkych naboji ¢ a —g umisténych
nekonecné blizko s relativni polohou d tak, Zze p = ¢d = konstanta. Pro objemovou nabojovou
hustotu dostavame pu;, = limg00(q 0. 4p/2qg — ¢ 0-—p/2g)- Aplikaci na testovaci funkei ¢ nalezneme

[ pawsp AV =1limg o0 (¢ (2 + P/2q) — (2 —P/2q)) =P - Ve(z) = [(—p- V) ¢ dV.

Dipolovy tetizek
Dipolovy tetizek nazveme systém eletrickych dipoli dp rozlozenych podél kiivky v vedouci z
bodu z, do xk. Dipoly maji velikost g d¢ a jsou orientované podél kiivky, dp = q d€. Plati

,Ofetizek:_/ V5de:—qV/ 5zd£:_qv'67:q5x;<_q5$z‘
zEey

zEy
Zde jsme uzili integrélni reprezentaci funkce 8, a Newtoniv vzorec. Dipolovy fetizek je tak
ekvivalentni dvéma nabojim ¢ a —g umisténym na koncich fetizku.

Magneticky dipol
Objemové hustota toku pro magneticky dip6l m v bodé z je
Ja, = —m x Vo, .
Vektorovy potencial dipélu je tak dan ptisobenim operace p, m x V na Greenovu funkei
Mo mXT
WA 3

Magneticky dipol m Ize realizovat jako proudovou smycku 0% obepinajici plosku ¥ nekonecné malé

velikosti S' s normalou n, ve které tece nekonecny proud I tak, ze m = I S n = konstanta. Pro ob-
jemovou nébojovou hustotu dostavame j,,, = lim; o0 I dgx = lim; o I V x dx. Pro malou smycku
miizeme pouzit piiblizeni 0y ~ Snd, a dostaneme j,,, = lim; ;o ISV x (nd,) = —m x V0.

Dipolova vrstva

Dipolova vrstva nazyvame systém magnetickych dip6li dm rozloZenych na plose . Dipoly
maji velikost 1 dS a jsou orientované kolmo na plochu, dm = I dS. Plati

jvrstva:/ V(Sszm:[vx 5zdS:IVX62:I(582
z€EX

zZ€X
Zde jsme uzili integralni reprezentaci funkce 8y a Stokesovu vétu. Dipodlova vrstva je tak
ekvivalentni proudové smyéce vedouci po hranici 0%, ve které tece proud I.



Plosné rozlozeni nédboje a hrani¢ni podminky

Méjme prostor rozdéleny plochou X na oblasti {2 a €2, , s normélou n k plose ¥ orientovanou
z (2_ do €2,. Objemova hustota naboje rozlozeného podél ¥ s plosnou hustotou o je

pop = 0 0y .
Eletricka intenzita E naboje rozlozeného podél plochy 3 bude nespojita na X
E:X_E_+X+E+ = VE:X_VE_+X+VE++6E[E],

1 1 1
V-E=—(pw+pn) = —pp=XV-E +X;V-E, — o = [E] - 05,
VXE=0 = X_VXE_+X,VXxE, =0, nx[E|=0.

Zde E4 jsou hladka vektorova pole na okoli oblasti 0y, [E] = (E; —E_)|g je skok E na
¥, a X3 = Xq, jsou charakteristické funkce oblasti {2,. Na plose ¥ tak dostavame hrani¢ni
podminky

[E]~n:§00, B xn=0.

Plosny proud a hrani¢ni podminky

Mé&jme prostor opét rozdéleny plochou Y. Objemova hustota proudu rozlozeného na ¥ s plos-
nou hustotou ¢ te¢nou k ¥ je

Jop = 0% .

Odpovidajici magnetickd indukce B bude nespojita na ¥

B=X_B_+X,By = VB =X_VB_ + X, VB, + dy [B],

V-B=0 = X-V-B_+X,V-B, =0, [B]-dx =0,
VX B=ttoin +iw) =  Hodw =X-VXB_+X:VxBi, oy = 8 x B

Zde By jsou hladka vektorova pole na okoli oblasti Qy, [B] = (By — B_)|x je skok B na X,
a X1 = Xq,. Na plose ¥ tak dostavame hrani¢ni podminky

B]-n=0, nx [B]=p.t.



