Zapoctové ulohy z NTMFO057
pro rok 2024/2025

Jednotlivé tulohy feste samostatné, pricemz u uloh 1, 2 a 4 si vyberte jednu z nékolika
podiloh. Ovsem chce-li si nékdo zkusit vyfesit vice podiloh, tak samoziejmé muize.

Pozndmka k jednotkam: V tlohéch z kvantové mechaniky pouzivam tzv. atomové jednotky,
kde pokladame i = 1 a m. = 1, takze vSechny hmotnosti jsou méreny relativné vuéi hmot-
nosti elektronu. Jednotkou délky je pak Bohrtiv polomér ay = 0,529177 x 107!° m, jednotkou
energie je 1 hartree, ktery je roven dvojnasobku vazbové energie elektronu v zédkladnim stavu
atomu vodiku, tedy priblizné 27,211 eV a jednotkou ¢asu 79 = 2.418884 x 107'7s ~ 1/40fs.
Vsechny rovnice a numerické hodnoty parametru v téchto tlohach jsou vyjadieny v atomovych
jednotkach a pro jednoduchost je explicitné neuvadim.

Uloha 1: vlastni energie pomoci WKB aproximace

(resend nelinedrni rovnice, Rombergova integrace, Gaussova kvadratura)

V kvantové mechanice se ukazuje, ze v ramci WKB aproximace se daji vazané stavy nalézt
pomoci podminky

fp(x)da::2/\/2m(E—V(a:))dx:27r(n~l—%), n=0,1,2,... (1)

kde E je celkova energie stavu, V(z) je potencidlni energie a m je hmotnost systému. Body
a xo (tzv. body obratu) jsou body, v nichz nabyvé integrand nulové hodnoty, tj. jde o kofeny
rovnice

E—-V(z)=0. (2)

Pro uréité potencidly (harmonicky oscildtor, Morsetuv potenciél) je mozné body obratu uréit
analyticky. Téz integral

I(E) = / V2m(E = V(2)) da (3)

lze obcas urcit analyticky, ovSsem obecné je nutné pouzit numerické metody.

Jednotlivé podprogramy miZete otestovat na harmonickém oscilatoru, V(x) = mw?/2, pro
ktery lze vse vyjadrit analyticky a kvantovaci podminka (1) plati presné. Déle je vyuzijte k
feSeni problému s Morseovym potencidlem

V(x) _ ‘/0(6—2@(1’—310) o 2e—o¢(z—a}g))7 (4)

ktery se pouziva pro priblizny popis vibra¢niho pohybu jader v dvouatomovych molekulach. I
pro tento potencial 1ze body obratu vyjadrit analyticky
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Pokud chcete uvazovat obecnéjsi potencial, musite napsat podprogram fesici (2) numericky.



1. Napiste podprogram, ktery spocitd integral (3) pomoci N-bodového lichobéznikového
pravidla Iy. Pouzijte jej k uréeni zavislosti chyby |Iy — I.| na N pro N =2,4,8,...,1024
a zobrazte zavislost v log/log skale pro parametry Vp = 1, zp = 0, « = 1 am = 1.
Jako presnou hodnotu (pro tucely tohoto grafu) vezméte I, = I1924. Porovnejte tuto
zévislost s odhadem N ~2 z Eulerovy-Maclaurinovy formule. Pro¢ je zdvislost jind? Najdéte
zkusmo spravny odhad chyby N~ a pokuste se zpresnit vysledky pomoci Richardsonovy
extrapolace

7 _ 2%Ln — Iy
2N T T oa_71
Jaky je tad chyby a nového vysledku? Pokuste se zobecnit metodu Rombergovy integrace
na tento piipad. Najdéte co nejpresnéji hodnotu I(E = —0.5) a z integralu pro E blizko
nuly urcete, kolik vazanych stavi kvantovaci podminka (1) predpovida pro Morseuv po-
tencial s parametry Vo =1, g = 0 a a = 1, pokud bude hmotnost m = 1, 10, 100.

2. Napiste podprogram, ktery spocita integral (3) pomoci Gaussovy-Cebysevovy kvadratury.
Nejdiive si uvédomte, ze integrand se v krajnich bodech z, xs chova (az na nasobek
konstantou) jako \/r — 1z a y/ry —x a ma tedy v téchto bodech singularni derivaci.

Singularni chovani se napravi vynasobenim vyrazem \/ (x — x1) (29 — x). Proved'te linedrn{
trasformaci x — y, kterd prevede integrand na interval (—1, 1) a vypoctéte integral pomoci
Gaussovy-Cebysevovy kvadratury, tj.
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kde f(y) = f(z()y/[x(y) — 21][x2 — 2(y)], vahy jsou w; = 7/N a uzly

Najdéte co nejptesnéji hodnotu I(E = —0.5) pro Morseuv potenciél s parametry Vg = 1,
x9g = 0aa =1ahmotnost m = 1. Integralu pro F blizko nuly urcete pro stejné parametry

potencialu, kolik vdzanych stavu kvantovaci podminka (1) predpovidd, pokud je hmotnost
m = 1,10, 100.

3. Napiste program, ktery nalezne energie vSech vazanych stavii Morseova potencialu s pa-
rametry Vo =1, xg = 0 a @ = 1 pro zadanou hmotnost m. K tomu vyuzijte podprogram
z podiikolu 1. nebo 2. a hledejte numericky energii vazanych stavu FE, jako feSeni kvan-

tovaci podminky (1) pron =0,1,..., Npae, Kde npe, odhadnéte z vypoctu integralu pro
E = —¢, kde € je vhodné malé kladné cislo. Nalezené vysledky porovnejte s presnymi
hodnotami

E, — 1”+%2 0<n<vam— .
= TR Sn<Vim-—g.

S jakou presnosti dokazete tyto energie zreprodukovat?



Uloha 2: vlastni vdzané stavy radialniho problému

(numerické reseni ODR, problém vlastnich ¢isel, interpolace)

V kvantové mechanice lze urceni vlastnich stavu castice v centralnim poli zredukovat na
feSeni radialni Schrodingerovy rovnice

(_1d?+(l+1)l

2m dr? 2mir?

s v<r>) B = BO(), $(0) =0, b(r—o00) =0,  (5)

kde m je hmotnost ¢éstice, [ moment hybnosti a V() potencidlni energie. Okrajové podminky
z&visi na stavech, které néas zajimaji a pro vdzané stavy musi radidlni vinové funkce v (r)
splinovat ¢(0) =0 a ¢ (r — oo0) = 0.

Pro nékolik potencidlu V (r) lze tuto dlohu tesit analyticky. Pro tcely testovani vasich pro-
gramu naleznéte vazané stavy pro potencial

V(r) = —Voe /" (6)

a moment hybnosti [ = 0, kdy jsou vézané stavy s energii E = —x?/2m dény podminkou

Joar(2a1/2mVy) = 0,

kde J,(z) je Besselova funkce, viz napt. R. G. Newton: Scattering Theory of Waves and Par-
ticles, Dover 2002, kap. 14.3, str. 420. Konkrétné pro parametry Vy = 3, a = 1 a hmotnost
m = 1 byste méli dostat jediny vazany stav s energii £/ = —0.4114524802244.

Poté teste tutéz tilohu pro Morseuv potencial

V(I) _ Vb(e—Qa(r—ro) . QG—a(T—ro)) (7)

s parametry Vi = 0.75102, o = 1.15350 a ry = 2.01943, ktery v dobrém pfibliZzeni popisuje
potencidlni energii pro vibra¢ni pohyb molekuly dusiku N, v zdkladnim elektronickém stavu.
Urcete kolik vazanych vibra¢nich stavu mé tato molekula, je-li nerotujici (I = 0) a je-li jeji
redukovand hmotnost m = 12766.36. Jak se tento pocet stavu zmeéni, pokud bude rotovat s
momentem hybnosti [ = 107

1. Napiste program, ktery bude fesit vySe uvedeny problém pomoci tzv. metody stielby.
Pokud bychom znali energii F, tak lze najit vinovou funkci ¢(r) prevedenim okrajové

tlohy (5) na pocétecéni tlohu

dy(r)

dr = 7(r) .
dfig*r) - <(lj21)l+2mV(r)—2mE> () 9)
v0) = 0 -
o — e (11)

kde konstanta ¢ muze byt v principu libovolnd, protoze jde pouze o zménu normalizace,
ovéem Vv praxi je tfeba volit rozumnou hodnotu, zvlast pro vyssi I, kdy zaéiname hluboko
v klasicky zakazané oblasti a vinova funkce muze z poc¢atku velmi rychle rust.



Protoze vsak energii E' dopredu nezname, je nutné ji hledat podle asymptotického chovéni
vlnové funkce v klasicky zakazané oblasti pro velka r. Pokud zvolend energie pfesné
neodpovida vazanému stavu, diive ¢i pozdéji prevladne exponencialné rostouci ¢ast reseni
a vlnova funkce zac¢ne rychle rust, nebo klesat v zavislosti na znaménku feseni. Pokud
budeme energii zvysovat tak, ze projdeme nékterym s vazanych stavi, piibude do feseni
dalsi nulovy bod a feSeni pro velkd r zméni znaménko. To lze pravé vyuzit k tomu,
abychom itera¢né nasli s rozumnou presnosti energie vazanych stavu.

Jako numerickou metodu k integraci pocatecni tlohy (8) pouzijte Rungeovu-Kuttovu
metodu 2. nebo 4. fadu a ovéite nejprve napi. na harmonickém oscilatoru, ze se chyba
feSeni chova dle predpokladu, abyste si ovérili, ze jste metodu naprogramovali spravneé.

. Napiste program, ktery bude fesit problém (5) prevedenim na problém vlastnich ¢isel a
vektoru redlné symetrické matice tak, ze druhou derivaci aproximujete pomoci koneéné

diference )
d*P(r)  $rivn) = 20(r) + (i)
dr? h?
na rovnomérném gridu s krokem h, tedy r; = ro+1h, 1 =0,1,...,n, ptficemz body r¢ a r,

mus{ byt zvoleny tak, aby vlnova funkce v nich byla bud nulové, nebo velmi mald, takze
ji lze aproximovat nulou. Polozenim 1 (ry) = 0 a ¢(r,) = 0 pak dostanete tridiagondlni
symetrickou matici, jejiz vlastni ¢isla a vektory muzete nalézt pomoci Jacobiho metody.

Na testovacim potencidlu (6), nebo harmonickém potencidlu studujte presnost metody
v zavislosti na kroku h a volbé ry a r,. Pak metodu aplikujte na tlohu s Morseovym
potencidlem (7).

. Napiste podprogram (funkci), ktery bude interpolovat (napt. po ¢astech linedrné, nebo
prirozenymi kubickymi splajny) potencidl V(r) zadany v libovolnych bodech 0 < r; <

. < rp. Na Morseové potencialu (7) ovéite chovani maximélni chyby interpolace v
zavislosti na zvoleném kroku h rovnomérného gridu. Tuto funkci pouzijte jako vstup
do programu z podulohy 1. nebo 2. a studujte vliv nepfesnosti interpolace na presnost
ziskanych vlastnich stavu.



Uloha 3: klasickd dynamika hmotnych bodu
(numerické reseni ODR)

Uvazujme pohyb castice v poli centralni sily. Diky zachovavajicimu se momentu hybnosti
1ze jeji pohyb popsat v roviné napi. pomoci Hamiltonovych rovnic

OH .  OH . OH . OH

.x:_ia - a =739 = 53
b ox Py oy Opz 4 Opy

kde Hamiltonian je

1
H(x,y,pz,py) = §(pi +p)) + V(z,y)

a pro Kepleruv problém je potencial

1
V(L?J) = _\/m‘

Napiste program, ktery bude tento problém fesit Rungeovou-Kuttovou metodou 2. a 4.
radu. Ovérte spravnost programu tim, ze a) zkontrolujete splnéni zakonu zachovéni (energie,
tj. hodnoty hamiltonidnu a momentu hybnosti L = zp, — yp,), b) zkontrolujete, ze se ¢éstice
vrati do stejného bodu po jedné periodé, a to s presnosti danou fadem prislusné metody.
Problém muzete testovat naptiklad pro pocateéni podminky

1+ €
lL':(l—G),y:O,px:O,py: 1_67

pro néz dostaneme eliptickou drahu s hlavni poloosou a = 1, periodou T = 27, energii £ = —1/2
a L = v/1—¢€2, kde numerickou excentricitu ¢ = v/a? —b?/a (b je vedlejsi poloosa) volte
0<e<1.

(Pro zvidavé): Zobecnéte tuto tlohu na problém pohybu 2 (pfipadné vice) téles v roviné
(pfipadné muzete i v prostoru). Konkrétné zkuste studovat pohyb Zemé a Mésice okolo Slunce.




Uloha 4: casovy vyvoj jednorozmérného vilnového baliku

(Tesent soustavy linedrnich rovnic, rychld Fourierova transformace)

Casovy vyvoj jednorozmérné vinové funkce ¢ (x,t) lze v kvantové mechanice popsat opako-
vanym pusobenim evolu¢niho operatoru

V(o t+ At) = e (1), P, 0) = (), (12)
kde Hamiltonidn pro ¢éstici s hmotnosti x v potencidlu V' (z) mé tvar

H L& V 13

= o T (z). (13)

Protoze vycisleni exponencidly operatoru nemusi byt jednoduché, pouzivaji se ruzné aproxi-
mace, z nichz dvé jsou uvedeny v podilohach.

V nékolika piipadech (volnd ¢éstice, harmonicky oscilator, vlastni stav systému) lze casovy
vyvoj spocitat analyticky. Programy pro ¢asovy vyvoj tak muzete otestovat napf. pusobenim
na urity vlastni stav v, (z) systému s energii F,, kdy casovy vyvoj je ddn pouze trividlnim
nasobenim fazového faktoru

() = ey (),

kde predpokladdme, ze se v case t = 0 systém nachézi ve vlastnim stavu ¢, (z), piipadné na
pohybu volného normalizovaného Gaussovského vlnového baliku

Y(x,t=0)= (27r02)_1/46—(96—960)2/402+ipo(I—xo) (14)

o stfedni poloze xg, se stfedni hodnotou hybnosti py a Sifce og, jehoz presny casovy vyvoj je
dan vztahy

P(x,t) = (27@(t)Q)—1/46—(z—X(t))2/42(t)2+i¢(w,t) 7 (15)
kde )
t pot
() U+4M20_27 () $0+H7
a
2 2
pgt  tlx — X(t) 1
oz, t) =polr — X))+ =— + —=- + Arg ,
21 BuoX(t)? [+ it/ (202)

kde Arg(z) je funkce vracejici fazi komplexni proménné z.

1. Napiste program, ktery bude fesit ¢asovy vyvoj (12) pomoci Crankovy-Nicolsonové me-
tody, kdy evoluéni operator aproximujeme Padého aproximantem [1/1]

¢ T 1+iHAL2

Vinové funkce a Hamiltonian ptitom vyjadiete na rovnomérném gridu x; = xo + ih pro
t = 0,...,n, pficemz zy, h a n musi byt vhodné zvoleny pro danou ilohu tak, aby po
celou dobu casového vyvoje bylo mozné predpokladat, ze 1(zy) = ¥(x,) = 0. Druhou
derivaci aproximujte pomoci kone¢né diference

() Plig) = 20(@) +(wia)
dz?2  ~ h2 ’




¢imz se z operdtoru 1+47HAt/2 stanou tridiagindlni matice s potencidlem V' (z) pfi¢tenym
na hlavni diagonale. Reseni jednoho ¢asového kroku pak probiha ve dvou krocich, nejprve
nasobime tridiagonalni matici odpovidajici pusobeni

z(x) = (1 —iHAt/2)Y(x,t)
a pak Tesime soustavu lineadrnich rovnic s tridiagonalni matici odpovidajici rovnici

(1 +iHAt/2)Y(x, t + At) = z(x).

Metodu otestujte na vyse uvedenych analyticky resitelnych pripadech. Ovérte, ze se chyba
chové jako At? v ¢ase. Poté ji aplikujte na pohyb Gaussovského vlnového baliku (14) v
poli linedrntho harmonického oscildtoru V(z) = uw?z?/2. Urcete periodu (tj. vzdélenost
mezi maximy funkce ¢(t) = ((t)]1(0)), jde o tzv. autokorelacni funkei) jeho pohybu pro
konkrétni volbu parametru p = 1, w = 1.5, zg = =5, pp = 0 a ¢ = 0.5. Na jakych
parametrech tato perioda zavisi?

. Napiste program, ktery bude tesit ¢asovy vyvoj (12) pomoci tzv. metody rozdéleného
propagatoru, kdy evolu¢ni oparator aproximujeme pomoci
e HHAL e—iVAt/QeinAt/Zme—iVAt/2.

VInovou funkci vyjadiete na rovhomérném gridu x; = zo+ih proi =0, ..., n, pricemz x,
h a m musi byt vhodné zvoleny pro danou tlohu tak, aby po celou dobu casového vyvoje
bylo mozné predpokladat, ze ¥ (x¢) = 1 (z,) = 0. Pocet bodii volte tak, aby n—1 = 2* pro
efektivni pouziti rychlé Fourierovy transformace, kterou pouzijte k prechodu do p repre-
zentace poté, co aplikujte na ¢ (z,t) operator e=*VA%2 (ndsobeni cisly eV @)A/2)  &imy
redukujete ptisobeni operatoru P At/2m opét na nasobeni, tentokrat v p-prostoru. Inverzni
transformaci pak opét prejdéte do x-prostoru a proces opakujte. V této uloze nemusite
programovat FFT metodu, ale muzete vyuzit nékterou z knihoven pro jeji vypocet.

Metodu otestujte na vyse uvedenych analyticky tesitelnych ptipadech. Ovérte, ze se chyba
chovd jako At? v case. Poté ji aplikujte na pohyb Gaussovského vinového baliku (14)
v poli linedrniho harmonického oscilatoru. Uréete periodu (tj. vzdalenost mezi maximy
funkce c(t) = (¥(t)|¥(0)), jde o tzv. autokorela¢ni funkci) jeho pohybu pro konkrétni
volbu parametru y =1, w = 1.5, g = =5, pp = 0 a ¢ = 0.5. Na jakych parametrech tato
perioda zavisi?



