
Zápočtové úlohy z NTMF057
pro rok 2024/2025

Jednotlivé úlohy řešte samostatně, přičemž u úloh 1, 2 a 4 si vyberte jednu z několika
podúloh. Ovšem chce-li si někdo zkusit vyřešit v́ıce podúloh, tak samozřejmě může.

Poznámka k jednotkám: V úlohách z kvantové mechaniky použ́ıvám tzv. atomové jednotky,
kde pokládáme h̄ = 1 a me = 1, takže všechny hmotnosti jsou měřeny relativně v̊uči hmot-
nosti elektronu. Jednotkou délky je pak Bohr̊uv poloměr a0

.
= 0,529177 × 10−10 m, jednotkou

energie je 1 hartree, který je roven dvojnásobku vazbové energie elektronu v základńım stavu
atomu vod́ıku, tedy přibližně 27,211 eV a jednotkou času τ0

.
= 2.418884 × 10−17 s ≈ 1/40 fs.

Všechny rovnice a numerické hodnoty parametr̊u v těchto úlohách jsou vyjádřeny v atomových
jednotkách a pro jednoduchost je explicitně neuvád́ım.

Úloha 1: vlastńı energie pomoćı WKB aproximace
(řešeńı nelineárńı rovnice, Rombergova integrace, Gaussova kvadratura)

V kvantové mechanice se ukazuje, že v rámci WKB aproximace se daj́ı vázané stavy nalézt
pomoćı podmı́nky

∮
p(x)dx = 2

x2∫
x1

√
2m(E − V (x)) dx = 2π(n+ 1

2
), n = 0, 1, 2, . . . (1)

kde E je celková energie stavu, V (x) je potenciálńı energie a m je hmotnost systému. Body x1
a x2 (tzv. body obratu) jsou body, v nichž nabývá integrand nulové hodnoty, tj. jde o kořeny
rovnice

E − V (x) = 0 . (2)

Pro určité potenciály (harmonický oscilátor, Morse̊uv potenciál) je možné body obratu určit
analyticky. Též integrál

I(E) =
∫ x2

x1

√
2m(E − V (x)) dx (3)

lze občas určit analyticky, ovšem obecně je nutné použ́ıt numerické metody.
Jednotlivé podprogramy můžete otestovat na harmonickém oscilátoru, V (x) = mω2/2, pro

který lze vše vyjádřit analyticky a kvantovaćı podmı́nka (1) plat́ı přesně. Dále je využijte k
řešeńı problému s Morseovým potenciálem

V (x) = V0(e
−2α(x−x0) − 2e−α(x−x0)), (4)

který se použ́ıvá pro přibližný popis vibračńıho pohybu jader v dvouatomových molekulách. I
pro tento potenciál lze body obratu vyjádřit analyticky

x1,2 = x0 +
1

α
ln

[
V0
E

(
−1±

√
1 +

E

V0

)]
.

Pokud chcete uvažovat obecněǰśı potenciál, muśıte napsat podprogram řeš́ıćı (2) numericky.
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1. Napǐste podprogram, který spoč́ıtá integrál (3) pomoćı N -bodového lichoběžńıkového
pravidla IN . Použijte jej k určeńı závislosti chyby |IN − I∞| na N pro N = 2, 4, 8, ..., 1024
a zobrazte závislost v log/log škále pro parametry V0 = 1, x0 = 0, α = 1 a m = 1.
Jako přesnou hodnotu (pro účely tohoto grafu) vezměte I∞ = I1024. Porovnejte tuto
závislost s odhademN−2 z Eulerovy-Maclaurinovy formule. Proč je závislost jiná? Najděte
zkusmo správný odhad chyby N−α a pokuste se zpřesnit výsledky pomoćı Richardsonovy
extrapolace

I
(1)
2N =

2αI2N − IN
2α − 1

.

Jaký je řád chyby α nového výsledku? Pokuste se zobecnit metodu Rombergovy integrace
na tento př́ıpad. Najděte co nejpřesněji hodnotu I(E = −0.5) a z integrálu pro E bĺızko
nuly určete, kolik vázaných stav̊u kvantovaćı podmı́nka (1) předpov́ıdá pro Morse̊uv po-
tenciál s parametry V0 = 1, x0 = 0 a α = 1, pokud bude hmotnost m = 1, 10, 100.

2. Napǐste podprogram, který spoč́ıtá integrál (3) pomoćı Gaussovy-Čebyševovy kvadratury.
Nejdř́ıve si uvědomte, že integrand se v krajńıch bodech x1, x2 chová (až na násobek
konstantou) jako

√
x− x1 a

√
x2 − x a má tedy v těchto bodech singulárńı derivaci.

Singulárńı chováńı se naprav́ı vynásobeńım výrazem
√
(x− x1)(x2 − x). Proved’te lineárńı

trasformaci x 7→ y, která převede integrand na interval ⟨−1, 1⟩ a vypočtěte integrál pomoćı
Gaussovy-Čebyševovy kvadratury, tj.

x2∫
x1

f(x)
√
(x− x1)(x2 − x)

dx√
(x− x1)(x2 − x)

=

1∫
−1

f̃(y)
dy√
1− y2

=
N∑
i=1

f̃(yi)wi,

kde f̃(y) = f(x(y))
√
[x(y)− x1][x2 − x(y)], váhy jsou wi = π/N a uzly

yi = cos

(
π(j − 1

2
)

N

)
.

Najděte co nejpřesněji hodnotu I(E = −0.5) pro Morse̊uv potenciál s parametry V0 = 1,
x0 = 0 a α = 1 a hmotnostm = 1. Integrálu pro E bĺızko nuly určete pro stejné parametry
potenciálu, kolik vázaných stav̊u kvantovaćı podmı́nka (1) předpov́ıdá, pokud je hmotnost
m = 1, 10, 100.

3. Napǐste program, který nalezne energie všech vázaných stav̊u Morseova potenciálu s pa-
rametry V0 = 1, x0 = 0 a α = 1 pro zadanou hmotnost m. K tomu využijte podprogram
z podúkolu 1. nebo 2. a hledejte numericky energii vázaných stav̊u En jako řešeńı kvan-
tovaćı podmı́nky (1) pro n = 0, 1, . . . , nmax, kde nmax odhadněte z výpočtu integrálu pro
E = −ε, kde ε je vhodné malé kladné č́ıslo. Nalezené výsledky porovnejte s přesnými
hodnotami

En = −
(
1−

n+ 1
2√

2m

)2

, 0 ≤ n ≤
√
2m− 1

2
.

S jakou přesnost́ı dokážete tyto energie zreprodukovat?
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Úloha 2: vlastńı vázané stavy radiálńıho problému
(numerické řešeńı ODR, problém vlastńıch č́ısel, interpolace)

V kvantové mechanice lze určeńı vlastńıch stav̊u částice v centrálńım poli zredukovat na
řešeńı radiálńı Schrödingerovy rovnice(

− 1

2m

d2

dr2
+

(l + 1)l

2mr2
+ V (r)

)
ψ(r) = Eψ(r) , ψ(0) = 0, ψ(r → ∞) = 0, (5)

kde m je hmotnost částice, l moment hybnosti a V (r) potenciálńı energie. Okrajové podmı́nky
záviśı na stavech, které nás zaj́ımaj́ı a pro vázané stavy muśı radiálńı vlnová funkce ψ(r)
splňovat ψ(0) = 0 a ψ(r → ∞) = 0.

Pro několik potenciál̊u V (r) lze tuto úlohu řešit analyticky. Pro účely testováńı vašich pro-
gramů nalezněte vázané stavy pro potenciál

V (r) = −V0e−r/a (6)

a moment hybnosti l = 0, kdy jsou vázané stavy s energíı E = −κ2/2m dány podmı́nkou

J2aκ(2a
√
2mV0) = 0 ,

kde Jz(x) je Besselova funkce, viz např. R. G. Newton: Scattering Theory of Waves and Par-
ticles, Dover 2002, kap. 14.3, str. 420. Konkrétně pro parametry V0 = 3, a = 1 a hmotnost
m = 1 byste měli dostat jediný vázaný stav s energíı E = −0.4114524802244.

Poté řešte tutéž úlohu pro Morse̊uv potenciál

V (x) = V0(e
−2α(r−r0) − 2e−α(r−r0)) (7)

s parametry V0 = 0.75102, α = 1.15350 a r0 = 2.01943, který v dobrém přibĺıžeńı popisuje
potenciálńı energii pro vibračńı pohyb molekuly duśıku N2 v základńım elektronickém stavu.
Určete kolik vázaných vibračńıch stav̊u má tato molekula, je-li nerotuj́ıćı (l = 0) a je-li jej́ı
redukovaná hmotnost m = 12766.36. Jak se tento počet stav̊u změńı, pokud bude rotovat s
momentem hybnosti l = 10?

1. Napǐste program, který bude řešit výše uvedený problém pomoćı tzv. metody střelby.

Pokud bychom znali energii E, tak lze naj́ıt vlnovou funkci ψ(r) převedeńım okrajové
úlohy (5) na počátečńı úlohu

dψ(r)

dr
= π(r) (8)

dπ(r)

dr
=

(
(l + 1)l

r2
+ 2mV (r)− 2mE

)
ψ(r) (9)

ψ(0) = 0, (10)

π(0) = c, (11)

kde konstanta c může být v principu libovolná, protože jde pouze o změnu normalizace,
ovšem v praxi je třeba volit rozumnou hodnotu, zvlášt’ pro vyšš́ı l, kdy zač́ınáme hluboko
v klasicky zakázané oblasti a vlnová funkce může z počátku velmi rychle r̊ust.
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Protože však energii E dopředu neznáme, je nutné ji hledat podle asymptotického chováńı
vlnové funkce v klasicky zakázané oblasti pro velká r. Pokud zvolená energie přesně
neodpov́ıdá vázanému stavu, dř́ıve či později převládne exponenciálně rostoućı část řešeńı
a vlnová funkce začne rychle r̊ust, nebo klesat v závislosti na znaménku řešeńı. Pokud
budeme energii zvyšovat tak, že projdeme některým s vázaných stav̊u, přibude do řešeńı
daľśı nulový bod a řešeńı pro velká r změńı znaménko. To lze právě využ́ıt k tomu,
abychom iteračně našli s rozumnou přesnost́ı energie vázaných stav̊u.

Jako numerickou metodu k integraci počátečńı úlohy (8) použijte Rungeovu-Kuttovu
metodu 2. nebo 4. řádu a ověřte nejprve např. na harmonickém oscilátoru, že se chyba
řešeńı chová dle předpokladu, abyste si ověřili, že jste metodu naprogramovali správně.

2. Napǐste program, který bude řešit problém (5) převedeńım na problém vlastńıch č́ısel a
vektor̊u reálné symetrické matice tak, že druhou derivaci aproximujete pomoćı konečné
diference

d2ψ(r)

dr2
≈ ψ(ri+1)− 2ψ(ri) + ψ(ri−1)

h2

na rovnoměrném gridu s krokem h, tedy ri = r0+ ih, i = 0, 1, . . . , n, přičemž body r0 a rn
muśı být zvoleny tak, aby vlnová funkce v nich byla bud’ nulová, nebo velmi malá, takže
ji lze aproximovat nulou. Položeńım ψ(r0) = 0 a ψ(rn) = 0 pak dostanete tridiagonálńı
symetrickou matici, jej́ıž vlastńı č́ısla a vektory můžete nalézt pomoci Jacobiho metody.

Na testovaćım potenciálu (6), nebo harmonickém potenciálu studujte přesnost metody
v závislosti na kroku h a volbě r0 a rn. Pak metodu aplikujte na úlohu s Morseovým
potenciálem (7).

3. Napǐste podprogram (funkci), který bude interpolovat (např. po částech lineárně, nebo
přirozenými kubickými splajny) potenciál V(r) zadaný v libovolných bodech 0 ≤ r1 <
. . . < rn. Na Morseově potenciálu (7) ověřte chováńı maximálńı chyby interpolace v
závislosti na zvoleném kroku h rovnoměrného gridu. Tuto funkci použijte jako vstup
do programu z podúlohy 1. nebo 2. a studujte vliv nepřesnosti interpolace na přesnost
źıskaných vlastńıch stav̊u.
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Úloha 3: klasická dynamika hmotných bod̊u
(numerické řešeńı ODR)

Uvažujme pohyb částice v poli centrálńı śıly. Dı́ky zachovávaj́ıćımu se momentu hybnosti
lze jej́ı pohyb popsat v rovině např. pomoćı Hamiltonových rovnic

ṗx = −∂H
∂x

, ṗy = −∂H
∂y

, ẋ =
∂H

∂px
, ẏ =

∂H

∂py
,

kde Hamiltonián je

H(x, y, px, py) =
1

2
(p2x + p2y) + V (x, y)

a pro Kepler̊uv problém je potenciál

V (x, y) = − 1√
x2 + y2

.

Napǐste program, který bude tento problém řešit Rungeovou-Kuttovou metodou 2. a 4.
řádu. Ověřte správnost programu t́ım, že a) zkontrolujete splněńı zákon̊u zachováńı (energie,
tj. hodnoty hamiltoniánu a momentu hybnosti L = xpy − ypx), b) zkontrolujete, že se částice
vrát́ı do stejného bodu po jedné periodě, a to s přesnost́ı danou řádem př́ıslušné metody.
Problém můžete testovat např́ıklad pro počátečńı podmı́nky

x = (1− ϵ), y = 0, px = 0, py =

√
1 + ϵ

1− ϵ
,

pro něž dostaneme eliptickou dráhu s hlavńı poloosou a = 1, periodou T = 2π, energíı E = −1/2
a L =

√
1− ϵ2, kde numerickou excentricitu ϵ =

√
a2 − b2/a (b je vedleǰśı poloosa) volte

0 < ϵ ≤ 1.
(Pro zv́ıdavé): Zobecněte tuto úlohu na problém pohybu 2 (př́ıpadně v́ıce) těles v rovině

(př́ıpadně můžete i v prostoru). Konkrétně zkuste studovat pohyb Země a Měśıce okolo Slunce.
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Úloha 4: časový vývoj jednorozměrného vlnového baĺıku
(řešeńı soustavy lineárńıch rovnic, rychlá Fourierova transformace)

Časový vývoj jednorozměrné vlnové funkce ψ(x, t) lze v kvantové mechanice popsat opako-
vaným p̊usobeńım evolučńıho operátoru

ψ(x, t+∆t) = e−iH∆tψ(x, t) , ψ(x, 0) = ψ0(x) , (12)

kde Hamiltonián pro částici s hmotnost́ı µ v potenciálu V (x) má tvar

H = − 1

2µ

d2

dx2
+ V (x) . (13)

Protože vyč́ısleńı exponenćıály operátoru nemuśı být jednoduché, použ́ıvaj́ı se r̊uzné aproxi-
mace, z nichž dvě jsou uvedeny v podúlohách.

V několika př́ıpadech (volná částice, harmonický oscilátor, vlastńı stav systému) lze časový
vývoj spoč́ıtat analyticky. Programy pro časový vývoj tak můžete otestovat např. p̊usobeńım
na určitý vlastńı stav ψn(x) systému s energíı En, kdy časový vývoj je dán pouze triviálńım
násobeńım fázového faktoru

ψ(x, t) = e−iEntψn(x) ,

kde předpokládáme, že se v čase t = 0 systém nacháźı ve vlastńım stavu ψn(x), př́ıpadně na
pohybu volného normalizovaného Gaussovského vlnového baĺıku

ψ(x, t = 0) = (2πσ2)−1/4e−(x−x0)2/4σ2+ip0(x−x0) (14)

o středńı poloze x0, se středńı hodnotou hybnosti p0 a š́ı̌rce σ0, jehož přesný časový vývoj je
dán vztahy

ψ(x, t) = (2πΣ(t)2)−1/4e−(x−X(t))2/4Σ(t)2+iϕ(x,t) , (15)

kde

Σ(t)2 = σ2 +
t2

4µ2σ2
, X(t) = x0 +

p0t

µ
,

a

ϕ(x, t) = p0[x−X(t)] +
p20t

2µ
+
t[x−X(t)]2

8µσ2Σ(t)2
+Arg

 1√
µ+ it/(2σ2)

 ,

kde Arg(z) je funkce vracej́ıćı fázi komplexńı proměnné z.

1. Napǐste program, který bude řešit časový vývoj (12) pomoćı Crankovy-Nicolsonové me-
tody, kdy evolučńı operátor aproximujeme Padého aproximantem [1/1]

e−iH∆t ≈ 1− iH∆t/2

1 + iH∆t/2
.

Vlnové funkce a Hamiltonián přitom vyjádřete na rovnoměrném gridu xi = x0 + ih pro
i = 0, . . . , n, přičemž x0, h a n muśı být vhodně zvoleny pro danou úlohu tak, aby po
celou dobu časového vývoje bylo možné předpokládat, že ψ(x0) = ψ(xn) = 0. Druhou
derivaci aproximujte pomoćı konečné diference

d2ψ(x)

dx2
≈ ψ(xi+1)− 2ψ(xi) + ψ(xi−1)

h2
,
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č́ımž se z operátor̊u 1±iH∆t/2 stanou tridiaginálńı matice s potenciálem V (x) přičteným
na hlavńı diagonále. Řešeńı jednoho časového kroku pak prob́ıhá ve dvou kroćıch, nejprve
násob́ıme tridiagonálńı matićı odpov́ıdaj́ıćı p̊usobeńı

z(x) = (1− iH∆t/2)ψ(x, t)

a pak řeš́ıme soustavu lineárńıch rovnic s tridiagonálńı matićı odpov́ıdaj́ıćı rovnici

(1 + iH∆t/2)ψ(x, t+∆t) = z(x) .

Metodu otestujte na výše uvedených analyticky řešitelných př́ıpadech. Ověřte, že se chyba
chová jako ∆t2 v čase. Poté ji aplikujte na pohyb Gaussovského vlnového baĺıku (14) v
poli lineárńıho harmonického oscilátoru V (x) = µω2x2/2. Určete periodu (tj. vzdálenost
mezi maximy funkce c(t) = ⟨ψ(t)|ψ(0)⟩, jde o tzv. autokorelačńı funkci) jeho pohybu pro
konkrétńı volbu parametr̊u µ = 1, ω = 1.5, x0 = −5, p0 = 0 a σ = 0.5. Na jakých
parametrech tato perioda záviśı?

2. Napǐste program, který bude řešit časový vývoj (12) pomoćı tzv. metody rozděleného
propagátoru, kdy evolučńı oparátor aproximujeme pomoćı

e−iH∆t ≈ e−iV∆t/2eip
2∆t/2me−iV∆t/2 .

Vlnovou funkci vyjádřete na rovnoměrném gridu xi = x0+ih pro i = 0, . . . , n, přičemž x0,
h a n muśı být vhodně zvoleny pro danou úlohu tak, aby po celou dobu časového vývoje
bylo možné předpokládat, že ψ(x0) = ψ(xn) = 0. Počet bod̊u volte tak, aby n−1 = 2k pro
efektivńı použit́ı rychlé Fourierovy transformace, kterou použijte k přechodu do p repre-
zentace poté, co aplikujte na ψ(x, t) operátor e−iV∆t/2 (násobeńı č́ısly e−iV (xi)∆t/2), č́ımž
redukujete p̊usobeńı operátoru eip

2∆t/2m opět na násobeńı, tentokrát v p-prostoru. Inverzńı
transformaćı pak opět přejděte do x-prostoru a proces opakujte. V této úloze nemuśıte
programovat FFT metodu, ale můžete využ́ıt některou z knihoven pro jej́ı výpočet.

Metodu otestujte na výše uvedených analyticky řešitelných př́ıpadech. Ověřte, že se chyba
chová jako ∆t2 v čase. Poté ji aplikujte na pohyb Gaussovského vlnového baĺıku (14)
v poli lineárńıho harmonického oscilátoru. Určete periodu (tj. vzdálenost mezi maximy
funkce c(t) = ⟨ψ(t)|ψ(0)⟩, jde o tzv. autokorelačńı funkci) jeho pohybu pro konkrétńı
volbu parametr̊u µ = 1, ω = 1.5, x0 = −5, p0 = 0 a σ = 0.5. Na jakých parametrech tato
perioda záviśı?
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