Vypocet krivosti Vaidyova prostorocasu

NTMF059 — Zapoctovy problém 2022

Pod Vaidyovym! prostoroc¢asem rozumime metriku ve tvaru

2
ds? = — (1 _ m(“)) du® — dudr — drdu + r* (d9? + sin” 0 d@?) | (1)
.

kde uvazujeme signaturu (— + ++). Souradnice u v metrice (1) predstavuje retardovany cas
a urcuje nulovou foliaci prostoroc¢asu, souradnice r je afinnim parametrem podél geodetické
kongruence teéné (a zaroven kolmé) k dané nulové nadplose u = konst. (pro jeji generdtor
tedy plati k = 0,.), souradnice ¥ a ¢ pak pokryvaji 2-prostor s u = konst. a r = konst..
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Fyzikélné se jednd o piesné sféricky symetrické nevakuové feseni? Einsteinovych rovnic gra-
vitacniho pole, kde tenzor energie a hybnosti odpovida Cistému zafeni a muze byt zapsan ve
tvaru

T = p(u,r)kk. (2)

Jednd se tak o nestatické, viz zavislost m(u), zobecnéni Schwarzschildova (¢ernodérového)
feseni. Motivaci k takovému zobecnéni je snaha o elementarni popis prostorocasu vné zarici
hvézdy. Hustota vyzarované hmoty je dana funkei p(u,r), pricemz jeji vztah k parametrum
metriky zjistite v posledni ¢asti domaciho tikolu.

!Prahalad Chunnilal Vaidya (1918-2010) byl indicky matematik a fyzik.
2Pokud by prostoroc¢as v obecné relativité s nulovou kosmologickou konstantou mél byt vakuovy a sféricky
symetricky, pak je diky Birkhoffovu teorému jedinou moznosti Schwarzschildova geometrie.



1. Pro prostorocas (1) je tfeba vhodné zvolit metrickou bdzi 1-forem e™. Pozadujeme tedy
kostantnost vyslednych komponent g,,, meriky (1) v takové bézi, kde g = g,ne™e".
Vyjadrenim g¢,,, ovéite, ze jako vhodna volba se jevi
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e? = du, elzdr—i——<1—M

2 T

)du, 2=rdd, e =rsinddp. (3)

Naleznéte téz dudlni bazi vektoru ey,.

2. Spocitejte vnéjsi derivace bazovych 1-forem de™. Vysledek vyjadiete v fe¢i vnéjsich
sou¢inu puvodnich bazovych 1-forem. Takto dostanete explicitni tvar pravé strany
1. Cartanovych rovnic struktury, tedy

de™ = —w™, Ne". (4)

3. Resenim téchto rovnic naleznéte® 1-formy konexe w™,,.

4. S pomoci 2. Cartanovych rovnic struktury naleznéte 2-formy kiivosti 27

Q" =dw™, +wm AW (5)

Vyjadrete 2, pomoci vnéjcich soucinu bazovych 1-forem.

5. Identifikujte tetradové slozky Riemannova tenzoru kiivosti R;; ™, ze vztahu
m 1 m k l

kde faktor % kompenzuje normalizaci baze ef A e! ve s¢itani pies k, [.

6. Kontrakei naleznéte tetradové komponenty Ricciho tenzoru. Dalsi kontrakei pak na-
leznéte skalarni ktivost R.

7. Nasledné zkonstruujte i souradnicové slozky Ricciho tenzoru R;. Zde pruhované indexy
odkazuji na puvodni soutadnice a = u, r, v, @.

8. Dosazenim vysledku do nevakuovych Einsteinovych rovnic Rg; — %Rgag = 8713 expli-
citné vyjadrete funkci p(u,r) ve vyrazu (2) urcujici hustotu zareni.

3Nezapomeiite, ze diky metricité baze plati wo,, = Wimn]» kde Wy = G .
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