
Výpočet křivosti Vaidyova prostoročasu

NTMF059 – Zápočtový problém 2022

Pod Vaidyovým1 prostoročasem rozumı́me metriku ve tvaru

ds2 = −
(
1− 2m(u)

r

)
du2 − dudr − drdu+ r2

(
dϑ2 + sin2 θ dφ2

)
, (1)

kde uvažujeme signaturu (−+++). Souřadnice u v metrice (1) představuje retardovaný čas
a určuje nulovou foliaci prostoročasu, souřadnice r je afinńım parametrem podél geodetické
kongruence tečné (a zároveň kolmé) k dané nulové nadploše u = konst. (pro jej́ı generátor
tedy plat́ı k = ∂r), souřadnice ϑ a φ pak pokrývaj́ı 2-prostor s u = konst. a r = konst..

Fyzikálně se jedná o přesné sféricky symetrické nevakuové řešeńı2 Einsteinových rovnic gra-
vitačńıho pole, kde tenzor energie a hybnosti odpov́ıdá čistému zářeńı a může být zapsán ve
tvaru

T = µ(u, r) k k . (2)

Jedná se tak o nestatické, viz závislost m(u), zobecněńı Schwarzschildova (černoděrového)
řešeńı. Motivaćı k takovému zobecněńı je snaha o elementárńı popis prostoročasu vně zář́ıćı
hvězdy. Hustota vyzařované hmoty je dána funkćı µ(u, r), přičemž jej́ı vztah k parametr̊um
metriky zjist́ıte v posledńı části domáćıho úkolu.

1Prahalad Chunnilal Vaidya (1918–2010) byl indický matematik a fyzik.
2Pokud by prostoročas v obecné relativitě s nulovou kosmologickou konstantou měl být vakuový a sféricky

symetrický, pak je d́ıky Birkhoffovu teorému jedinou možnost́ı Schwarzschildova geometrie.
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1. Pro prostoročas (1) je třeba vhodně zvolit metrickou bázi 1-forem em. Požadujeme tedy
kostantnost výsledných komponent gmn meriky (1) v takové bázi, kde g = gmne

men.
Vyjádřeńım gmn ověřte, že jako vhodná volba se jev́ı

e0 = du , e1 = dr +
1

2

(
1− 2m(u)

r

)
du , e2 = r dϑ , e3 = r sinϑ dφ . (3)

Nalezněte též duálńı bázi vektor̊u ek.

2. Spoč́ıtejte vněǰśı derivace bázových 1-forem dem. Výsledek vyjádřete v řeči vněǰśıch
součin̊u p̊uvodńıch bázových 1-forem. Takto dostanete explicitńı tvar pravé strany
1. Cartanových rovnic struktury, tedy

dem = −ωm
n ∧ en . (4)

3. Řešeńım těchto rovnic nalezněte3 1-formy konexe ωm
n.

4. S pomoćı 2. Cartanových rovnic struktury nalezněte 2-formy křivosti Ωm
n,

Ωm
n = dωm

n + ωm
k ∧ ωk

n . (5)

Vyjádřete Ωm
n pomoćı vnějč́ıch součin̊u bázových 1-forem.

5. Identifikujte tetrádové složky Riemannova tenzoru křivosti R m
kl n ze vztahu

Ωm
n =

1

2
R m

kl n e
k ∧ el , (6)

kde faktor 1
2
kompenzuje normalizaci báze ek ∧ el ve sč́ıtáńı přes k, l.

6. Kontrakćı nalezněte tetrádové komponenty Ricciho tenzoru. Daľśı kontrakćı pak na-
lezněte skalárńı křivost R.

7. Následně zkonstruujte i souřadnicové složky Ricciho tenzoruRāb̄. Zde pruhované indexy
odkazuj́ı na p̊uvodńı souřadnice ā = u, r, ϑ, φ.

8. Dosazeńım výsledku do nevakuových Einsteinových rovnic Rāb̄ − 1
2
Rgāb̄ = 8πTāb̄ expli-

citně vyjádřete funkci µ(u, r) ve výrazu (2) určuj́ıćı hustotu zářeńı.

3Nezapomeňte, že d́ıky metricitě báze plat́ı ωmn = ω[mn], kde ωmn = gmkω
k
n.
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