Kapitola 4

Antisymetrické formy

4.1 Zavedeni antisymetrickych forem

V této kapitole se budeme zabjvat specidlnimi tenzory, tzv. antisyme-
trickymi p-formami. Jedna se o antisymetrické tenzory s p kovariant-
nimi indexy. Pfipomenme, Ze antisymetrickym tenzortim jsme jiz vé-
novali oddil 1.4. Prostor antisymetrickych forem tec¢nych k varieté M
v bodé x budeme oznacovat A”, M.
Definice D4.1 (Antisymetrické formy)
Tecny tenzor w € Tz;,) M se nazyva antisymetrickou formou stupné p
(p-formou), piSeme w € A” M, pokud

w=Aw, tj. Way..ap, = Wia,...ap)] -

Prostor funkci nabyvajicich hodnot v prostoru p-forem budeme zna-

¢it AP M (tj. AP M = Sect AP M). o

Jako specialni pfipady dostavame pro p = 0 prostor funkci na M,

tj. A° M = FM. Pro p = 1 dostavame prostor te¢nych forem (kovekto-

rovych poli) A'M = T* M, a koneéné pro p = dim M prostor totalné

antisymetrickych tenzorovych poli, které budou hrat dilezitou roli pii
zavedeni integrovani na varieté (viz kapitolu 5).

Obecné, dimenze prostoru A2, M p-forem v bodé z je (i), kde d je
dimenze variety M. Pro p > d je prostor p-forem trivialni — neexistuji
tenzory s vice antisymetrickymi indexy nez je dimenze vektorového
prostoru, nad kterymi jsou tenzory vybudované.

4.2 Vnéjsi nasobeni

Mezi antisymetrickymi formami lze zavést operaci vnéjsiho ndsobeni.

Definujeme ji pomoci tenzorové antisymetrizace

Definice D4.2 (Vnéjsi nasobeni)
Necht w? € APiM, j=1,...,n, jsou antisymetrické formy stupni
p;. Vnéjsi soudin w! A w? A -+ A w™ téchto forem je antisymetricka
forma w stupné p = py + - - - + p, dana antisymetrizaci tenzorového
sou¢inu forem w’

n p!

_ 1 2_._ n
= pilpalpnl @)

w=w AW A Aw
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M4.1 Formy nad vektorovym prostorem
Antisymetrické formy a vnéjsi nasobeni lze za-
vést nad kazdym vektorovym prostorem V.
Prostor forem AP stupné p je tvofen antisy-
metrickymi tenzory s p kovariantnimi indexy,
A = V[g] =A VI? . Prostor p-forem je netrivial-
ni pro p < dim V. Direktni soucet vSech pro-
stortt AP tvori vnéjsi algebru A generovanou pro-
storem V.

Vnéjsi derivaci (definovanou nize) lze viak za-
vést pouze pro antisymetrické formy ‘zavisejici
na poloze’. Proto se v textu zabyvame hlavné
antisymetrickymi formami A M teénymi k va-
rieté M.
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Tenzorové indexy vnéjsiho soucinu forem budeme formélné psat u
jednotlivych ¢initeli, abychom naznaéili tenzorovy charakter (stu-
peti) téchto Ciniteli:

1 2

=w Aw A Awl

w .
ai...Qp; Qpy+1---Qpy +py Ap—pp+1---Ap

aj...ap

Pomoci indexti mé definice vnéjsiho nasobeni tvar
wal...ap =

p' o
ool | w[la'lmam ‘27‘p1+1~--a1)1+112 o Zp*pn+1---"'p] :
P1:p2: P

Prostor vSech antisymetrickych forem A M spolu s vnéjSim néa-
sobenim tvofi tzv. vnéjsi algebru. Vnéjsi nasobeni je asociativni —
vnéjsi soucin n Ciniteld mtzeme libovolné ozavorkovat. Vnéjsi né-
sobéni vSak neni obecné komutativni. Chovani vici zdméné Einitelu
zéavisi na stupni ¢initelt. Pro formy w a o stupni p a ¢ mame

who=(-1"MoAhw. (4.1)
Znaménko vznika pri prokomutovani q indexi formy o pfes p indext
formy w s uvdzenim antisymetrické povahy vysledné (p+q)-formy.

Vnéjsi nasobeni se nejCastéji pouziva pro 1-formy. Pro 1-formy
(kovektory) &?, j = 1,...,n, dostdvidme speciilné

E signo a%' - a" .

permutace o

al ANt = (4.2)
Vidime, ze na prostoru l-forem je vnéjsi nasobeni antisymetrické.
Opakuje-li se tak ve vnéjsim soucinu vicekrat stejnd 1-forma, je vy-
sledek nulovy.
PRIKLAD P4.1

Pro 1-formy o, 3 dostdvame (samoziejmé s uzitim konvence (1.2))

aANB=afB—-Ba«.

Pripomenme, Ze pouzijeme-li tenzorové indexy, nezalezi na potadi, ve
které Cinitele napiSseme — indexy sami urcuji potradi tenzorového soucinu:

ag \By =0oa By —ap B, -

Vnéjsi nasobeni r-formy w s 1-formou o ma explicitné tvar

Z (_1)k aak wag...a7.
——

0<k<r

aao /\ wal...a7. = <4-3)

mimo ay
Nésobeni dvou 2-forem w a o je komutativni a lze ho rozepsat nasle-
dovné
Wab N Ocd = Oab N\ Wed =
= WabOcd + Wed Tab (44)

— WacObd — WadOcb — WebTad — WdbOca -
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M4.2 Explicitni tvar vnéjsiho nasobeni
Vsimnéme si, ze vnéjsi soucin se lisi od anti-
symetrizace tenzorového soucinu normalizaci.
Tato normalizace zajistuje, Ze vnéjsi soucin je
dan souctem vSech moznych tenzorovych sou-
¢int ¢initela lisicich se ‘kvalitativné neekviva-
lentnim poradim’ tenzorovych indext. Jednot-
livé cleny se v souctu vyskytuji se znamén-
kem odpovidajicim znaménku permutace pii-
slusného usporadani indext. Dvé rizna uspo-
fadani indext v souéinu ¢initell pfitom nazy-
vame ‘kvalitativné ekvivalentni,” pokud se lisi
pouze permutacemi indexl jednotlivych ¢ini-
teld.

Pro vnéjsi soucin dvou forem w a o stupiii p
a r — p tato normalizace dava

wal...ap A a'ap+1...a,. =

— Ky et (B
- Z (_1) ' ! 2 wakl..,akp Oa,..a, >
~——

1<ki <--<kp<r

mimo aj, ...aj,

Soucet se provadi pfes ‘kvalitativné ekviva-
lentni’ rozdéleni indexii mezi obé formy. Ditkaz
tvrzeni 1ze nalézt v dodatku 4.A.

Konkrétné, pro p = 1 dostavame vztah (4.3) a
pro p = 2 vztah

Waia, A Oas...a, —

= Z (_1)k+l+l Waia; Oa;...a, -
——

1<k<I<r

mimo ay,a;
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4.3 Souradnice na A’ M

Méme-li zadanou bazi {€’},_1, . 4 v kote¢ném bundlu T; M, mizZeme
zkonstruovat pomoci vnéjsiho soucinu béazi v jednotlivych prosto-
rech A2 M. Diky antisymetrii vn&jsiho sou¢inu 1-forem jsou souéiny
et N --- A e% lisici se pouze zaménou Cinitelt linedrné zavislé. Za
bazi v prostoru antisymetrickych p-forem tak mizeme vybrat vnéjsi
souCiny e A --- A e s odliSnym vybérem C¢initeld e, ... e :

et N Ne
y Ny (4.5)
pro vSechny ay, ..., a, spliujici 1 <a; <---<a,<d.

.12 ~ , , (d R o v 212 71: .
Vidime, Ze baze ma (p) nezavislych prvku, coz odpovidd dimenzi pro-
storu AP M.

Diky odlisné normalizaci vnéjsiho soucinu a antisymetrizace ten-
zorového soucinu jsou soutradnice vzhledem k tenzorové béazi shodné
se soufadnicemi vzhledem k bazi v prostoru p-forem:

W =Wq,..q, " - e = E Way...a, € Ao Ne" . (4.6)
1<ar <---<ap<d

V souctu pres prvky tenzorové baze e® --- e% lze totiz seskupit
¢leny lisici se pouze poradim c¢initelti. Diky antisymetrii soutadnice
Way ...ap muzeme tuto souradnici od (i) seskupenych ¢lent vytknout a
jejich antisymetricka kombinace vytvoii vnéjsi soucin e A --- A e,
viz (4.2) a nésledujici pfiklad.
PRIKLAD P4.2
Na tiidimenzionalni varieté M (d = 3) s kote¢nou bazi {e', €?, e*} mi-
zeme antisymetrickou 2-formu w rozepsat nasledovné

a_b
W = wq e’e

w12 <61€2 — 8281) —+ w13 <61€3 — 6381) —+ wa3 (6283 — 6382)

1 2 1 3 2 3
=wize Ne H+wize Ne +waz e Ne .

Méme-li zadané soufadnice 7 na varieté M, na prostoru p-forem
volime typicky bazi { dz A --- A da® }1<a,<..<ap<d -

4.4 Vnéjsi derivace

Jiz jsme se zminili, Ze je obtizné zobecnit operaci gradientu na obecné
tenzorova pole. K derivovani obecnych tenzorovych poli je potfeba
dodatecnd geometrickd struktura — af jiz se jedna o vektorové pole
podél kterého mizeme definovat Lieovu derivaci (viz definice D3.11)
nebo o paralelni pfenos umoziujici zavést kovariantni derivaci (viz
kapitolu 7, zejména oddil 7.2). Prostor antisymetrickych poli AP M
vSak zaujimé v tomto sméru specidlni postaveni — pro antisymetrické
formy lze prirozené zavést tzv. vnéjsi derivaci a to bez pouziti jakych-
koli dodateénych struktur. Vnéjsi derivace zvysuje stupen antisyme-
trické formy a jedna se o jisté zobecnéni operaci gradient a rotace
znamych z euklidovského tfidimenzionalniho prostoru.

verze 2.02 (2013-12-06)

M4.3 Transformaéni vlastnosti souradnic
Soufadnice totalné antisymetrickych forem (tj.
forem stupné d = dim M) maji specidlni trans-
formacni vlastnosti. Prostor d-forem je jed-
nodimenzionalni, tj. tyto formy maji pouze
jednu nezavislou komponentu. Forma « je tak
charakterizovana komponentou «; 4, vSechny
ostatni komponenty jsou bud nula nebo se lisi
pouze permutaci indext. Tato komponenta se
pfi zméné baze

) S
el =Ale"

méni nasledovné
oy g = (det Az;) a1.4 -

Vskutku, diky antisymetrii formy a muZzeme
K
psat
/ _ AL AJ2 Jd
vy = ATAY LAY gy,
= 3 ATAZ LAY 0o,
permutace o

(> signoApAg .. AY) a1

permutace o

= (det Ag,) Q12.d -
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Definice D4.3 (Vnéjsi derivace)
Vnéjsi derivace d je zobrazeni z prostoru antisymetrickych p-forem
do prostoru (p + 1)-forem definovanych na varieté M spliiujici na-
sledujici vlastnosti:

d: APM — AP

dw+ao)=dw+ado, acR, (i
dlwNho)=dwAho+ (-1)’PwAdeo, (it
d piisobi na A° M =F M jako obyéejny gradient , (iii
ddw =0, (iv

prow e APM ao e ATM.

Pfi pouziti tenzorovych indext budeme vysledek vnéjsiho deri-
vovani zapisovat dg,Wa,..a,- Slozky vnéjsi derivace dw budeme
oznacovat dg,Wa;...q, Nebo, s vyuZitim lemmatu V4.1, piimo po-
moci antisymetrizované parcialni derivace jako (p + 1) w4, ...a,,a0] -

PozNAMKA
Pravidlo pro derivovani vnéjsiho souc¢inu obsahuje zdanlivé neintuitivni znaménko
(—1)P. Toto znaménko souvisi s antisymetrickou povahou vysledné formy a vymizi,

pokud zachovame ve vSech ¢lenech stejné poradi indext, tj. nejdfive index od
derivace, nasledovany indexy od prvniho cCinitele a indexy od druhého cinitele:

da(wb.“ A Uc...) = dn.‘-‘-’b4.4 NOec... +wp. .. ANdgoe... .

PozNAMKA

Zdtraznéme, Ze zapis dqgWwa;...a, znaci soufadnice vnéjsi derivace dw formy w,
a ne soufadnice gradientu skalari wa,...a,- Ty bychom zapsali pfimo pomoci
parcialni derivace jako wa;...a;,a0-

Poznamenejme, Ze z pravidla pro derivovani vnéjsiho soucinu vy-
plyva pravidlo pro derivovani nasobku formy funkci:

d(fw)=df Aw+ fdw, fesM, we APM . (4.7)

Pravidla z definice D4.3 urcuji jiz vnéjsi derivaci jednoznacné jak
je vidét z rozpisu do libovolné zvolenych souradnic =™

dw = d( Z Way...ap dz®™ A--- A dzap)

a1<---<ap

Z dwa,...q, A dz™ A--- A da® .

a1<--<ap

(4.8)

Zde jsme vyuzili linearitu vnéjsi derivace vici souctu, pravidlo pro
derivovani vnéjsiho soucinu a fakt, ze ddz® = 0. Vysledny vyraz
je jiz soucet vnéjsich soucint 1-forem danych obycejnymi gradienty,
tj. explicitni pfedpis pro vypocet vnéjsi derivace. Z (4.8) jiz lehce
nahlédneme vztah pro soufadnice vnéjsi derivace (nahlédnéte sami ¢i
v dodatku 4.A):

Lemma V4.1 (Soufadnice vné&jsi derivace)

Souradnice daocual,,_azp vnéjsi derivace dw p-formy w jsou

daowal...ap - (p + ]-) w[al...ap,uo] . 0
POZNAMKA
Ze soutadnicového zapisu vidime, ze vnéjsi derivace je v néjakém smyslu ‘antisy-

metrizace gradientu tenzorového pole’. Pfesnéjsi vyznam tomuto tvrzeni dame po
zavedeni kovariantni derivace ve vété V7.20.

verze 2.02 (2013-12-06)

M4.4 Vnéjsi derivace a vektorové operatory

Na tfidimenzionéalni varieté s metrikou q,; a
prislusné normovanym Levi-Civitovym tenzo-
rem €gpc lze definovat gradient funkei a rotaci
a divergenci vektorovych poli — viz oddil 10.1,
zejména margindlii M10.1. Vnéjsi derivace je s
témito operacemi izce spojena:

(grad f)* = q*"dnf,

(rot @)® = (dgap) €2,
€

diva = % abe dg(ebena™)

(indexy se snizuji a zvySuji pomoci metriky).
Rotace je tak Hodgetv dudl (viz definici
D6.14) vngjsi derivace 1-formy metricky aso-
ciované s vektorovym polem, rota = *da, a
divergence je dudl vnéjsi derivace dudlu vek-
torového pole, diva = *d*a.
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PRIxLAD P4.3
Pro vnéjsi derivaci 1-formy -« zizenou s dvéma vektory a, b dostavame

a™ (dmvy,)b" =a™ dm (b"v,,) —b" dn(a™~,,) — [a,b]° v, .
Analogicky vyraz pro formy vyssiho stupné je uveden v marginalii M4.5
a dokdzan v dodatku 4.A.

4.5 Vztah vnéjsi a Lieovy derivace

Vnéjsi derivace lze vyuzit pii vypoctu Lieovy derivace antisymetrické
formy. Za prvé, obdobné gradientu, vnéjsi a Lieova derivace komutuji.
Lemma V4.2 (Zaménnost d a £q)

Pro antisymetrickou formu w a vektorové pole a plati

d.£aw = Jga dw . O

Dtikaz 1ze provést pomoci tzv. Cartanovy identity vyjadiujici Lieovu
derivaci formy pomoci vnéjsi derivace:

Véta V4.3 (Cartanova identita)
Pro Lieovu derivaci antisymetrické formy w podél vektorového pole
a plati

— M n
£awn1...np =a dn wnl...np + dn1 (a wnng...np) . [m]

DUKAZ:
Zde tvrzeni dokdzeme pouze pro 1-formy (tj. pro p = 1). Dikaz pro obecné
p je analogicky a lze nalézt v dodatku 4.A.

Vyuzitim Leibnizova pravidla pro Lieovu derivaci ztzeni 1-formy -~ s
vektorovym polem b dostavame

(£av,)b" = £a(v,b") = (£ab")v, = a" dn(v,b") — [a,b]",. .
Pouzitim identity z pfikladu P4.3 dostavame
(£a7,)b" =a™ (dnv,)b" +b"dr(v,a™) .

Jelikoz b bylo zvoleno libovolné, je lemma dokéazéano. =

DUkAz: (LEMMA V4.2)

Pouzijeme Cartanovu identitu postupné pro obé strany tvrzeni:

dn0£awn1...np - dno (an dnwnl.“np) + dno an <anwnn2mnp) )

n n
£a dnownl...np =a dn dnownlmnp + dno (a dnwnl...np) .
Pouzitim d do = 0 dostaneme pozadovanou rovnost
n
dnovgawnlmnp = fa dngwnlmnp = dno (a dnwnlmnp) . ]

Obdobné komutaci s difeomorfismy (generovanymi Lieovou deri-
vaci) komutuje vnéjsi derivace téz s restrikci na podvarietu. Na podva-
rieté N variety M je vnéjsi derivace samoziejmé odlisna od analogické
operace na varieté M. Jelikoz je vSak v obou pripadech déna vnéjsi
derivace stejnymi vlastnostmi, plati
Lemma V4.4 (Vnéjsi derivace a restrikce na podvarietu)

Pro antisymetrickou formu w € A? M plati

(dw)\N:d(w|N). O

verze 2.02 (2013-12-06)

M4.5 Zazeni vné&jsi derivace
Pro vnéjsi derivaci formy w zizenou s vektory
a; lze odvodit vztah

no M1 n
(dnowm___np) ag’ait ---ap”

= Z (71)ka?k dp, (""no,..n,, a'go.“a;h))
—_—

0<k<
ShEP mimo ny

+Z(_1)Ic+l [alw al}" Wnno..m, a'gﬂ - a;”n .
0<k<I<p P

mimo 7, ng
Specialné, pro p = 1 dostavame vztah z pii-
kladu P4.3. Ditkaz tvrzeni viz dodatek 4.A.
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DUKAz:
Vlozeni podvariety N do M zachovava vlastnosti definice D4.3. Jelikoz tyto
vlastnosti urcuji vnéjsi derivaci jednoznacné, staci pouze ukazat, ze (dw) |

z4visi pouze na restrikci w|y. Jinymi slovy, zZe plati
w|N:0 = (dw)|N:O.

Ovsem (dw)\N = 0 znamend, ze pro vektorova pole a; tecnd k N plati
(dnown,..n,) ag®alt - -ay? = 0. Tvrzeni (dw)|y = 0 pak plyne z mar-
gindlie M4.5 (viz téz Lemma V4.7), uzitim rozpisu pfedpokladu w|y =0
a faktu, Ze Lieova zévorka dvou vektorovych poli te¢nych k podvarieté je
opét vektorové pole tecné k podvarieté. n

4.6 Uzaviené a exaktni formy

Antisymetricka forma jejiz vnéjsi derivace vymizi se nazyva uzavrend,
forma, jez lze napsat jako vnéjsi derivace jiné formy, se nazyva exaktni.
Definice D4.4 (Uzaviené a exaktni formy)

< dw=0,
& do w=do.

w je uzavrend

w je exaktni

Prostor uzavienych (anglicky closed) forem ozna¢ime AP M a pro-
stor exaktnich (anglicky exact) forem A2 M. Pro p =0 dodefinu-
jeme A2M = {0}.

Mame tedy APM =ker d a ALM = img d. o
Ziejmé, kazda d-forma (d = dim M) je uzaviend — neexistuje zadna
nenulové (d+1)-forma. Vnéjsi souéin dvou uzavienych forem je opét
uzaviend forma (diky pravidlu pro derivovéani vngjsiho souéinu). Vnéjsi
soucin uzaviené formy k a exaktni formy w = do je exaktni forma,
KAw=d(kAo).

Z vlastnosti (iv) definice D4.3 vidime, Ze kazd4 exaktni forma je
uzaviend. Ptirozené se nabizi otédzka, zda tomu je i naopak: “Je kazda
uzaviend forma exaktni?” Odpoved dava tzv. Poincarého lemma a je
obecné negativni — uzavirené formy jsou exaktni pouze na ‘topologicky
jednoduchych’ varietach. K vymezeni ‘topologické jednoduchosti’, za-
vedeme nékolik uziteénych pojmii.

Definice D4.5 (de Rhamova kohomologie)
Faktorizaci uzavienych forem stupné p modulo exaktni formy na-
zyvame p-tou de Rhamovou kohomologickou grupou H?(M):

HP(M) = AP M /AP M .

Prvky kohomologické grupy se nazyvaji tfidy kohomologie. Kon-
krétnég, pro w € AP M budeme [w] = w + A2 M nazyvat tfidou ko-
homologie formy w. Grupovéa operace na HP (M) je pfirozené defi-
nované séitani. H?(M) navic tvofi vektorovy prostor.

Pokud je dimenze HP(M) kone¢nd, nazyvame ji p-té Bettiho
¢islo variety M,

b2 (M) = dim HP (M) .

Alternujici soucet Bettiho Cisel nazyvame Eulerovou charakteristi-
kou variety M

X(M)= Y (1P (M) °

p=0,...,d
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M4.6 Potencial uzaviené 1-formy
Otéazkou zda uzaviena 1-forma w je exaktni se
ptame, zda pro formu spliujici dw = 0 exis-
tuje funkce f, nazyvana skalarni potenciél, ta-
kova, ze w = df.

Pokud je odpovéd kladnd, potenciél lze expli-
citné zkonstruovat predpisem

D%y

fa) = [w=[Z

vy vy

wadn , (*)

kde v(n) je parametrizovand kiivka zalina-
jici v néjakém fixnim bodé zy a koncici v z,
a Dvy/dn je tefny vektor ke kiivce . Tento
predpis je konzistentni pokud nezavisi na volbé
kiivky v spojujici body z¢ a x. Nezavislost na
volbé kiivky je zajisténa, pokud integral podél
libovolné smycky je nulovy.

To lze garantovat, pokud na libovolnou
smycku A lze napnout dvoudimenzionalni plo-
chu S topologicky homeomorfni s kruhem,
0S5 = A. Pak mtuzeme pomoci Gaussovy véty
V10.16 prevést kiivkovy integral na ploSny,
ktery vymizi diky uzavienosti formy w:

/w—s/dw—o.

as

Fakt, Ze pro funkci f definovanou pomoci (*)
plati w = df plyne jiz z toho, Ze vnéjsi deri-
vace pusobi na funkcich jako obyéejny gradi-
ent. Lehce totiz nahlédneme, zZe pro libovolny
vektor a pomoci Newtonova vzorce mame

a"w, = a"dn/w
Y

kde kfivku 7 zvolime te¢nou k a. Uzitim (*)
a ‘zkracenim’ obecné zvoleného vektoru a do-
stavame w = df.

Otézku existence skalarniho potencidlu pro
uzavienou 1-formu jsme tedy pfevedli na
otazku zda kazda smycka A lze napsat jako
hranice dvoudimenzionalnitho topologického
kruhu. Jinymi slovy, zda je libovolnd smycka
spojité stahnutelna do bodu. Takové variety se
nazyvaji jednoduse souvislé.

Podminka jednoduché souvislosti je tak pod-
minkou dostate¢nou pro existenci skalarniho
potencidlu uzaviené 1-formy. Je to ale i pod-
minka nutna. Konstrukce skalarniho potenci-
alu pomoci (*) lze totiz vzdy provést lokalng.
Existence kfivky nestdhnutelné do bodu vsak
zabrani pro obecnou formu w lokélné defino-
vanou funkei f konzistentné rozsifit na funkci
jednozna¢né definovanou na celé varieté.
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De Rhamovy kohomologické grupy vystihuji ‘topologicky charak-
ter’ variety. Kohomologické grupy, vagné feceno, urcuji, kolik rtizné
dimenzionélnich ‘dér’ ¢i ‘uch’ varieta obsahuje.

Nulté Bettiho cislo je napt. ddno poctem souvislych komponent
variety: nultd kohomologické grupa H°(M) je ekvivalentni prostoru
konstantnich funkci na M a pro kazdou souvislou komponentu M
mame jednu nezavislou konstantni funkci. Trividlnost prvni kohomo-
logické grupy znamena, Ze varieta je jednoduse souvisla, tj., ze kazda
smycka lze spojité stdhnout do bodu (viz marginélie M4.6).
Definice D4.6 (Kontrahovatelna varieta)

Varietu nazyvame kontrahovatelnou (stdhnutelnou) do bodu, pokud
vSechny jeji body lze spojité stdhnout do jednoho bodu. Tj.,
pokud existuje spojité zobrazeni ¢ : (0,1) x M — M takové, Ze
#(0,2) = x a ¢(1,z) = ¢ pro n&jaky fixovany bod x,. o
PozNAMKA
Zduraznéme, ze v této definici je klicova spojitost zobrazeni stahujiciho varietu
do bodu. Pokud varieta obsahuje ‘diry’, body okolo téchto dér nelze stdhnout do
jednoho bodu spojitym zpusobem.
PRIKLAD P4.4
R"™ je kontrahovatelné varieta, R™ — 0 neni.

Kontrahovatelnost variety do bodu dava presny vyznam ‘topologické

jednoduchosti’ zminéné vyse. Plati totiz

Véta V4.5 (Poincarého lemma)
Na varieté kontrahovatelné do bodu je kazda uzaviena forma exaktni.
To znamena, ze b°(M) =1 a pro p > 0 jsou vsechny de Rhamovy
kohomologické grupy trivialni, b (M) = 0. o

Ditikaz lze nalézt ve vétsiné ucebnic diferencidlni geometrie.

PRixLAD P4.5
Prostor R" je kontrahovatelny do bodu a tudiz na R™ plati dw =0 =
Jo w=do.

PRIkLAD P4.6

Kruznice S* neni kontrahovatelna do bodu. Prvni kohomologické grupa
je netrivialni, dimenze jedna, b*(S*) = 1.

Zavedeme-li na S* vicezna¢nou thlovou soufadnici ¢ s periodou 27
(tj. hodnoty ¢ = ¢o a ¢ = ¢o + 27 popisuji tentyz bod kruznice), ma-
zeme zavést 1-formu w, kterd je na libovolné jednoduse souvislé oblasti
I c S* déna w = dy. Tato 1-forma je uzaviend, neni vSak exaktni, jeli-
koz vztah w = dy nelze rozsirit na kruznici tak aby ¢ byla jednoznacna
spojita funkce na celém S*. Prvni kohomologické grupa je pak genero-
vana tfidou kohomologie formy w.

PRIkLAD P4.7
Torus T? = S* x S' m4 Bettiho ¢isla b°(T?) = 1, (T?) = 22 b*(T?) = 1.
Analogicky ptikladu P4.6 mtZzeme pomoci thlovych souradnic podél
hlavnich kruht torusu zavést uzaviené formy w a o. Tyto formy ge-
neruji nezavislé kohomologické tiidy grupy H*' (T2). Jednodimenzionalni
kohomologicka grupa H?(T?) je generovana tiidou kohomologie formy
wANo.

PRIKLAD P4.8
Obecné, n-dimenzionalni sféra S™ neni kontrahovatelnd do bodu. Vsechny
kohomologické grupy mimo H®(M) a H™(M) jsou trivialni a b°(S™) =
b"(S™) = 1. Eulerova charakteristika sféry tedy je x(S™) =1+ (-1)".
Konkrétng, x(S?) = 2.

verze 2.02 (2013-12-06)

M4.8 Vektorovy a skalarni potencial

V kontextu marginalie M4.4 lehce nahléd-
neme, 7e z ddw = 0 vyplyvarot grad f =0 a
divrot a = 0. Poincar¢ho lemma (véta V4.5)
nam pak fikd, ze na kontrahovatelné varieté
(napf. na E?) podminky rote =0 adivb =0
jsou dostatecné pro existenci skalarnitho a
vektorového potencidlu ¢ a a takovych, ze
e=gradyp a b=rota.
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PozNAMKA

Ve svétle posledniho prikladu vidime, ze obecné ma varieta M netriviadlni ko-
homologickou grupu stupné n pokud obsahuje vnofenou topologickou sféru S™
nestahnutelnou do bodu. Jednoduse nesouvislé variety obsahuji nestahnutelné
smycky, coz vypovidd o existenci dér ‘rozprostranénych podél d — 2 dimenzi’
(d = dim M), kolem kterych jsou tyto smyc¢ku obto¢eny. Netrividlni kohomologicka
grupa H?(M) ukazuje na existenci dér ‘rozprostranénych podél d — 3 dimenzi’,
které lze ‘zabalit’ do nestahnutelnych dvoudimenzionalnich sfér. Na trojdimenzi-
onalni varieté bl (M) # 0 tak ukazuje na pfitomnost ‘linearnich dér’ (‘chybéjicich
kiivek’) a b2(M) # 0 na p¥itomnost ‘bodovych dér’. Pojem ‘diry’ je zde ale uzit
pouze na intuitivni trovni — odkazuje se zejména na situaci, kdy z topologicky tri-
vialniho prostoru E¢ vytvaiime nekontrahovatelny prostor ‘vyfezavanim’ rtznych
atvara.

verze 2.02 (2013-12-06)
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4.A Neékteré vztahy pro antisymetrické formy

V tomto dodatku si dokdzeme nékteré vztahy z hlavniho textu. Za-
¢neme explicitni formou vnéjsitho nasobeni z marginalie M4.2:
Lemma V4.6 (Explicitni tvar vnéjsiho nasobeni)

Pro vnéjsi soucin p-formy w a (r—p)-formy o plati

Wa,...ap A Oapyy...ar

= (_1)k1+ Fhpt—3 waklmakp o'al‘..a,. . O
——

1<k < <kp<r mimo ag, ...ap,

DUKAZ:
Prvni co si uvédomime je, ze znaménko v s¢itancich na pravé strané odpo-
vida pfesné znaménku permutace

o: [1,...,7] = [ki,..o kp, 1,00 1]
——
mimo ki,...,kp

Diky podmince k1 < --- < kjp se jedna o po ¢astech uspofadanou permutaci,
tj. permutaci, ve které je prvnich p i zbyvajicich r — p prvki usporadanych.
Obecné permutace se lisi od po ¢astech uspofadané permutace separatnimi
permutacemi v prvnich p a zbyvajicich r — p prvcich. OvSem diky antisy-
metrii forem w a o, permutace v prvnich p indexech a ve zbyvajicicich r — p
indexech muze pouze zménit znaménko souéinu w o. Sumu pres usporddané
permutace indexu tedy muzeme uvolnit na sumu pfes vSechny permutace
indext s tim, Ze vezmeme v Gvahu zménu znaménka. Samoziejmé, jednomu
¢lenu s uspofddanou permutaci indext pfislusi p! (r — p)! ¢leni s libovol-
nym prohozenim prvnich p a zbyvajicich r — p indexi a tak timto faktorem
musime uvolnéni podminky uspofddanosti kompenzovat:

Z (_1) vt wak1~~~akp Oa;..ar
——

1<k; <--<kp<r

mimo ap, ...akp

= E s1gn o Wa01.4,agp Uagp+1.4.agr
po c¢astech usporadané
permutace o

1 .
- p| (7‘ 7p)' § sign o wagl...agp O'aop+1...agr
permutace o
— r! —
= pllr—p)! Wlay...ap Tapyq...ar] = Way...ap A Oapiq...ar -

V poslednim fadku jsme jiz jen uzili spravnou normalizaci antisymetrizace

a definici vnéjsiho soucinu. n

Déle dokazeme lemma V4.1
DUkAz: (LEMMA V4.1)

Mame dokazat, ze souradnice vnéjsi derivace p-formy w jsou
dagwalu.ap = (p+ 1)w[a1map,a0] .

V rovnici (4.8) se s¢ita pfes usporddané hodnoty soufadnicovych indexi.
Diky antisymetrii soufadnic wa,...a, @ vnéjsiho soucinu dz** A--- A dz®?
jsou ¢leny s obecnou volbou indextt bud nulové nebo se lisi od ¢lenti s uspo-
fadanym pofadim indexti pouze permutaci. Permutace indext vsak tyto
¢leny nezméni, jelikoz se jedna o souciny dvou veli¢in antisymetrickych v
téchto indexech. V rovnici (4.8) tedy miZeme uvolnit podminku na uspo-
fadani séitacich indext a multiplikaci ¢lent kompenzovat faktorem 1/p!.

1
dw = = dway...ap A dzt A+ A dz®?
p! ’

. (4.9)
= — Way...ap,a dxao/\dxal/\"'/\ danp.
p! [ 1 P> 0]

verze 2.02 (2013-12-06)
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V druhém fadku jsme rozepsali gradient soufadnic pomoci parcidlnich de-
rivaci dwa,..a, = Way...ap,a0 A2 a vyuzili toho, Ze vnéjsi soucin je an-
tisymetricky. Ted jiz zbyva pouze opét zizit sumu na s¢itdni pres riizné
s¢itance, tj. pozadovat podminku ag < --- < ap, a tuto redukci scitanct
kompenzovat faktorem (p+1)!:

dw = Z (P+1)Wiay...ap,aq) Az A dz® Ao A dz® .

apg<---<ay
Srovnanim s (4.6) je lemma dokazéno. =

Nyni se vratime k tvrzeni z marginalie M4.5.
Lemma V4.7 (ZaZeni vnéjsi derivace)
Zuzeni vnéjsi derivace p-formy w s vektorovymi poli ag, ay, ..., a,
Ize vyjadrit:

(dnoWn,..n,) ag® @l ---apr
= Z (_l)k a’;clk dnk (wno---np ago T G’ZTJLP)
0<k<p , :
mimo ny
+ Z (=" [ar, a1]" Wnng..m, a5+ al?.
0<k<I<p

mimo ng, ng

DUKkAZ:
Vyjdeme opét z rovnice (4.8) a pouzijeme vztah (4.3), kde za 1-formu vez-
meme dwg, ...ap- Dostaneme

dnoWny..n,

= Z Z (7]‘)1C d"kwal,..ap dnoxal JARERAN dnpxap

a;<---<ap 0<k<p

mimo n g
2 : k ay a
- (_1) dnkwal...ap dnow dnpx P
0<k<p .
mimo ng
k co c
= E (_1) Weg...cp,cp dnox ce dnpm P
0<k<p —~—

mimo cg

V tfetim fadku jsme nahradili vnéjsi soucin tenzorovym (wal_,,ap je an-
tisymetrické) a odlisnou normalizaci vnéjsiho soucinu jsme vykompenzo-
vali uvolnénim podminky na uspofadani hodnot souradnicovych indexti.
V poslednim fadku jsme vyjadrili gradient soufadnic pomoci parcialnich

derivaci dn,Wa;...ap = Way...ap,a0 An, " a piejmenovali s¢itaci indexy
[ao,a1,...,ap] = [ck,Co,. .., Cpl.
Vysledny vztah zazime s (p + 1) vektory ao,...,a, a pouzijeme pravi-

dlo pro derivovani soucinu

no n1 Mp
(dnownlu.np) Qg "a; - -ap

k c c,
= E (_1) Weg...cp ek aOO cap’
——

0<k<p
- mimo cy

> (D R (weo ey a5 ay”)
e e e ——

1Ch
0<k,<p

mimo cg

= > (DA weoe, 6 ay
—— N——

0<k,1<p -
I#k mimo €k mimo azk s alcl

V druhé sumé prejmenujeme scitaci indexy ¢, — m, ¢; — n a prokomutu-

jeme index n v soufadnici we,...c, na prvni misto. To ptispéje pro [ < k

verze 2.02 (2013-12-06)
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faktorem (—1)*Y a pro [ > k faktorem (—1)! (index c; chybi!). Ve sci-
tancich s | < k pfejmenujeme [ < k a tim pfevedeme sumu na soucet pres
uspofadané indexy k < I.

nQo M1 np
dnownlmnpao a, ---Qap

= Z (-1)* ay* (weg...cp ag’ -+~ ag”) .
" — ————

'Ck
0<k, <
=h=P mimo cy

= Y (UM (af @)n — af" (a)n ) woco..c, G- ai

0<k<I<p

mimo cg, ¢;

Ovsem zavorka v druhé sumé je presné m-td souradnice Lieovy zavorky
[ak, a;]. Obdrzeli jsme tak tvrzeni lemmatu v soufadnicovém zdpisu.  m

Nakonec dokédzeme Cartanovu identitu V4.3. V textu jsme uvedli
dikaz pro p = 1. Pro formy vyssiho stupné probiha dikaz analogicky,
pouze s vyuzitim obecného tvrzeni z marginalie M4.5 — tj. s pouzitim
pravé dokédzaného lemmatu V4.7.

DUKAz: (VETA V4.3)
Aplikaci Leibnizova pravidla pro Lieovu derivaci ziuZeni p-formy w s vek-
torovymi poli a1, ..., a, dostaneme
(£aown,..n,)alt...ap"
nQ ni np
=a,°dn, (wnlmnpal ...ap )

- Z (_1)k+1(£aoa£)wnnlmnpa;” ...ag” .
1<k<p

mimo ny

k+1

Znaménko (—1) vzniklo prokomutovanim indexu » (pfejmenovany in-

dex n}) na prvni pozici. Nyni pouZijeme lemma V4.7 pro formu w a lemma V3.7

k prevedeni Lieovy derivace na Lieovu zavorku:

(£aown1“.np) 0;7111 e a;bp

_ no ny Mp
—(ao dnoc.unl,_,np)a1 ...ap

3 (D" af dn, (Wng.myap® ...ap?)

1<k<p ,
mimo ny
§ I+k n no n
- (_1) [al7ak] Wnng..np@qg - - .llpp
0<I<k<p

mimo n;, ng

+ Z (_]‘)k [a07ak]n wnnl,.,npa?l . G/;Lp .
1<k<p

mimo n g

Posledni fadek se vyrusi s ¢leny | = 0 z pfedchoziho fadku. Zbyvajici ¢leny
na druhém a tfetim radku lze identifikovat jako ¢leny z pravé strany lem-
matu V4.7 aplikovaného na (p—1)-formu a{;wnwu,%. Dostaneme tak

n] np
(.anwnlmnp) arl...ap
— n n ny n
= (ao dnwn,..n, + dn, (ag wan...np)) at ...a," .

Vektorova pole a1, ..., a, mohou byt libovolna a mtizeme je tedy ‘zkratit’.
Tim dostdavame Cartanovu identitu pro obecnou p-formu w. n

verze 2.02 (2013-12-06)



