Kapitola 3

Diffeomorfismy variet a
Lieova derivace

3.1 Zobrazeni mezi varietami

Nejdiive uvedem nékolik elementarnich definic zavadéjicich pojem

zobrazeni mezi varietami.

Definice D3.1 (Zobrazeni variet)
¢ nazyvame hladké zobrazeni variety M dimenze m na varietu N
dimenze n, pokud pro kazdou mapu (U, [']) na M a mapu (V, [¢/])
na N je slozené zobrazeni

(¢ =[y]ogola’]™ : R™ = R",

definované na oblasti [#7](U N ¢~2(V)), hladké ve smyslu normalni
hladkosti zobrazeni z R™ do R™. Téchto n realnych funkci q~57(acl)
od m realnych proménnych nazyvame souradnicové vyjadieni zob-
razeni ¢. o

POzZNAMKA ‘
Pfipomenime, Ze pod [z*] minime zobrazeni M — R™, tj. uspofddanou m-tici sou-
fadnicovych funkei #¢. Pak [z] ™! je inverzni zobrazeni z oblasti [*(U) na U C M.
Defini¢ni obor [2?](U N ¢ (V)) C R™ funkci ¢7 je vybran tak, aby y7 (¢([z?] ™))
meélo smysl.
Definice D3.2 (Diffeomorfismy)
Hladké vzajemné jednoznacné zobrazeni, jehoZ inverze je také hladka,
nazyvame diffeomorfismus. Diffeomorfismy variety M na sebe s ope-
raci skladani tvori grupu, kterou oznac¢ime Diff M. o

Velmi ¢asto budeme operovat ne s jednim diffeomorfismem, ale se
sadou diffeomorfismt parametrizovanou readlnym parametrem tvorici
grupu.

Definice D3.3 (Tok — jednoparametricka grupa diffeomorfism)

¢, nazyvame jednoparametrickou grupou diffeomorfismi ¢i také tok
na varieté M s parametry z R, pokud pro o, 3 € R plati

¢a€DiﬁM7 ¢a+ﬁ:¢ao¢ﬁ-

Ziejmé ¢p =id a ¢_o = P "1 . o
Libovolny bod « € M se pod vlivem toku ¢, ‘pohybuje’ po varieté (t;j.,
pfi ménicim se 7 se zobrazuje se na ¢, x), a to po orbité, kterd nezavisi
na 7. Jinymi slovy, body x a y = ¢,x probihaji stejnou orbitu.
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Posun o obecnou hodnotu parametru lze poskladat z mensich po-

sunid. Tok tak lze charakterizovat diferencialné.
Definice D3.4 (Generator toku)
Vektorové pole a se nazyva generatorem toku ¢,, pokud

D
a(x) = —o¢,x .
( > dr (bT T7=0
Naopak, jednoparametrickou grupu diffeomorfismii, jejiz generator
je pole a nazveme diff - [a]. o

Tok urcuje svij generator jednoznac¢né. Ale je tomu i naopak. Z vét
o existenci FeSeni obycejnych diferencidlnich rovnic plyne, zZe ke kaz-
dému vektorovému poli existuje jednoparametrickd grupa diffeomor-
fismu s timto generatorem.

3.2 Zobrazeni indukovana na te¢nou
strukturu

Zobrazeni z variety M do N indukuje zobrazeni funkci na téchto
varietach a zobrazeni tecnych a kote¢nych prostort nazyvana push-
forward (‘postré vpred’) a pull-back (‘stdhni zpét’). Hlavni rozdil mezi
zobrazenimi push-forward a pull-back je, Ze pusobi mezi varietami
opacnym smérem.
Zacnéme s indukovanym zobrazenim funkci

Definice D3.5 (Indukované zobrazeni funkci)

Necht ¢ je hladké zobrazeni M do N. Pak definujeme indukované

zobrazeni pull-back

¢ FN—-FM, fof=9¢Ff
pozadavkem
(")) =flox), tj. ¢"f=Ffoo.

Pokud je ¢ diffeomorfismus variet M a N, mtzeme zavést induko-
vané zobrazeni push-forward

¢ M —FN, f—[f=0¢.f
jako
o f=( ) f=foop". .

Slovy: transformovana (‘push-forwardovana’) funkce nabyvé v trans-
formovanych bodech stejnych hodnot jako ptuvodni funkce v bodech
puvodnich.
Pro tecné vektory je pfirozené definovat zobrazeni ¢, pusobici

stejnym smérem jako ¢
Definice D3.6 (Indukované zobrazeni push-forward)

Necht ¢ : M — N je hladké zobrazeni. Na te¢nych vektorech defi-

nujeme indukované zobrazeni push-forward

(725* : TIM - Tgsz) a— ¢*a
vztahem
bao DOCO)|
da a=0

verze 2.04 (2013-12-06)

M3.1 Vyznam Lieovych zavorek

Pomoci toku mtizeme nastinit geometricky vy-
znam Lieovych zavorek zavedenych v pred-
chozi kapitole v definici D2.3. Lieova zévorka
[a, b] dvou vektorovych poli a a b vystihuje ne-
komutativitu tokt generovanymi témito poli.
Necht ¢, = diff,[a] je tok generovany polem
a a 1pg = diff g[b] tok pole b. Pokud posuneme
bod z nejdiive podle a do bodu ¢,z a poté
podle b do bodu ¥, ¢z, dostaneme se obecné
do jiného bodu nez pokud posun provedeme v
opacném poradi. Rozdil mezi témito body cha-
rakterizuje pravé Lieova zavorka. Heuristicky
zapsano, plati

quSTI - ¢T"/’Tz ~ T2 [a-, b} .

Nedefinovanému rozdilu dvou bodu se 1ze vy-
hnout, pokud vy¢islime rozdil hodnot skalarni
funkce f v téchto bodech:

f(wr(ﬁ‘rfl;) - f(¢7'w-rflf) ~ 7’ [a’v b}n dnf('L) .

Diikaz je podan v dodatku 3.A.

Lieova zavorka [a,b] tak charakterizuje, jak
moc se ‘neuzaviraji’ orbity dvou vektorovych
poli. Pokud by se ‘uzavtely’, bylo by mozno de-
finovat dvé soufadnice ¢islujici posun ve sméru
obou poli — nezavisle na poradi posunu.
Opaéng, mame-li soufadnice {z'}, soufadni-
cové vektorova pole 8/8z" se ‘uzaviraji’ coz se
projevi i faktem, ze vzajemné Lieovy zavorky
vymizi

[i i} _

Oz’ Bxil

- viz (2.2).

Je prirozené si polozit otdzku: Pokud mame
zadand vektorova pole {a;}, i =1,...,d, jsou

podminky [a;, a;] = 0 dostate¢né k tomu, aby
tyto pole byla soufadnicova? Odpovéd je ale-
sponi lokalné ano. Tato otdzka souvisi s tzv.
Frobeniovou vétou, jejiz diskuse pfibude ca-
sem do této kapitoly.
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kde z(7) je libovolnd parametrizovand kiivka s teénym vektorem a
vedouci z bodu z. o

Jinymi slovy, indukované zobrazeni prevadi te¢né vektory ke kfivce na
tecné vektory k pfenesené kiivce. Nezavislost definice na volbé kiivky
plyne z hladkosti zobrazeni ¢.

Push-forward je linedrni zobrazeni (viz lemma V3.3 niZe) a to ndm
umoziuje definovat duélni zobrazeni na 1-formach pisobici opa¢nym
smeérem:

Definice D3.7 (Indukované zobrazeni pull-back)
Necht ¢ : M — N je hladké zobrazeni. Na teénych kovektorech je
definovano indukované zobrazeni pull-back

o T;mNHT;M, a— ¢'a
pozadavkem, ze pro libovolny vektor a € T, M plati
(¢*&)-a=a- (d.a). o

Zdtraznéme, ze zUZeni na levé strané probihd v bodé x, ziiZeni na-
pravo v bodé ¢z. Jelikoz je takto dana akce formy ¢*a na libovolny
vektor v bodé z, je tato forma dana jednoznacné.
Indukovana zobrazeni jsou zdménna s akci ,,derivovani ve sméru”,
pfipadné s operaci gradient.
Lemma V3.1 (Indukovana zobrazeni a gradient)
Push-forward komutuje s derivovanim ve sméru

(¢.a)[f] = als™f], acT,M, feFN,

neboli, pull-back komutuje s gradientem
o (af],,) = d@fl,,  fesn. :

Toto by mohla byt téZ alternativni definice zobrazeni push-forward
preferujici ndhled na vektor jako na diferencialni operator misto cha-
pani vektoru jako te¢ného sméru ke kiivce. Platnost lemmatu je zfejma
z definic indukovanych zobrazeni.
Podobné, komutace push-forwardu s derivaci ve sméru zarucuje

komutaci push-forwardu a Lieovych zavorek
Lemma V3.2 (Indukovani zobrazeni a Lieovy zavorky)

Push-forward komutuje s Liovou zdvorkou vektorovych poli

¢« [a,b] = [¢.a,¢.b] . .

Jesté ndm zbyva dokazat linearitu push-forwardu. Zformulujeme
ji rovnou pro obé indukované zobrazeni
Lemma V3.3 (Linearita indukovaného zobrazeni)
Push-forward ¢, a pull-back ¢* jsou linearni zobrazeni na te¢ném,
pripadné koteéném prostoru. 0
DUKAZ:
Linerita pull-backu plyne z linerity push-forwardu a linearity zazeni.
Diky lemmatu V3.1 méme pro libovolnou funkci f € §N

(¢«(a+b))[f] = (a +b)[¢" f] = al¢” f] + blo" f]
= (¢-a)[f] + (¢:D)[f] = ((¢-a) + (¢-b))[f] .

Tecény vektor je vsak determinovan svym puisobenim na funkcich — viz ka-
pitolu 2 — a dostdvame tak linearitu ¢.(a + b) = ¢.a + ¢.b. n

verze 2.04 (2013-12-06)

M3.2 Notace pro zuzeni

Pfipomenime jesté jednou notaci (1.3) a (1.4)
pro zuzeni (kontrakei). ZuZeni 1-formy a vek-
toru z definice D3.7 mtzeme téz zapsat

((0°&),a) = (& (¢.a))
¢i pomoci abstraktnich indext

(p*@)n a™ = én (dra)™ .
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Diky linearité miizeme indukované zobrazeni reprezentovat tenzorove,
pomoci diferencidlu zobrazeni. Jelikoz se ale jednd o linearni zobrazeni
mezi dvémi obecné riznymi vektorovymi prostory, diferencial zobra-
zeni neni obyc¢ejnym tenzorem, ale patii do tenzorového soucinu dvou
ruznych teé¢nych prostort.
Definice D3.8 (Diferencidl zobrazeni)

Necht ¢ : M — N je hladké zobrazeni. Pak diferencidl zobrazeni

Dél, e T, M @ Tyo N
definujeme vztahem

(¢-af = Di¢l. a®,
Pomoci diferencidlu lze samoziejmé vyjadrit i pull-back formy:

(¢0*@)a = Di¢ls &=, @€Ty,N. .

Lehce nahlédneme, Ze diferencial lze zapsat pomoci soufadnicového
vyjadieni ¢’ (z") zobrazeni ¢ vzhledem k soufadnicim 2’ na U C M
a soufadnicim ¢’ na V C N:

acT, M.

o¢r . .8
CvVICENI C3.1
Lehce nahlédnéte! v
POzZNAMKA

Soutadnicové vyjadieni (3.1) neni zcela explicitni, implicitné se zde predpoklada
dosazeni ‘konzistentnich argumenti’. Disledné bychom méli psat
o F:)

oxt = OyJ

Dg|. =

zi(2) ¢z

PRIKLAD P3.1 (DIFERENCIAL NA REALNYCH CISLECH)
Prikladem diferencialu jsou i gradient a te¢ny vektor. Pokud ztotoznime
te¢né vektory a 1-formy na varieté realnych ¢isel R s ¢isly samotnymi, pak
gradient df je diferencial zobrazeni f : M — R. Obdobné teény vektor
Dz/dr parametrizované kiivky z(7) je diferencidl zobrazeni z : R — M.

Pro diferencial plati obvykly vzorec pro derivovani slozené funkce:
Lemma V3.4
Necht ¢ : My — Ms a 1 : My — Ms jsou hladkd zobrazeni. Pro
diferencial sloZzeného zobrazeni ¢ o 1 plati

D(¢o1p) = [(Dg)ot] - Dip.
Tecka zde naznacuje z0zeni v tecnych prostorech variety Ms,. Za-
pséno pomoci indext:

DZ(9ov)|, = Dd|,, Dy, . -

Zobrazeni push-forward lze zobecnit na zobrazeni tecnych tenzori
typu (p,0) a zobrazeni pull-back na tenzory typu (0, p) pozadavkem,
ze komutuji s tenzorovym soucinem. Mame tedy definovano

¢r : ThM — Tyob N, ¢" : Tye) N - T,OM . (3.2)

Vzhledem k tomu, Ze push-forward a pull-back ptisobi opa¢nymi sméry,

nemiizeme je pro obecné zobrazeni zkombinovat a definovat induko-
vané zobrazeni pro tenzory smiseného typu.

Situace je ale odlisnd pokud je ¢ diffeomorfismus. Pak mizeme
dodefinovat push-forward i pro formy a pull-back pro vektory poza-
davkem, aby si tyto dvé zobrazeni odpovidala pii zdméné ¢ na ¢~1.

verze 2.04 (2013-12-06)

M3.3 Jednodimenzionalni diferencial

Pokud bychom nechtéli provadét ztotoznéni
predpokladané v prikladu P3.1, mizeme cha-
pat 7 jako soufadnici na jednodimenzionélni
varieté N a realnou funkci f na M cha-
pat jako soufadnicovou hodnotu zobrazeni
f: M — N, tj. f(x) = 7(f(z)). Pak diferen-

cidl f a gradient f souvisi
-0
Df=df —.
/ / or

Parametrizovand kiivka Z(7) definuje zobra-
zeni z: N — M a jeho diferenciél je dan tec-
nym vektorem ke kfivce

Dz

Dz=dr—.

dr
Bézné mezi f a f, pfipadné Z a z, nerozliSu-
jeme.
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Definice D3.9 (Indukované zobrazeni diffeomorfismu)
Necht ¢ : M — N je diffeomorfismus. Potom definujeme

b TM—TLN, 6= (071",

P* Ty N — T, M, " = (¢71)*
Na tenzory libovolného typu tyto zobrazeni rozsifime pozadavkem
komutace s tenzorovym nasobenim. o

Doposud jsme transformovali tenzorové objekty lokalizované v
jednotlivych bodech. Obecné vzor a obraz téchto zobrazeni nelezi ve
stejném tenzorovém prostoru — jednd se tenzory v rtiznych bodech
(v principu) riznych variet. V pfipadé diffeomorfismu variety na sebe
je ale mozné definovat zobrazeni mezi tenzorovymi poli, které pre-
vadi pole na pole stejnéeho typu. Tenzorové pole lze chapat jako funkci
nabyvajici hodnot v te¢nych prostorech. Pti transformaci pole pouzi-
jeme stejny princip jako u skaldrnich funkci (definice D3.5), musime
ale navic transformovat i funkéni hodnotu.

Definice D3.10 (Indukované zobrazeni tenzorovych poli)
Necht ¢ € Diff M. Indukované zobrazeni

bu: IIM —IFM, A — ¢ A
definujeme

(9:A)(x) = ¢« (A(¢ ') - o

Indukované zobrazeni na tenzorovych polich je zfejmé linedrni (i vzhle-
dem k nasobeni funkci) a komutuje s tenzorovym souéinem a zuzenim.
Pomoci diferencidlu D¢ 1ze transformované pole zapsat nasledovneé:

(0 A =D gog ... Dpg ... Alog™ .

PozNAMKA

Poznamenejme, Ze trochu ‘preplacany’ shluk symboli D2 ¢o¢t (vydisleny v
bodé ) znaéi slozeni D2 ¢ a ¢!, tj. ‘oindexovany’ diferencial D¢ vyéisleny v
bodé& ¢lx. Obdobné je nutno &ist AT o¢ L. P¥i bé&zném uzivani se vétsinou in-
verzni zobrazeni ¢! v argumentech nepise a predpoklada se implicitné, na zakladé
kontextu.

(3.3)

3.3 Lieova derivace

Doposud jsme zavedli pouze jeden zptisob derivovani ‘poli’ na varieté
— derivovani skaldrni funkce ve sméru daného vektoru (a samoziejmé
s timto souvisejici gradient funkce). Bohuzel, tento koncept nelze jed-
noduse zobecnit na slozitéjsi objekty — na tenzorova pole. Na varieté
neumime od¢itat tenzory v ruznych bodech a nemizeme tak ptrimo-
¢afe zavést ‘derivaci ve sméru’ tenzorového pole A(z) analogicky de-
finici D2.2:

lim 1 (A(Z(T)) — A(Z(O))) .

T—0 T

(3.4)

Aby takovéito definice méla smysl, musime néjakym zptsobem ‘pfe-
nést’ tenzory A(z(7)) a A(2(0)) do stejného bodu. V této kapitole
jsme se ale naucili tenzory pfenaset — totiz pomoci indukovaného zob-
razeni toku.

verze 2.04 (2013-12-06)

M3.4 Jak a co umime doposud derivovat?
Vedle gradientu a derivovani funkce ve sméru
jsme se setkali jesté s dvéma operacemi, které
jsou tzce spojené s derivovanim.

Za prvé, Lieovy zavorky maji charakter deri-
vace v obou svych argumentech — spliuji pra-
vidlo pro derivovéani souéinu funkce a vektoro-
vého pole a ‘soucinu’ dvou vektort (kde ‘sou-
¢in’ vektori je minéna jejich Lieova zavorka).

Za druhé, diferencidl zobrazeni zavedeny v
predchozi sekci ma téz charakter derivovani.

Ale jelikoz se v tomto ptipadé derivuje zobra-
zeni mezi dvéma varietami a vysledek je smi-
Seny tenzor teény k témto dvéma varieatam,,
nejednd se zde o derivaci obycejné ‘polni veli-
éiny’.
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Pokud méme na varieté zadany tok (definice D3.3), je pfirozené
se ptat jak se méni tenzorové pole pfi posunuti podél tohoto toku.
Tok nam za prvé urcuje smér, ve kterém se posuneme ze zvoleného
bodu. Ale nejen to. Tok také urcuje, jak se posouvaji vSechny body
v okoli tohoto bodu a tim i urc¢uje jak se posouvaji objekty z tecnych
prostori. Tecné prostory v riznych bodech totiz mtuzeme identifikovat
pomoci push-forwardu indukovaného tokem. Intuitivné to znamena,
Ze pomoci toku ‘pfenasime’ i ‘pfistroje’ (pfesné Fedeno: prvky béze),
se kterymi ‘mé¥ime’ ¢i ‘popisujeme’ objekty v tecnych prostorech. Tj.
tenzor prohlasime za ‘stejny’, pokud ma stejné soufadnice vzhledem
k pfenesené bazi. Coz je ekvivalentni tomu, Ze je pfenesen pomoci
zadaného toku.

Jelikoz nas hlavné zajim4 zména pfi malych posunuti (tj. derivace
pole), tak je pfirozené zadat tok pomoci jeho generatoru — pomoci
vektorového pole urcujiciho ‘smér’ toku. Derivace méfici zménu ten-
zorového pole pti posunu podél takto zadaného toku se nazyva Lieova
derivace.

Definice D3.11 (Lieova derivace)
Necht A je tenzorové pole, v vektorové pole definovana na okoli
bodu z a necht ¢, = diff . [v] je tok (jednoparametrickd grupa dif-
feomorfismii) s generatorem v. Lieova derivace £1A pole A podél
vektorového pole v je definovéna:

£0A|, = lim — (5L A(6,2) - A(2))

Pfi pouziti tenzorovych indexii budeme psét (£9.A)8: nebo prosté
£ A% Soufadnice vysledku Lieova derivovani zapiseme (£aA)b
a v tomto pripadé zavorky nebudeme vynechavat. o

POzZNAMKA
Vyraz bez zavorek £y A% si ponechame pro naznaceni derivovani souradnic A%
tenzorového pole. Jak hned uvidime, to je rovno a[A% ].

Pouzitim definice D3.10 indukovaného zobrazeni poli a faktu, ze ¢ '=¢_

miuzeme Lieovu derivaci téz prepsat v feci poli:

d

(0 4) (3:5)

£oA=lim (gL A~ A)=-

7=0

Vidime, ze se zde vyuziva faktu, ze indukované zobrazeni ¢, prevadi
tenzorova pole na pole stejného typu — ze stejného linedrniho prostoru
T M. Derivace na pravé strané (3.5) ma tak smysl.

Zduraznéme jesté jednou, Ze Lieova derivace je definovana podél
vektorového pole — nestadi zadat pouze smér (jeden vektor), ve kte-
rém chceme derivovat. Musime zadat navic tok, ktery ndm umozni
prenaset tenzory z bodu do bodu — a k tomu potfebujeme vektorové
pole v celém okoli zkoumaného bodu.

Lieova derivace ma obvyklé vlastnosti derivaci:

Véta V3.5 (Lieova derivace)
Lieova derivace podél a € M je linedrni

£a(A+7‘B) = £aA—|—’I“£aB y (1)
splnuje pravidlo pro derivovani souc¢inu

£a(AB) = (£4A) B + A (£4B) (i)

verze 2.04 (2013-12-06)

Ma3.5 Lieova derivace a symetrie

Lieova derivace hraje dilezitou roli hlavné pfi
zkoumani symetrii. Z jejiho zavedeni je zfejmé,
ze jakakoli kvantita popsana tenzorovym po-
lem A je neménné pii posunu podél toku ¢,
pokud jeji Lieova derivace £9A podle gene-
ratoru toku v vymizi. V takovém pripadé fi-
kame, ze tok ¢, je symetrii pole A.

Pro skalarni funkce tato podminka znamena,
ze funkce musi byt konstantni podél orbit
zéddnou symetrii. Podminka existence symet-
rie muze tak vyrazné zuzit vybér zkoumaného
tenzorového pole.

V kapitole 6, oddile 6.5 se budeme zabyvat sy-
metriemi metriky. Generatorim téchto syme-
trii se ¥ika Killingovy vektory. Symetrie lorent-
zovskych metrik jsou velmi dutlezité v obecné
teorii relativity a to jak pfi interpretaci prosto-

troCasovych geometrii, tak pfi samotném hle-

dani feSeni Einsteinovych gravitacnich rov-
nic. Je zndmo jen velmi mélo presnych feseni
téchto rovnic, ktera by neméla zadnou symet-
rii.

Symetrie hraji podstatnou roli také v teorii ka-
libra¢nich poli (zde se jedné o symetrie na jis-
tém fibrovaném bundlu vnitfnich stupna vol-
nosti).

Lieova derivace se dale vyuzivd napi. v geo-
metrické formulaci teoretické mechaniky, kde
se pomoci ni zapisuji Lagrangeovy rovnice ¢i
identifikuji kanonické transformace.
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a na funkcich pisobi jako obyc¢ejnd derivace ve sméru
faf=alfl]=a"dnf. (iii)

Zde A, B jsou libovolna tenzorova pole, f skalarni funkce a r € R.g

DUkAZ:
Tyto vlastnosti pfimo plynou z vlastnosti derivace na pravé strané (3.5).m

Lieova derivace komutuje s gradientem

Véta V3.6 (Lieova derivace a gradient)
Proa € M a f € §M plati

Ladf = dLaf .

DUKAzZ:

Jedn4 se o diferencialni vyjadieni lemmatu V3.1. Pokud zderivujeme podle
7 vztah ¢r.df = d¢-.f, kde ¢, = diff - [a] je tok s generdtorem a, dosta-
neme dokazované tvrzeni. n

Lieova derivace vektorového pole vede na operaci, kterou jiz znadme —
na Lieovu zavorku:
Véta V3.7 (Lieova derivace vektoru)

Pro dvé vektorova pole a, b plati

£gb=[a,b] . .

DUKkAz:
Zazime £qb s gradientem libovolné funkce a s pouzitim vét V3.5, V3.6 a
definice Lieovy zévorky D2.3 dostaneme

(£ab)" dnf = £a(b" dnf) —b" £adnf
= £a(bf]) —b" dnLaf = albf]] — blalf]] = [a,b]" dnf .

‘Zkracenim’ gradientu df dostaneme tvrzeni véty. n

Lieova zéavorka se vuci Lieové derivaci chova téz jako soudin -
miizeme zformulovat pravidlo pro derivovani soucinu:
Lemma V3.8 (Lieova derivace Lieovych zavorek)
Pro vektorova pole a, b a ¢ plati

£c[a,b] = [£ca,b} + [a, £Cb} . 0

DUKAzZ:

Plyne z komutace push-forwardu ¢-. a Lieovych zavorek V3.2. Zderivova-

nim ¢-.[a, b] = [¢-«a, p-.b] podle 7 da vztah (3.5) pozadované tvrzeni.
Alternativné, pomoci véty V3.7 nalezneme, ze dokazované tvrzeni je

ekvivalentni Jacobiho identité pro Lieovy zavorky. =

Tyto vlastnosti nam jiz umozni spocitat derivaci libovolného ten-
zororového pole. To lze totiz vzdy rozepsat jako linearni kombinaci
prvku soufadnicové baze. A ty jsou tvorené tenzorovym soucinem
soufadnicovych vektord a 1-forem, které jiz umime zderivovat podle
predchazejicich dvou vét.

Specialné se nam vypocet zjednodusi, pokud pouzijeme sourad-
nice x?, které jsou pfizptisobené vektorovému poli a, podle kterého
derivujeme. To znamend takové soutadnice, pro které 9/9x! = a.
Soutadnice z2, ..., 2% (d je dimenze variety) jsou pak konstantni po-
dél orbit toku generovaného polem a a privilegovana soufadnice x!

verze 2.04 (2013-12-06)
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parametrizuje ‘posun’ pomoci toku. Jelikoz Lieovy zévorky soufadni-
covych poli jsou nulové a derivace souradnicovych funkci ve sméru a
konstantni (1 nebo 0), tak £48/8z° = 0 a £g dz’ = 0. Derivace libo-
volného tenzorového pole se nam tedy redukuje na pouhou parcialni
derivaci jeho soutfadnic

(£, A)im = Al 4 (3.6)

Nakonec ukazeme, ze Lieova derivace pusobici na obecné tenzo-
rova pole reprezentuje Lieovu algebru vektorovych poli
Véta V3.9 (Komutator Lieovych derivaci)
Pro libovolna vektorova pole a, b plati

Laty—Lpta =Ll p)

kde Lieovy derivace mohou ptsobit na obecné tenzorové pole.
DUKAZ:
Nejdfive dokézeme, ze operdtor L = £a Ly — £pLa — ’€[a, b] je pseudo-
derivace. Ziejmé se jedna o operator linearni vici souctu a nasobeni kon-
stantnim cislem. Ultralokalita (anihilace skalarni funkce) plyne z definice
Lieovy derivace D3.11. Zbyva ovéfit Leibnizovo pravidlo:

L(AB) = £a((£,4)B + A(£,B)) - £((£aA)B + A(£aB))
~ (£[a,5]4) B — A(£[q,5B)
= (LA)B + A(LB) + (£pA)(£aB) + (£aA) (£pB)
— (£a4)(£pB) - (£pA) (£aB)
— (LA)B + A(LB)

Pseudoderivace je plné déna svoji akci na vektorech (véta V2.4). Pro vek-
torové pole ¢ vSak plati Le = 0, jak ovéfime opakovanym uzitim véty V3.7
a Jacobiho identity pro Lieovy zdvorky (véta V2.2). Musi tedy platit L = 0,
coz jsme chtéli dokazat. n

V ptistich kapitolach postupné vyjadiime Lieovu derivaci jesté né-
kolika dalsimi zptisoby. Lieovu derivaci antisymetrickych forem napf.
zapiSeme pomoci vnéjsi derivace (viz vétu V4.3 a lemma V4.2). Vztah
Lieovy a kovariantni derivace lze nalézt ve vété V7.19 v kapitole 7 a
Lieova derivace vektové hustoty bude rovna jeji divergenci (viz kapi-
tolu 10).

3.4 Podvariety

Intuitivné je koncept podvariety — variety ‘vlozené’ do vétsi variety
— jasny. PFi presné definici vSak muZeme narazit na urcita uskali.
Podvariata znamend totiz vice nez jen podprostor v mnozinovém ¢i
topologickém smyslu. Byti podvarietou s sebou také nese informaci
o diferencovatelné struktuie a vztahu teénych struktur ‘velké’ a ‘vlo-
zené’ variety. Toto vlozeni musi byt ‘slusné’, nesmi nikde ‘degenero-
vat’. Abychom tento rys podchytili, musime nejdiive zavést nékolik
Definice D3.12 (Lokélni vlastnosti zobrazenti)

Hladké zobrazeni ¢ : N — M budeme nazyvat lokdIné prosté (injek-

tivni) v bodé x € N, pokud push-forward ¢.|, je prosté zobrazeni

verze 2.04 (2013-12-06)

M3.6 Znaceni parcialni derivace

Pouze pripomeneme znaceni zavedené v pred-
chozi kapitole v definici D2.1: ¢arka v dolnich
soufadnicovych indexech znaéi parcidlni deri-
vaci

AL
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te¢ného prostoru T, N do T3, M. Jinymi slovy, ¢ je v bodé x lokalné
prosté, pokud ker ¢, |, = {0}.

Zobrazeni ¢ nazveme v bodé x € N lokalné surjektivni ¢i lokdlné
»na”, pokud img ¢, |, = Ty, M. o

Ziejmé ¢ muze byt lokalné prosté pouze pokud dim N < dim M a
lokdlné surjektivni pokud dim N > dim M. Tyto pojmy (zejména lo-
kalni injekee) zachycuji lokdlné, kolem jednoho bodu, vyznam nede-
generovaného vnoreni jedné variety v druhou. Zhruba feceno, tecny
prostor vzorové variety se nesmi pfi zobrazeni zmensSit. Nesmi v da-
ném bodé existovat smeéry, které po zobrazeni zdegeneruji. Chceme,
aby kazdému sméru z daného bodu odpovidal po zobrazeni opét né-
jaky netrividlni smér v cilové varieté. Varieta se pii zobrazeni nesmi
v daném bodé ‘singularné zdrcnout’.
Geometricky vyznam definovanych pojmu dale osvétli teorém ply-

nouci z véty o implicitni funkci:
Véta V3.10 (Lokalné prizpusobené soufadnice)

Necht zobrazeni ¢ : N — M je hladké, m = dim M a n = dim N.

Plati:

(i) Pokud je ¢ lokalné prosté v bodé z € N, pak

- exituje okoli V bodu z, na kterém je ¢ prosté,

- pro kazdé soutadnice y* (i = 1,...,n) na okoli V lze na néjakém
okoli U bodu ¢z zavést soufadnice 27 (j =1,...,m) tak, Ze pro
w €V plati

' (pw) = y'(w) , proi=1,...,n,
27 (pw) =0, proj=n-+1,...,m.

(ii) Pokud je ¢ lokalné surjektivni v bodé z € N, pak
- exituje okoli V' bodu z takové, ze U = ¢(V) je okoli bodu
¢z € M,

- pro kazdé soufadnicemi 27 (j =1,...,m), na U existuji sou-
fadnice ¢*, i = 1,...,n, na V tak, Zze pro w € V plati
o (pw) =y (w), proj=1,...,m.

(iii) Pokud je ¢ v bodé z lokdlné prosté i surjektivni, pak exituje
okoli V bodu z, na kterém je ¢ diffeomorfismus.

Soufadnicim zavedenym v (i) a (ii) fikdme sourfadnice pfizpisobené
zobrazeni ¢. O

PozZNAMKA
Pripomenme, ze pod okolim bodu minime otevienou mnozinu obsahujici tento
bod. Diky tomu je prvni tvrzeni bodu (ii) netrividlni.

Lokalné prosté zobrazeni ve zvoleném bodé tak pfevadi malé okoli
tohoto bodu na podmnozinu cilové variety takovym zpisobem, Ze se
zachovava tecna struktura i pojem hladkosti v okoli zvoleného bodu.
Vzor a obraz jsou blizko daného bodu diffeomorfni, z hlediska struk-
tury variet si jsou ekvivalentni.

Koncept lokalni prostoty mtizeme nyni ‘globalizovat’:

Definice D3.13 (Vnofeni a vloZeni)
Hladké zobrazeni ¢ : N — M se nazyva vnoreni N do M, pokud je
toto zobrazeni v kazdém bodé variety NV lokdlné prosté.
Je-li ¢ navic prosté, nazyva se vloZeni N do M. o

verze 2.04 (2013-12-06)
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Vnoteni tak vyzaduje ‘lokdlni nedegenerovanost’ (jistou ‘nezdrclost’)
tecné struktury na vzorové varieté N z hlediska tecné struktury ci-
lové variety M. Vnoteni ale v principu pripousti, aby vnorena varieta
protinala sama sebe. Tato moznost ukazuje na vyznam rozliSovani
mezi vzorovou varietou N a jejim obrazem +(N) C M. A¢ jsou tyto
dva prostory lokalné stejné, globalni obraz +(N) nemusi byt varietou.
Diferencovatelna a te¢na struktura vnofované variety je tak zachy-
cena na varieté N, ne nutné v jejim obraze. Pokud totiz vnoreni neni
globalné prosté, vnofend varieta sama sebe protind (¢i se sama sebe
dotyka) a v téchto kritickych bodech nemd jeji obraz strukturu vari-
ety.

Vlozeni oproti vnofeni vyzaduje navic pravé globalni prostotu (in-
jektivnost). Jedna se tedy o koncept jez definuje pojem vlozené pod-
variety:

Definice D3.14 (Podvarieta)
Pokud je ¢ vlozeni variety N do M, nazyvame obraz N = 1(N)
podvarietou variety M. Prostory N a N se &asto nerozlisuji.
Kodimenzi podvariety N nazyvame rozdil dimenzi dim M — dim N .,

Definice D3.15 (Soufadnice lokalné pfizpusobené podvarieté)
Méjme podvarietu N dimenze d—n variety M dimenze d. Soutrad-
nicim 2%, i = 1,...,d na M ¥ikdme, Ze jsou lokdlné pFizpiisobené (&i
jen prizpusobené) podvarieté N pokud

'y =0 pro i=1,...,n,
2|y, i=mn+1,...,d tvoii soufadny systém na N .
Existence takovych soufadnic je zarucena vétou V3.10. °

Lokalné prizptisobené souradnice demonstruji fakt, ze N ma struk-
turu variety (indukovanou z variety N) kompatabilni se strukturou
okolni variety M.

Zduraznéme ale, Ze je nutno odliSovat te¢né struktury ve smyslu
podvariety N a ve smyslu okolni variety M. Vektory tecné k N sice
mizeme identifikovat s vektory pat¥ici do (podprostoru) teéného pro-
storu T'M (pomoci zobrazeni push-foward, které je prosté), to samé
ale nelze ucinit s 1-formami. Pokud je dimenze podvariety mensi nez
dimenze okolni variety, pro 1-formy neméame push-forward k dispo-
zici. A zobrazeni pull-back stahujici 1-formy z T™ M zpét do T N neni
prosté (dimker ¢* = dim M — dim N). Proto musime rozliovat mezi
tenzory ve smyslu variety M a ve smyslu podvariety N — prestoze
oba typy tenzort jsou ‘lokalizované’ v jednom bodé.

Pull-back forem umoziiuje pouze definovat restrikci formy na pod-
varietu.

Definice D3.16 (Restrikce formy na podvarietu)
Méjme podvarietu N = ¢(N) variety M danou vnofenim ¢. Re-
strikel w|y € ngN formy w € ngM definované v bodé z € M
leZicim na podvarieté N minime pull-back formy na N

wly =w . o

Ziejmé restrikce w|y pisobi na vektorech teénych k N stejné jako
puvodni forma w na stejnych vektorech chapanych jako prvky te¢ného
prostoru k M.

verze 2.04 (2013-12-06)

Ma3.7 Vlozeni, vnofeni a injekce

Rozdily mezi vlozenim, vnofenim, prostym
a pouze hladkym zobrazenim jsou pomérné
jemné. Dokumentujeme si je na jednoduchém
piikladé zobrazeni jednodimenzidlni variety
N = R! se soufadnici ¢ do roviny M = R? se
soufadnicemi [z!, 22]. Soufadnicové vyjadieni
zobrazeni ¢ oznatime ¢! a @2 (viz definici
D3.1). Ozna¢me jesté o bod z N, pro ktery
t(o) = 0.

Zobrazeni ¢ nebude hladké, pokud ma obraz
¢(N) v M ‘rohy’. Napi. zobrazeni dané vztahy
dL(t)=t, ¢2(t)=0 pro t<0 a ¢l(t)=0,
@%(t) =t pro t > 0 neni hladké v bodé o.
Zobrazeni ¢ ale nemusi byt hladké i pokud jeho
obraz ‘rohy nema’ — hladkost zavisi také na
tom, jak rychle (a hladce) ‘ubihaji’ soufadnice
na N z hlediska soufadnic na M. Napf. pro
funkee @' (t) = |t|, #*(t) = 0 neni ¢ hladké v
bodé o — nelze zde totiz ani definovat diferen-

cial D|,.
Obecné hladké zobrazeni nemusi byt prosté
ani lokdlné prosté. Napif. pro funkce

1 (t) = cost, @2(t)=0 neni zobrazeni ¢
lokalné prosté v bodech ‘obratu’, tj. tam, kde
t = km, k € Z. V téchto bodech push-forward
degeneruje na trividlni zobrazeni ¢.a = 0, tj.
napf. v bodé o mame Dé¢|, = 0.

Hladké zobrazeni miize byt prosté, a zaro-
venl ne v kazdém bodé lokalné prosté. Napft.
pro funkce ¢! (t) = 3, $2(t) = 0 je zobrazeni ¢
prosté, ale neni lokalné prosté v bodé o. Opét,
v tomto bodé mame D¢|, = 0.

Naopak, wvnofeni — zobrazeni vsude
kélné prosté — nemusi byt prosté. Napi.
funkce ¢!(t) = cost, ¢?(t) =sint davaji lo-
kalné prosté zobrazené ¢, ale diky periodicité
funkei vzor kazdého bodu z ¢(NV) je tvofen ne-
konec¢né body v V. Lze samoziejmé zkonstru-
ovat i vnofeni, kterda nejsou prosté tieba jen
v jednom bodé (vnofend varieta protind sama
sebe v jednom bodé).

Konecné piikladem vlozZeni je zobrazeni dané
funkcemi ¢'(t) =t, ¢2(t) =0, které definuje
podvarietu ,,osu z'”.

lo-
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3.A Geometricky vyznam Lieovy zavorky

Chceme dokazat tvrzeni marginalie M3.1

Lemma V3.11 (Vyznam Lieovy zavorky)
Mgjme dvé vektorova pole a, b, ktera generuji toky ¢, = diff ,[a] a
g = diff g[b]. Nekomutativita téchto toki je charakterizovana Lie-
ovou zavorkou. Konkrétné, pro libovolnou funkci f plati

f(Wrra) = f(prthra) = 7%[a,b]" dp f(z) + O(3) . D

DUkAz:
Pro zjednoduSeni zipisu definujme funkce a(a, 3), b(8,«) dvou promén-
nych:

a(avﬁ) = f(¢>a1/’ﬁ«’ﬂ) ’ b(ﬁva) = f(1/Jﬁ¢afE) .

Nyni budeme chtit nalézt rozvoj téchto funkci okolo bodu @ = 3 = 0. Nulté
¢leny rozvoje jsou ptimo hodnoty obou funkci:

a(0,0) = b(0,0) = f(z) .

Jelikoz funkce a, b zavisi na «, B pouze skrze argument ¢,1gx ¢i Ygpar,
parcidlni derivace podle jednotlivych proménnych jsou derivace ve sméru
poli a a b, respektive ‘posunutych’ poli p.b a Ys.a. Vskutku, tecny vektor
kiivky ug(a) = ¢atppz (s parametrem ) je aly,(a), kdezto teény vektor
kiivky 9a(8) = ¢atppx (s parametrem 3) je ¢axb|s,(3). Obdobné pro pro-
hozend pole a a b — viz obrazky na této strance. Prvni parcialni derivace
funkci a a b tedy jsou:

2y
Oa
ob
%(6705) = (b ) df)|¢'5¢a96 )
Druhé parcialni derivace se mohou spocist stejnym zptsobem, pokud prvni
derivace zavisi na parametru druhého derivovani opét pouze skrze argument
. . « . 82 82 i~

¢athpz & Pppax. To je splnéno pro derivace z— a 3520 Ve smisenych
derivacich podle « i 3 toho lze dosdhnout spravnym poradim derivovani.
Dostévame:

da
a3
ob

D (.00 = (Wwa)- df)], ., -

aB)=(a-df), ..o F5d)=((6ub)-df)], , .

s =(a @ an)| .
@) = ((0nd) (0t an)|
88:;[3 (0,8) = ((6ab) - (- ) datps
37;2(570[) —(b-(v- df))\maz ’

T (5.0) = ((Woa) - (W) - dF)) oo
azzal)a (8,0) = ((¢-a) - (b~ af)) )wﬁw '

K rozvoji funkci a a b potfebujeme hodnoty derivaci pro a = 3 = 0:

da da
o 0
8—2(0,0):(1). df)|, , %(0,0):(a. af)|,

verze 2.04 (2013-12-06)

axb a

X

Funkce a(a, 8) je rovna funkci f vyéislené v
bodé ¢,1px. Pii ménicim se a se bod ¢pagr
pohybuje po kiivce, kterou nazveme ug(c)
(kfivky ug(c) pro tii rizné 3 jsou v obrazku
zndzornény jako plné kiivky). Parcidlni deri-
vace podle a odpovidé derivaci ve sméru tec-
ném k ug(a), coz znamend ve sméru pole a.
P¥i ménicim se 8 se bod ¢.1sx pohybuje po
kiivee U4(0), jejiz teény vektor je @b (v ob-
razku jsou tyto kiivky znazornény ¢arkované).
Parcidlni derivace da/08 tak odpovida deri-
vaci ve sméru @u.b.

kterd za-

b(B8, ),
Yppar definujeme kiivky
Vo (B) = Yppax (v obrazku plné ¢ary) s teé-
nym vektorem b davajici parcidlni derivaci
0b/0B, a kiivky dg(e) = Ypoax (v obrazku
¢arkované) s teénym vektorem 1g.a urcujici
parcidlni derivaci 0b/0a.

Obdobné pro funkci

visi na bodé
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o0 =(o- el GEe0- ().
GF00=(0an) . FEo0=(a @ )|

%b

&a C a5ea 00 = (a~ (b- df))

S pouzitim téchto hodnot v Taylorové rozvoji dostaneme
f(¢f¢fx) - f(¢f¢‘r37) =b(r,7) — a(T: )

:<ba+(8b+abaaaa)7

T x

o  Oa Oa 08
10*% 10% 9%b 10%a 1 9a> 9%b \ -
+( )7

20 200 " 9008 2002 208 T 9B0a
+ O(T?’)>

=7*(a-d(b-df) ~b- d(a- af))
= 72 [a,b] . df{I +(9(T3) ,

a=p6=0

+ (’)(7'3)

kde v poslednim Fadku jsme pouzili definici D2.3. Tvrzeni lemmatu je tim
dokéazano. n
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