Geometrické metody ve fyzice

Studijni text k prednaskam
Geometrické metody teoretické fyziky I a I
urcenych zejména pro tieti a ¢tvrty rocnik studia
teoretické fyziky na MFF UK.

Pavel Krtous

UTF MFF UK



Obsah

Uvod

1 Tenzory
1.1 Ogznacleni tenzort . . . . . . .. .. ... ... ...
1.2 Abstraktniindexy . . ... ... ... ... ... ..
1.3 Nékteré vlastnosti tenzora . . . . . . .. .. ... ..
1.4 Prostor antisymetrickych tenzord . . . . . . ... ..
1.5 Prostor symetrickych tenzora . . .. .. ... .. ..

2 Varieta a jeji te¢na struktura
2.1 Varieta. . .. ... ... o
2.2 Tetnévektory . . . . .. .. ... .. .. ... ...,
2.3 Tecné 1-formy a gradient . . . .. .. ... ... ..
2.4 TeCnétenzory . . . . . . . . . ...
2.5 Pseudoderivace . . . .. . ... ...

3 Diffeomorfismy variet a Lieova derivace
3.1 Zobrazeni mezi varietami . . . ... ... ... ...
3.2 Zobrazeni indukovana na te¢nou
strukturu . . .. ...
3.3 Lieovaderivace . . . . . .. ... .. ... ......
34 Podvariety . . . . .. ... oo
3.A Geometricky vyznam Lieovy zavorky . . . . . .. ..

4 Antisymetrické formy
4.1 Zavedeni antisymetrickych forem . . ... ... ...
4.2 Vnéjsindsobeni . . . . . .. ...
4.3 Soufadnice na APM . ... .. ... ... ... ...
4.4 Vnéjsiderivace . . . .. ...
4.5 Vztah vnéjsi a Lieovy derivace . . . . .. ... ...
4.6 Uzaviené a exaktni formy . . ... ... ... ....
4.A Nékteré vztahy pro antisymetrické formy . . . . . . .

5 Integrovani na varietach
5.1 Soufadnicové integrovani . . . . . . . . ... ... ..
5.2 Integrovatelné hustoty — motivace. . . . . . . . . ..
5.3 Integrovatelné hustoty — definice . . . .. ... ...
5.4 Integrovani hustot . ... .. ... ... ... ....
5.5 Vlastnosti hustot a operace s nimi . . . . ... ...
5.6 Vztah hustot k antisymetrickym d-formam . . . . . .
5.7 Integrovani antisymetrickych d-forem . . . . . . . ..
5.8 Integrovani na podvarietach . . . . . ... ... ...

0

i
O O Tt W W =

T

CI!CIYC‘Y!OTOT
0 O =N



6 Metrika
6.1 Metrika . . . .. ... o
6.2 Riemannovské a lorentzovské metriky . . ... ...
6.3 ZvySovani a snizovani indext . . .. ... ... ...
6.4 Objekty definované pomoci metriky . ... ... ..
6.5 Killingovy vektory . . . .. ... ... ... ... .

7 Kovariantni derivace
7.1 Paralelnipfenos. . . . . . ... . ... ... .....
7.2 Kovariantni derivace . . . . . . ... ... ... ...
7.3 Souradnicova kovariantni derivace . . . . .. .. ..
7.4 Slozky kovariantni derivace . . . . .. ... ... ..
7.5 Torze. . . . . . . . . . .o
7.6 Prostor kovariantnich derivaci . . . . . .. ... ...
7.7 Geodetiky a normalni okoli . . . ... .. ... ...
7.8 Vztah mezi kovariantni a Lieovou derivaci . . . . . .
7.9 Vaztah mezi kovariantni a vnéjsi derivaci . . . . . . .
7.10 Kfivost . . . . . . . ...
7.11 Vlastnosti tenzoru kiivosti . . . . . . ... ... ...
7.A Geometricky vyznam kiivosti . . ... ... ... ..

8 Kovariantni vné&jsi derivace
8.1 Tenzor-znacné antisymetrické formy . ... ... ..
8.2 Kovariantni vnéjsi derivace . . . . ... .. ... ..
8.3 Operator kiivosti a Bianchiho identity . . . . . . ..

9 Metricka kovariantni derivace

10 Derivace hustot a integralni véty
10.1 Diferencialni operatory divergence a rotace . . . . .
10.2 Kovariantni derivace integrovatelnych hustot . . . .
10.3 Integralni véty . . . . . . . ... ... ...



Uvod

Do rukou se Vam dostava studijni text k pfednaskam Geometrické
metody teoretické fyziky I a II. Jedné se o prubézné vytvareny do-
kument. Tento text by mél vykladat zaklady diferencidlni geometrie
na varietach s dirazem na pouziti ve fyzice, zvlasté v obecné teorii
relativity, v teorii pole a v klasické mechanice.

V soucasnosti text pokryva pouze nékteré ¢asti diferencialni geo-
metrie a jedna se prozatim o zakladni vyklad, ktery by mél byt po-
stupné doplnén obrazky, ilustracemi, priklady a tlohami. Pribudou
i dalsi kapitoly pokryvajici jak zaklady diferencidlni geometrie, tak
nékteré jeji pokrocilé partie.

Konkrétné, text nepostihuje podrobné tvod do diferencialni geo-
metrie: zavedeni variety, vybudovani tecné a tenzorové struktury a
definovani nékterych zakladnich néastrojt (jako derivace podle sourad-
nic, gradient, Lieovy zavorky). Tyto partie jsou dostateéné pokryty v
kazdé ucebnici diferencidlni geometrie, napt. ve skriptech prof. Koval-
ského urcenych ke stejnym predniskam. V konec¢né verzi studijniho
textu budou témto partiim vénovany kapitoly 1 a 2.

V tento okamzik vSak prvni dvé kapitoly obsahuji pouze struc¢ny
prehled znaceni, nazvoslovi a znéni nékterych vét a lemmat potieb-
nych v dalsim textu. Netuplné je téz kapitola 6, ve které by mély pribyt
rozsdhlé pasaze obsahujici priklady metrik, a zavér kapitoly 10, kde
bude doplnén vyklad o integralnich vétach. Konecéné, chybi kapitola
9 o metrické kovariantni derivaci.

Text je psany strukturovanou formou: z textu jsou vydéleny znéni
vét lemmat, definic, poznamek, prikladi a probléma. Tyto bloky a
rovnice v béZném textu jsou Cislovany — jednotlivé typy nezavisle na
sobé (s vyjimkou vét a lemmat, které maji ¢islovani spole¢né, a pozné-
mek, které &islovany nejsou). Cisla jsou uvozena pismenem oznacujici
piislusny typ. Na rovnice v textu se odkazuje formou “(2.10)”, na
ostatni bloky formou napi. “definice D2.5” ¢i “véta V3.17.

Na okraji textu jsou umistovany obrazky a marginalie. Marginélie
slouzi k rozsiteni vykladané latky o dopliujici informace, které nejsou
nutné k pochopeni dalsiho vykladu, mohou vsak poskytnout jiny na-
hled na problematiku ¢i nastinit nékteré aplikace. V marginéaliich se
miize misty objevovat i materidl z nasledujicich kapitol — nékteré z
nich tak mohou byt srozumitelnéjsi az pii opakovaném ¢teni.

K nékterym kapitolam jsou pripojeny dodatky, které obsahuji ob-
vykle technic¢téjsi partie — pracnéjsi dikazy ¢i zobecnéni vysledkt z
hlavniho textu.

Text je k dispozici na WWW. Jednotlivé kapitoly textu lze staho-
vat postupné. Konzistence odkazii mezi kapitolami lze zajistit kont-
rolou verzi jednotlivych kapitol.

Vzhledem k tomu, Ze text je zvefejnén jiz ve fazi svého vzniku, au-
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MO0.1 Marginalie
Marginéle je takova uzitecnd zbyteCnost na
okraji stranky — napf. tento odstavec.

MO0.2 Systém verzi kapitol

Tento text se nadale vyviji a to s sebou nese
i nutnost néjakého mechanismu zachycujiciho
aktualni verzi dokumentu. Byla zvolena nasle-
dujici koncepce: jednotlivé kapitoly jsou rela-
tivné nezavislé. Kazda ma své Cislo verze ve
formatu N.nn, pfipadné N.nnx, kde N urcuje
verzi celého dokumentu a nn ¢islo oznacujici
obsahové ¢i zasadnéjsi forméatové zmény (napi.
zmény ménici ¢islovani rovnic). Pi{padné pis-
menko x oznacuje drobné, vétsinou pouze pra-
vopisné ¢i korektorské zmény v textu. Verze
kapitoly spolu s datem posledni zmény jsou
uvadény v zapati bézné stranky. Na prvni
strance kapitoly je verze uvedena v pravém
hornim rohu, spolu s verzemi ostatnich kapitol
aktudlnimi v okamziku generovani dané kapi-
toly. Odkazy mezi takto vyjmenovanymi kapi-
tolami by mély byt konzistentni.
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tor uvitd a bude vdécen za jakékoli pfipominky a poznamky. Podnéty
budou vzaty v tivahu a zapracovany pribézné do textu.

Podé&ékovani

Chtél bych podékovat doc. Jifimu Podolskému a studentim Tomé&si
Malkovi a Jaroslavovi Trnkovi za precteni a pfipominkovani textu.
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Kapitola 1

Tenzory

Prvni kapitola v tuto chvili obsahuje pouze prehled znadeni tykajici se
tenzorll a dva oddily zabyvajici se podrobnéji antisymetrickymi a symet-
rickymi tenzory. Nejedna se o systematicky vyklad problematiky tenzor(.
Ten lze nalézt ve standardnich uéebnicich linearni algebry, pfipadné dife-
rencidlni geometrie.

1.1 Oznacdeni tenzoru

Dudlni vektorovy prostor k vektorovému prostoru V' oznacime V*.
Prostor tenzort typu (p, ¢) vybudovany nad V ozna¢ime VI, ).

Vi=V®R - -VeV'g -aV". (1.1)
p-krat g-krat

Tenzory budeme znacit tuénym pismem: napi. vektory a, b, . . ., formy

w,o,...atenzory A, B,.... Znaménko tenzorového sou¢inu budeme

vynechévat, tj.
ab=a®b. (1.2)

Zuzeni (kontrakci) vektoru a a l-formy w (tj. ptisobeni 1-formy na
vektor) budeme bez indext zapisovat nasledujicimi zptisoby:

(w,a)=w-a=a -w. (1.3)

Symetrizaci a antisymetrizaci tenzoru w ve vSech jeho indexech zna-
¢ime Sw a Aw (viz téz (1.5) nize).

Slozky tenzord budeme znacit obycCejnym pismem — jedna se o
obyéejné realnd ¢isla. Uvedme napt. komponenty a™, b, w,, op ¢
Al... s Bl... .

1.2 Abstraktni indexy

Pro naznaceni kontrakce tenzoru, pripadné dalsich tenzorovych ope-
raci, budeme pouzivat abstraktnich indexd. To znamené, Ze v pripadé
potieby pfiddme k tenzoru A sadu tucné psanych indexd o stejné
strukture jako maji souradnicové indexy — napt. budeme psat Ak'.'.'.
Tyto tzv. abstraktni indexy vsak nejsou svazany s zadnou bazi v
prostoru tenzort, neprobihaji konkrétni ¢iselné hodnoty a neméni
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vyznam tenzoru A. Abstraktni indexy pouze naznacuji tenzorovou
strukturu a pojmenovavaji jednotlivé ‘vektorové pozice’ v tenzoro-
vém prostoru do kterého A patii.

Pomoci abstraktnich indext znac¢ime kontrakci opakujicim se dol-
nim a hornim indexem; napf.

(w,a) =wpa™. (1.4)

Symetrizaci (resp. antisymetrizaci) zna¢ime kulatou (pfipadné hrana-
tou) zévorkou okolo pfislusnych indexti

A...(al...ap)... _ ]% Z AGor e Gop e

permutace o

, (15)
w...[al...ap]... = 7| Z SignU w...avl.“aap.“

permutace o

Abstraktni indexy jsou svazany se soufadnicovymi indexy volbu
béze v prostoru vektorti a 1-forem. Necht {e,},=1,.. q je baze v pro-
storu vektord, {e®},=1,..q dudlni baze v prostoru 1-forem. Pak pro
obecny tenzor A muZeme psat

Af-=Agek. eh. ... (1.6)

Zde ek jsou vektory baze (rfizné linedrné nezavislé vektory éislované
soufadnicovym indexem a = 1,...,d) ‘obleéené’ navic do abstrakt-
niho indexu k naznacujictho, ze se jedna o vektory. Obdobné pro
1-formy ebl index b probiha ¢isla 1,...,d a l je abstraktni index na-
znacujici, Ze se jedna o 1-formy. Bez abstraktnich indexi by predchozi
rovnice méla tvar

A=Al e, ... .. . (1.7)

Bazi vektort budeme téz nazyvat n-dda vektord, a to presto, ze pro
dimenzi budeme vétsinou pouzivat pismeno d. Jedné se o zobecnéni
bézného oznacené didda, tridda a tetrdda pro d = 2,3 a 4.

1.3 Nékteré vlastnosti tenzoru

Véta V1.1 (Tenzor jako linedrni zobrazeni)
Libovolné tenzor-znacné linearni zobrazeni na tenzorech lze repre-
zentovat opét tenzorem.
Jinymi slovy, kazdé zobrazeni [ spliujici (A, B € V', r € R)

L: vy —-vh, (tenzor-zna¢nost)
I(rA+B) =rl(A)+1(B) (linearita)
Ize reprezentovat tenzorem L € V"

aj...ap _ ai...apCi...Cp dy...d,
lbl...bq (A) — by...bydy...dy ACl-wcn : o

verze 1.12 (2012-12-06)
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1.4 Prostor antisymetrickych tenzoru

Mezi tenzory hraji dileZitou roli antisymetrické tenzory. Antisyme-
tricky tenzor lze ziskat antisymetrizaci jeho tenzorovych indexi. Ve
shodé s (1.5) definujme:
Definice D1.1 (Antisymetrizace tenzoru)
Antisymetrizaci tenzoru ve vybranych indexech budeme oznacovat
pomoci hranatych zévorek

W lar...ap].. = ]% Z sign o W.doy oy -
permutace o
Pokud se pres néjaky index umistény mezi zdvorkami antisymet-
rizovat nemd, vydélime ho pomoci svislych ¢ar: napf. ve vyrazu
W. [abln|c... S¢ antisymetrizuje pouze pies indexy abe. Antisymet-
rizaci pfes vSechny indexy budeme oznacovat pomoci symbolu A.
Napt.

(.AA)almap — A[a1..‘ﬂp] . o

Nyni mtzeme definovat

Definice D1.2 (Prostor antisymetrickych tenzori)
Prostor antisymetrickych tenzort typu (k,0), k = 0,...,d, ozna-
¢ime VI*. Jedna se o prostor tenzorit A pro které

AA=A.
Obdobné definujeme prostor antisymetrickych forem V}; a prostor
Vig =V & vy o
Pro antisymetricky tenzor A pro kaZdou permutaci o ¢isel [1,. .., k]
zfejmé plati
A% = gigng A% %k (1.8)

Dimenze prostoru antisymetrickych tenzoru je
dim VI = (7). (1.9)
Definice D1.3 (Pro%ektor na antisymetrické tenzory)
Projektor [F§ € V{k projektujici z prostoru V* vSech tenzorti stupné

k na prostor antisymetrickych tenzora VI m4 tvar

[a a ] a a
[k ]6b1 bk =07, -0, = 6[b11 ""sb:] °

Tento projektor ma nasledujici uziteéné vlastnosti:
Lemma V1.2 (Vlastnosti [¥1§)

Alor-ail - [k]a:;;;:;; AT (i)
Mg Floy, Ty = Moy, (i)
I ’ff ‘if [”6bk l;; o = Foy, (i)
e = o e ()
Wy, o = dim VM (v)
[k]('iz:ll” ai’; =g, o je permutace [1,...,k] (vi)

O
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Slozky antisymetrického tenzoru liSici se pouze permutaci indext jsou
zavislé. Rozpis tenzoru do komponent vsak mtizeme prepsat jako sou-
¢et nezavislych komponent

A=A e, . eq = Y A" Kl Ale,, ...eq,) . (1.10)

a1<---<ag

Specialni roli hraji tzv. totdlné antisymetrické formy a tenzory —
objekty z prostort Vig a V04 kde d je dimenze prostoru V. V tomto
pifpadé z (1.9) vidime, Ze dim Vg = dim V4 =1, jedn4 se tedy o
trividlni jednodimenzialni prostory linedrné isomorfni s redlnymi Cis-
lami R. Neexistuje vSak kanonicky isomorfismus. V téchto prostorech
neexistuje pfirozeny vybér ‘jednotky’. Rozpis (1.10) pro o € Vg dava

=g o, " ... =qy 4 d Alet.. .ed) .

Mezi prostory Vg a V14 1ze zavést operace inverze (reciprocity):

Definice D1.4 (Inverze totalné antisymetrickych tenzoru)
Inverze totdlné antisymetrickych forem je definovana:

1

: V[d]—>V[d}, a— o

tak, ze Oy oy o 1T =)

Jedn4 se o invertovatelné zobrazeni; opa¢né zobrazené budeme zna-
Cit stejneé:

-1 —1

: V[d]—>l/[d], a— o
tak, ze (a_l)_l =«. °

Vlastnosti inverze jsou:

Lemma V1.3 (Vlastnosti inverze)
Zzime-li ¢asteéné a s o, dostaneme [¥1§

1 T klg@1---Qk
abl---bk"‘l-n"'d—k - e kT Tk = (d - k)!k! [ ](sbl bk

Specialné

—la;...a d] AL Qd
Qp,. b, P03 = ) | ]5171... by

)y o lrema =gl

Pro souradnici invertovaného tenzoru dostavame

a—l 1...d — (al...d)_l . O
Pomoci projektoru ¢ miizeme definovat determinant tenzoru
typu (1,1) (tj. linedrniho operatoru na vektorech)

Definice D1.5 (Determinant)
Pro A € V1 definujeme det A € R vztahem:
det A = g,

d

d .
Agll...AZ‘fj: E signo AT'.UAGT .
g

verze 1.12 (2012-12-06)
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1.5 Prostor symetrickych tenzoru

Analogicky antisymetrizaci zavedeme symetrizaci tenzoru (viz téz (1.5)):
Definice D1.6 (Symetrizace tenzoru)
Symetrizaci tenzoru ve vybranych indexech budeme oznacovat po-
moci kulatych zavorek

| —

S...(al...ap)... _ ' Z Sy Gap e

permutace o

hS]

Pokud se pres néjaky index umistény mezi zavorkami symetrizo-
vat nemad, vydélime ho opét pomoci svislych ¢ar: napi. S - (alig[b)...
znad¢i symetrizaci pres indexy ab. Symetrizaci pres vSechny indexy
budeme oznacovat pomoci symbolu S, tj.

(S S)al...a,, — glai-ap) o

Dale definujeme

Definice D1.7 (Prostor symetrickych tenzoru)
Prostor symetrickych tenzora typu (k,0), £ = 0,...,d, oznacime
V(k) Jedna se o prostor tenzortt S pro které

SS§S=S.
Obdobné definujeme prostor symetrickych forem V{;) a prostor
(k) _ y/(k
Viy =V e . °
Pro symetricky tenzor S a pro kaZdou permutaci o ¢isel [1,..., k]
plati
Sal---ak _ Saal“'a”k ) (111)

Dimenze prostoru symetrickych tenzort je
. k k+d—1
dimV® = (Fri=t) (1.12)

Definice D1.8 (Projektor na symetrické tenzory)
Projektor (*)§ € VE k; projektujici z prostoru V* vech tenzorti stupné
k na prostor antisymetrickych tenzortt V) definujeme

k) @10k o(aq ap) ai a
gy, oy =0 . Ot =580 °

Tento projektor ma nasledujici uziteéné vlastnosti:
Lemma V1.4 (Vlastnosti ()5)

ai...a ai...a 1.7k .
S( 1 k) — (k)(s'r'llri ST k (1)
08y, Doy, T, = Wby, (i)
k ai..ag_ 1Ak —|4+1---Qf 1 ™1 T k ay...ag ee
( )6b1...bk,ﬂ'1 T ()(sbk,l+1...bk :( )(sblbk (111)
k)o@l QT TRy (k+d— ]_)'l' 1) oQ1---ai .

( )5b1...blT1...rk,, = m ® bi...b; (iv)

k)Tl Tk . k

8, . = dim V() (v)

(k)ég;’ll::ai’; = (k) ZEZ: o je permutace [1,...,k] (vi)
O
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I slozky symetrického tenzoru jsou zavislé pokud se lisi pouze per-
mutaci indexti. Rozpis tenzoru do komponent mtizeme napsat jako
soucet nezavislych komponent

S =8%"% e, ...eq,

= Y s par,...,ar) S(ea ---€a,) (1.13)
a1<--<ak
kde n(ay, ..., ax) je pofet vzdjemné odlisnych permutaci indexii a; . . . ag.

verze 1.12 (2012-12-06)



Kapitola 2

Varieta a jeji tec¢na
struktura

Druha kapitola v tuto chvili obsahuje prehled znaceni tykajici se variety
a tecnych tenzorl. Vedle prehledu znaceni jsou zde uvedeny nékteré véty
a definice, na které se odkazuji nasledujici kapitoly. Nejedna se vSak o
systematicky vyklad. Ten lze nalézt ve standardnich ucebnicich diferenci-
alni geometrie. Vyjimkou je oddil 2.5 tykajici se pseudoderivace — tento
pojem se obvykle explicitné nezavadi, pfipadné se zavadi v mirné odlis-
nych podobéch a pod riiznymi nazvy. Oddil 2.5 je proto uveden v (iplné
formé, plné dostate¢né pro dalsi vyklad.

2.1 Varieta

Varieta M je topologicky prostor s diferencidlni strukturou danou di-
ferencovatelnym atlasem. Mapu z atlasu budeme znadcit napi. (U, [27]),
kde U C M je oblast, na které jsou definované soufadnicové funkce
2 (j=1,...,d) a [27] znaé uspofddanou d-tici téchto funkci. At-
las definuje t¥idu hladkych funkci na varieté, kterou oznac¢ime §M.
Standardné budeme oznacovat souradnicové vyjadieni funkce f stejné
jako funkci samu.

Parametrizovand kfivka z(7) je zobrazeni z redlnych cisel do vari-
ety, pfifazujici kazdé hodnoté 7 € R bod z(7) € M. K¥ivku nazgvame
hladkou, pokud jeji soufadnicové vyjadieni v kazdé mapé je hladké.
Krivka je po Cdastech hladkd, pokud je, zhruba feceno, hladké vsude
pouze mimo nékteré diskrétni hodnoty parametru. Geometrickou kriv-
kou ¢i kratce kiivkou v minime kiivku bez konkrétni parametrizace
(jedné se jednodimenziondlni varietu vnofenou do variety M — viz téz

oddil 3.4).

Definice D2.1 (Parcialni derivace)
Necht (U, [27]) je mapa na varieté M a f € FU. Parcialni derivaci
f; € SU funkce f podél j-té souradnice nazyvame

of

1 d
f’j:@(l',...,l'),
kde f je funkce f vyjadfena jako zavislost na d soufadnicich =7, tj.
flat, ... z?) = f. ~
Pokud nebude hrozit nedorozuméni, budeme vlnovku u funkce f
vynechéavat. o

2-1
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2.2 Tecéné vektory

Te¢né vektory miiZzeme chépat bud jako objekty charakterizujici smér
parametrizovanych kiivek (vcetné ‘rychlosti béhu’ parametru) nebo
jako linearni diferencialni operatory prvniho fadu pusobici na funk-
cich.

K parametrizované kfivce z(7) tak definujeme teény vektor 22 (r),

’ .. I n ~ . 7 v 7
(s abstraktnimi indexy zapsany %Tz). Soufadnicové vektory te¢né k
¢aram soufadnic 27 oznac¢ime 8/8x7 & %, pripadné s abstraktnim
indexem 2

Oz "
Puisobeni vektoru a na skalarni funkci f, tj. derivaci f ve sméru a,

budeme zapisovat a[f].
Definice D2.2 (Derivace ve sméru)
Derivaci ve sméru a € T, M skalarni funkce f definujeme

aﬁk:MHEO@@»—f@mn):gjoz

T—0 T ’

7=0

kde z(7) je libovolna parametrizovana kiivka vedouci z bodu z(0) =z
ve sméru a. o

2.3 Tecéné 1-formy a gradient

Duadlni prostor k prostoru te¢nych vektorti nazyvame kotecny prostor
a jeho prvky kovektory ¢i 1-formy.

Gradient funkce d f je zaveden pomoci pusobenim vektoru na funkci:

alfl=a-df =(df,a)=a" d,f . (2.1)

(Zde jsme pro pFipomenuti uzili t¥i alternativni zapisy zizeni.) Jak je
vidét, abstraktni index 1-formy df umistujeme ke znaku d. Slozky
gradientu df jsou parcialni derivace f .

PozNAMKA

Pro obyc¢ejnou funkci f muzeme slozky gradientu zapsat také d, f. Pokud vsak
misto funkce f budeme mit slozky wq, .ap antisymetrické p-formy, bude mit zapis
dawa, ...a, Vyznam komponent vnéjsi derivace dw — viz definici D4.3 a poznamky
nasledujici za ni.

Ukazuje se, ze komutator ptisobeni dvou vektorovych poli na ska-
larni funkci ma charakter derivace prvniho rddu:
Lemma V2.1
Necht a, b jsou vektorovéa pole. Pak predpis

a[b(f]] - blalf]]
definuje linearni diferencialni operator prvniho fadu. 0

To ndm umoziuje definovat operaci Lieova zavorka pfifazujici dvojici
vektorovych poli pole nové:
Definice D2.3 (Lieova zavorka)

Necht a, b jsou vektorovéa pole. Pak predpis

cl) = ablf]] — blal]] = a* du(b duf) — b di(a’ i)

definuje nové vektorové pole ¢, které budeme nazyvat Lieova zdvorka
c =la,b]. o

verze 1.14 (2013-12-09)
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Véta V2.2 (Vlastnosti Lieovy zavorky)
Lieova zavorka spliiuje nésledujici vlastnosti:

la,b] = —[b,a], (antisymetrie)
[ra+b,c] =rla,c]+[a,c] pro reR, (linearita)
[a, fb] = f[a,b] +a[f]b, (Leibniz)
[a,[b,c]] + [b,[c,al] + [c,[a,b]] =0. (Jacobi

Jednoduse téz ovétime, Ze Lieova zavorka soufadnicobych poli 8/8z"
libovolnych soufadnic {2} vymizi
o 0
ox'’ Ozl

Lieova zavorka [ 3‘?“, m]]

oy o
da 57 R poradi derivovani vsak nezalezi a oba Cleny
se vyrusi.

pusobici na funkci f totiz v tomto pripadé

2.4 Tecné tenzory

Prostory te¢nych vektorti, 1-forem a tenzord typu (p,q) v bodé x
budeme znaéit T, M, T M a T, P M. Prislusné prostory poli oznac¢ime
TM, T*M a THM. Prostor antlsymetrlckych tenzort typu (0,p) v
bodé z znacime AL M a piislusny prostor poli AP M.

Obecné, prostor poli objektt patficich v bodé x do prostoru E, M
budeme znacit Sect EM (jednd se o prostor fezl fibrovaného bundle
EM). Tj. M = Sect TM, AP M = Sect AP M.

Tenzorova pole jsou vyznamné mj. proto, Ze pomoci nich lze re-
prezentovat libovolné ultralokélni lineadrni zobrazeni.

Véta V2.3 (Tenzorové pole jako ultralokalni linearni zobrazeni)

Libovolny tenzor-zna¢ny ultralokalni linearni funkciondal na tenzo-
rovych polich lze reprezentovat tenzorovym polem.
Jinymi slovy, kazdé zobrazeni I splijici (A, B € " M)

l:I0M —TM , (tenzor-zna¢nost)
I(fA) = f1(A) pro f € §M | (ultralokalita)
I(fA+B)=fl(A) +1(B) (linearita)
lze reprezentovat tenzorovym polem L € Kf;iglM
1 (A) = B e A :
PozNAMKA

Tenzorové pole L je tak obvykle vysokého stupné — ma abstraktni indexy odpovi-
dajici jak indextim vysledku, tak indexiim vSech argumentti (umisténé v ‘opacné’
poloze). Zobrazeni argumentt na vysledek probiha zuZenim pfes vSechny indexy
argumentt s odpovidajicimi indexy pole L.

DUKAZ:
Diky ultralokalité 1ze vyuzit linearitu obdobnym zptsobem jako pii ditkazu
véty V1.1 k explicitni konstrukci tenzorového pole L. n

verze 1.14 (2013-12-09)
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PRIKLAD P2.1
Nejjednodussi aplikaci této véty jsou linearni funkcionaly zobrazujici ul-
tralokalné a linedrné vektorova pole na skalarni funkce. Ty lze vzdy re-
prezentovat polem 1-forem.
Prikladem byla operace derivovani skalarni funkce f ve smérech danych
polem a — viz oddil 2.3. Vyraz a[f] je linearni a ultralokalni v argumentu
a a musi proto existovat 1-forma df, pro kterou plati

alfl=a"dnf.

Tuto 1-formu nazyvame gradient funkce f.

verze 1.14 (2013-12-09)
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2.5 Pseudoderivace

V dalsim bude velmi vyhodné zavést pojem nazyvany v tomto textu
jako pseudoderivace. V podstaté se jednéd o “reprezentaci Lieovy alge-
bry vSech lokalnich linearnich transformaci indukovanou na tenzorova
pole z reprezentace na vektorovych polich” — viz marginalii M2.1. Tato
charakterizace pseudoderivace vsak nemusi byt v tento okamzik p¥i-
li§ srozumitelna. Vymezime proto pseuderivaci piimo, pomoci jejich
konkrétnich vlastnosti:
Definice D2.4 (Pseudoderivace)
Zobrazeni M se nazyva pseudoderivace typu (p,q), pokud se jednd
o ultralokalni linearni funkcional zobrazujici tenzorova pole libo-
volného typu na tenzorové pole vyssiho typu, pro ktery navic plati
Leibnizovo pravidlo a komutace s kontrakci:

M: "M — T;nfqp M  pro m,n libovolna , (typ)

Mf=0 profegM, (ultralokalita)

M(fA+ B) = fMA+MB (linearita)

M(AB) = (MA) B + A(MB) (Leibniz)

M CA=CMA (kontrakce)
POZNAMKA

Pseudoderivace tak z libovolného tenzorového pole vytvori jiné tenzorové pole,
které ma o p kontravariantnich a g kovariantnich indext vice. Typicky (p, q) = (0,0)
nebo (p,q) = (0,1). Tyto indexy budeme psat pfimo u symbolu pseudoderivace —
napt. pro pseudoderivaci I typu (0, 1) budeme psat I, Alc’.

Pro pseudoderivaci typu (p,q) # (0,0) Leibnizovo pravidlo v podobé zapsa-
ném vyse neni zcela presné. Je potfeba dodat, ze indexy asociované pfimo s pseu-
doderivaci zustavaji pfed indexy tenzori A a B, coz v definici D2.4 neni splnéno
v poslednim ¢lenu. Spravné bychom méli psat indexy explicitné:

Mz (Ag BZ'.'.',) = (M?Ag) BZ'.'.'. +Ag ( Mmii'Bﬁ'.'.Z) :

Abstraktni zapis kontrakce CA (naznacené pomoci operatoru C) reprezen-
tuje libovolnou kontrakei (ztzeni) v jednom hornim jednom dolnim indexu. Jako
dusledek dostavame Leibnizovo pravidlo pro zuzeny souéin:

M (agak) = (M7 ou) @ + ag (M7 a)

PozNAMKA

Néazev pseudoderivace odrazi fakt, ze se jednd operaci podobnou derivaci (linearita
a Leibnizovo pravidlo). Pfedpona pseudo vSak upozornuje, ze diku ultralokalité
(tj. diky Mf = 0) se o skute¢nou derivaci nejednd. Jinymi slovy, jedn4 se o derivaci
v algebraickém smyslu tenzorové algebry v jednom prostorocasovém bodé.

Klicova vlastnost pseudoderivace je, ze jeji ptisobeni je jedno-
znacné dano jejim pusobenim na vektorovych polich. Navic, z véty
V2.3 vyplyva, ze akce pseudoderivace lze reprezentovat tenzoroveé.
Vskutku, mtizeme psat
Véta V2.4 (Pasobeni pseudoderivace)

Necht M je pseudoderivace typu (0,0) jejiz plisobeni na vektoro-
vych polich lze reprezentovat tenzorovym polem M € TiM:

Ma™ =M'a™ |, a€IM.
Pak akce pseudoderivace na tenzorové pole A typu (k,1) je
MAL! 5" = Mo Ayl + o+ Mo Ayl !

_ M’n ai...ap .. n aj...a
by “n..b; b, “7b;..n

verze 1.14 (2013-12-09)

M2.1 Linearni transformace na 7'M

Grupu linedrnich nedegenerovanych transfor-
maci te¢ného prostoru T, M v bodé z ozna-
¢ime GL(T),M. Prostor Sect GL(T)M pak
tvofi grupu lokdlnich transformaci, definova-
nych nezévisle v kazdém bodé variety —
vskutku, g € Sect GL(T)M definuje transfor-
maci g(z) € GL(T'), M v kazdém bodé = € M.
Pusobeni transformace z GL(T), M lze pfiro-
zené reprezentovat pomoci tenzoru typu (1, 1):
pro g € GL(T), M existuje Tg € T,1 M zpro-
sttedkujici ptisobeni g na vektory skrze zizeni:

g:am™—>Tgra™.

Pro g € GL(T), M reprezentace Ty probihd
vSechny tenzory typu (1,1) s nenulovym de-
terminantem (det Ty # 0).
Piasobeni GL(T') M lze pfirozené rozsifit na li-
bovolny tenzorovy prostor:

g+ Ayl — Tens[Ty|Ag
=Typ--- Ty 5. AT

Generdtorem transformace z GL(T),M rozu-
mime ‘odchylku’ malé transformace od iden-
tity. Formélné se jedna o prvky Lieovy al-
gebry grupy GL(T),M. Prostor generdtorii
oznad¢ime gl(T'), M. Tento prostor je opét pri-
rozené a vérné reprezentovan na T, M po-
moci tenzortt z T,1M. Pro m € gl(T), M
méme ty € T3 M generujici malou transfor-
maci (odlisnou od identity v fadu €) vztahem

Tg~d+ctm+0(?).

Tenzor tym probiha pii ménicim se generatoru
m cely prostor T,1 M.

Rozsifeni reprezentace gl(T'), M na libovolny
tenzorovy prostor Tmf M — které oznacime
pravé v objektu zavedeném v tomto oddile: po-
moci tzv. pseudoderivace.

Konecéné, algebra lokdlnich generatorii, defino-
vanych nezédvisle v riznych bodech variety, je
pfirozené tvorena prostorem poli Sect gl(T") M.
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Obdobné lze zapsat pisobeni pseudoderivace M obecného typu
(p, q), pouze tenzorové pole M bude mit navic p kontravariantnich
a ¢ kovariantnich indext, které nijak nezasdhnout do struktury vy-
razu uvedeného vyse. =

DUkAz:

Odvodime ptisobeni M na 1-formach (tenzorech typu (0,1)) a tenzorech
typu (2, 0). Piisobeni na tenzory obecného typu se odvodi analogicky. Mé&jme
1-formu «. Pro jeji zGZeni s vektorovym polem a muZeme psat

0=M(ana™) = anMa" +a" May, = anMp,a™ + a™ May, .

Pole a bylo zvoleno libovolné, miizeme jej tedy ‘zkratit’ a dostavame poza-
dovany vztah

Ma,, = M, an, .
Pro tenzorovy soucin dvou vektorovych poli a, b dostavame
M(a™b") = (Ma™)b" + (Mb")a™ = M}*a"b" + Mya™b" .

Platnost analogického vztahu pro libovolny tenzor typu (2,0) plyne oka-
mzité z linearity pseudoderivace. ]

Definice D2.5 (Pseudoderivace — pokrac¢ovani definice D2.4)

Pro pseudoderivaci M charakterizovanou tenzorem M podle véty V2.4

budeme psat
M = tens[M] .

Jelikoz je plisobeni pseudoderivace ultralokdlni, mé tens[M] smysl
i pro M definované pouze v bodé x. Pseudoderivace tens[M] pak
ptisobi na tenzory z T, fM o

POzZNAMKA

Pokud chapeme tenzor M(z) typu (1,1) v bodé z jako reprezentaci prvku m(x)
Lieovy algebry gl(T), M piisobici na te¢ném prostoru Ty M (tj. M(z) = tm(x)
ve smyslu marginalie M2.1), pak pseudoderivace tens[M(z)] dava indukovanou
reprezentaci prvku m(z) pusobici na vSechny tecné tenzory.

Oprostime-li se od konkrétniho bodu variety M, muzeme tenzorové pole M typu
(1,1) chépat jako reprezentaci prvku m lokalni Lieovy algebry Sect gl(T)M (viz
marginalii M2.1) ptsobici na vektorova pole a pfislusnou pseudoderivaci tens[M]
jako indukovanou reprezentaci pusobici na libovolném T{“ M.

verze 1.14 (2013-12-09)



Kapitola 3

Diffeomorfismy variet a
Lieova derivace

3.1 Zobrazeni mezi varietami

Nejdiive uvedem nékolik elementarnich definic zavadéjicich pojem

zobrazeni mezi varietami.

Definice D3.1 (Zobrazeni variet)
¢ nazyvame hladké zobrazeni variety M dimenze m na varietu N
dimenze n, pokud pro kazdou mapu (U, [%]) na M a mapu (V, [¢/])
na N je slozené zobrazeni

[#] =[y]logola’]™ : R™ - R",

definované na oblasti [27](U N ¢~ (V)), hladké ve smyslu normaln{
hladkosti zobrazeni z R™ do R™. Téchto n redlnych funkci (ZSj (x?)
od m realnych proménnych nazyvame souradnicové vyjadreni zob-
razeni ¢. o

POzZNAMKA ‘
Pfipomenime, Ze pod [z’] minime zobrazeni M — R™, tj. uspofadanou m-tici sou-
fadnicovych funkei x?. Pak [z?] ! je inverzni zobrazeni z oblasti [z (U) nalU C M.
Definié¢ni obor [z?](U N ¢71(V)) C R™ funkci ¢’ je vybran tak, aby y7 (¢([z?] 1))
mélo smysl.
Definice D3.2 (Diffeomorfismy)
Hladké vzajemné jednoznacné zobrazeni, jehoz inverze je také hladka,
nazyvame diffeomorfismus. Diffeomorfismy variety M na sebe s ope-
raci skladani tvori grupu, kterou oznac¢ime Diff M. o

Velmi ¢asto budeme operovat ne s jednim diffeomorfismem, ale se
sadou diffeomorfismi parametrizovanou redlnym parametrem tvorici
grupu.

Definice D3.3 (Tok — jednoparametricka grupa diffeomorfismu)
¢ nazyvame jednoparametrickou grupou diffeomorfismi ¢i také tok
na varieté M s parametry z R, pokud pro «, 8 € R plati

$a € DIt M, patp = ¢aodp .

Ziejmé ¢o = id a ¢_o = 0 " o
Libovolny bod x € M se pod vlivem toku ¢, ‘pohybuje’ po varieté (tj.,

pfi ménicim se 7 se zobrazuje se na ¢, x), a to po orbité, ktera nezavisi
na 7. Jinymi slovy, body = a y = ¢,x probihaji stejnou orbitu.

3-1
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Posun o obecnou hodnotu parametru lze poskladat z mensich po-

sunid. Tok tak lze charakterizovat diferencialné.
Definice D3.4 (Generator toku)
Vektorové pole a se nazyva generatorem toku ¢,, pokud

D
a(x) = —o¢,x .
( > dr (bT T7=0
Naopak, jednoparametrickou grupu diffeomorfismii, jejiz generator
je pole a nazveme diff - [a]. o

Tok urcuje svij generator jednoznac¢né. Ale je tomu i naopak. Z vét
o existenci FeSeni obycejnych diferencidlnich rovnic plyne, zZe ke kaz-
dému vektorovému poli existuje jednoparametrickd grupa diffeomor-
fismu s timto generatorem.

3.2 Zobrazeni indukovana na tec¢nou
strukturu

Zobrazeni z variety M do N indukuje zobrazeni funkci na téchto
varietach a zobrazeni tecnych a kote¢nych prostort nazyvana push-
forward (‘postré vpred’) a pull-back (‘stdhni zpét’). Hlavni rozdil mezi
zobrazenimi push-forward a pull-back je, Ze pusobi mezi varietami
opacnym smérem.
Zacnéme s indukovanym zobrazenim funkci

Definice D3.5 (Indukované zobrazeni funkci)

Necht ¢ je hladké zobrazeni M do N. Pak definujeme indukované

zobrazeni pull-back

¢ FN—-FM, fof=9¢Ff
pozadavkem
(")) =flox), tj. ¢"f=Ffoo.

Pokud je ¢ diffeomorfismus variet M a N, mtzeme zavést induko-
vané zobrazeni push-forward

¢ M —FN, f—[f=0¢.f
jako
o f=( ) f=foop". .

Slovy: transformovana (‘push-forwardovana’) funkce nabyvé v trans-
formovanych bodech stejnych hodnot jako ptuvodni funkce v bodech
puvodnich.
Pro tecné vektory je pfirozené definovat zobrazeni ¢, pusobici

stejnym smérem jako ¢
Definice D3.6 (Indukované zobrazeni push-forward)

Necht ¢ : M — N je hladké zobrazeni. Na te¢nych vektorech defi-

nujeme indukované zobrazeni push-forward

(725* : TIM - Tgsz) a— ¢*a
vztahem
bao DOCO)|
da a=0

verze 2.04 (2013-12-06)

M3.1 Vyznam Lieovych zavorek

Pomoci toku mtizeme nastinit geometricky vy-
znam Lieovych zavorek zavedenych v pred-
chozi kapitole v definici D2.3. Lieova zévorka
[a, b] dvou vektorovych poli a a b vystihuje ne-
komutativitu tokt generovanymi témito poli.
Necht ¢, = diff,[a] je tok generovany polem
a a 1pg = diff g[b] tok pole b. Pokud posuneme
bod z nejdiive podle a do bodu ¢,z a poté
podle b do bodu ¥, ¢z, dostaneme se obecné
do jiného bodu nez pokud posun provedeme v
opacném poradi. Rozdil mezi témito body cha-
rakterizuje pravé Lieova zavorka. Heuristicky
zapsano, plati

quSTI - ¢T"/’Tz ~ T2 [a-, b} .

Nedefinovanému rozdilu dvou bodu se 1ze vy-
hnout, pokud vy¢islime rozdil hodnot skalarni
funkce f v téchto bodech:

f(wr(ﬁ‘rfl;) - f(¢7'w-rflf) ~ 7’ [a’v b}n dnf('L) .

Diikaz je podan v dodatku 3.A.

Lieova zavorka [a,b] tak charakterizuje, jak
moc se ‘neuzaviraji’ orbity dvou vektorovych
poli. Pokud by se ‘uzavtely’, bylo by mozno de-
finovat dvé soufadnice ¢islujici posun ve sméru
obou poli — nezavisle na poradi posunu.
Opaéng, mame-li soufadnice {z'}, soufadni-
cové vektorova pole 8/8z" se ‘uzaviraji’ coz se
projevi i faktem, ze vzajemné Lieovy zavorky
vymizi

[i i} _

Oz’ Bxil

- viz (2.2).

Je prirozené si polozit otdzku: Pokud mame
zadand vektorova pole {a;}, i =1,...,d, jsou

podminky [a;, a;] = 0 dostate¢né k tomu, aby
tyto pole byla soufadnicova? Odpovéd je ale-
sponi lokalné ano. Tato otdzka souvisi s tzv.
Frobeniovou vétou, jejiz diskuse pfibude ca-
sem do této kapitoly.
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kde z(7) je libovolnd parametrizovand kiivka s teénym vektorem a
vedouci z bodu z. o

Jinymi slovy, indukované zobrazeni prevadi te¢né vektory ke kfivce na
tecné vektory k pfenesené kiivce. Nezavislost definice na volbé kiivky
plyne z hladkosti zobrazeni ¢.

Push-forward je linedrni zobrazeni (viz lemma V3.3 niZe) a to ndm
umoziuje definovat duélni zobrazeni na 1-formach pisobici opa¢nym
smeérem:

Definice D3.7 (Indukované zobrazeni pull-back)
Necht ¢ : M — N je hladké zobrazeni. Na teénych kovektorech je
definovano indukované zobrazeni pull-back

o T;mNHT;M, a— ¢'a
pozadavkem, ze pro libovolny vektor a € T, M plati
(¢*&)-a=a- (d.a). o

Zdtraznéme, ze zUZeni na levé strané probihd v bodé x, ziiZeni na-
pravo v bodé ¢z. Jelikoz je takto dana akce formy ¢*a na libovolny
vektor v bodé z, je tato forma dana jednoznacné.
Indukovana zobrazeni jsou zdménna s akci ,,derivovani ve sméru”,
pfipadné s operaci gradient.
Lemma V3.1 (Indukovana zobrazeni a gradient)
Push-forward komutuje s derivovanim ve sméru

(¢.a)[f] = als™f], acT,M, feFN,

neboli, pull-back komutuje s gradientem
o (af],,) = d@fl,,  fesn. :

Toto by mohla byt téZ alternativni definice zobrazeni push-forward
preferujici ndhled na vektor jako na diferencialni operator misto cha-
pani vektoru jako te¢ného sméru ke kiivce. Platnost lemmatu je zfejma
z definic indukovanych zobrazeni.
Podobné, komutace push-forwardu s derivaci ve sméru zarucuje

komutaci push-forwardu a Lieovych zavorek
Lemma V3.2 (Indukovani zobrazeni a Lieovy zavorky)

Push-forward komutuje s Liovou zdvorkou vektorovych poli

¢« [a,b] = [¢.a,¢.b] . .

Jesté ndm zbyva dokazat linearitu push-forwardu. Zformulujeme
ji rovnou pro obé indukované zobrazeni
Lemma V3.3 (Linearita indukovaného zobrazeni)
Push-forward ¢, a pull-back ¢* jsou linearni zobrazeni na te¢ném,
pripadné koteéném prostoru. 0
DUKAZ:
Linerita pull-backu plyne z linerity push-forwardu a linearity zazeni.
Diky lemmatu V3.1 méme pro libovolnou funkci f € §N

(¢«(a+b))[f] = (a +b)[¢" f] = al¢” f] + blo" f]
= (¢-a)[f] + (¢:D)[f] = ((¢-a) + (¢-b))[f] .

Tecény vektor je vsak determinovan svym puisobenim na funkcich — viz ka-
pitolu 2 — a dostdvame tak linearitu ¢.(a + b) = ¢.a + ¢.b. n

verze 2.04 (2013-12-06)

M3.2 Notace pro zuzeni

Pfipomenime jesté jednou notaci (1.3) a (1.4)
pro zuzeni (kontrakei). ZuZeni 1-formy a vek-
toru z definice D3.7 mtzeme téz zapsat

((0°&),a) = (& (¢.a))
¢i pomoci abstraktnich indext

(p*@)n a™ = én (dra)™ .
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Diky linearité miizeme indukované zobrazeni reprezentovat tenzorove,
pomoci diferencidlu zobrazeni. Jelikoz se ale jednd o linearni zobrazeni
mezi dvémi obecné riznymi vektorovymi prostory, diferencial zobra-
zeni neni obyc¢ejnym tenzorem, ale patii do tenzorového soucinu dvou
ruznych teé¢nych prostort.
Definice D3.8 (Diferencidl zobrazeni)

Necht ¢ : M — N je hladké zobrazeni. Pak diferencidl zobrazeni

Dél, e T, M @ Tyo N
definujeme vztahem

(¢-af = Di¢l. a®,
Pomoci diferencidlu lze samoziejmé vyjadrit i pull-back formy:

(¢0*@)a = Di¢ls &=, @€Ty,N. .

Lehce nahlédneme, Ze diferencial lze zapsat pomoci soufadnicového
vyjadieni ¢’ (z") zobrazeni ¢ vzhledem k soufadnicim 2’ na U C M
a soufadnicim ¢’ na V C N:

acT, M.

o¢r . .8
CvVICENI C3.1
Lehce nahlédnéte! v
POzZNAMKA

Soutadnicové vyjadieni (3.1) neni zcela explicitni, implicitné se zde predpoklada
dosazeni ‘konzistentnich argumenti’. Disledné bychom méli psat
o F:)

oxt = OyJ

Dg|. =

zi(2) ¢z

PRIKLAD P3.1 (DIFERENCIAL NA REALNYCH CISLECH)
Prikladem diferencialu jsou i gradient a te¢ny vektor. Pokud ztotoznime
te¢né vektory a 1-formy na varieté realnych ¢isel R s ¢isly samotnymi, pak
gradient df je diferencial zobrazeni f : M — R. Obdobné teény vektor
Dz/dr parametrizované kiivky z(7) je diferencidl zobrazeni z : R — M.

Pro diferencial plati obvykly vzorec pro derivovani slozené funkce:
Lemma V3.4
Necht ¢ : My — Ms a 1 : My — Ms jsou hladkd zobrazeni. Pro
diferencial sloZzeného zobrazeni ¢ o 1 plati

D(¢o1p) = [(Dg)ot] - Dip.
Tecka zde naznacuje z0zeni v tecnych prostorech variety Ms,. Za-
pséno pomoci indext:

DZ(9ov)|, = Dd|,, Dy, . -

Zobrazeni push-forward lze zobecnit na zobrazeni tecnych tenzori
typu (p,0) a zobrazeni pull-back na tenzory typu (0, p) pozadavkem,
ze komutuji s tenzorovym soucinem. Mame tedy definovano

¢r : ThM — Tyob N, ¢" : Tye) N - T,OM . (3.2)

Vzhledem k tomu, Ze push-forward a pull-back ptisobi opa¢nymi sméry,

nemiizeme je pro obecné zobrazeni zkombinovat a definovat induko-
vané zobrazeni pro tenzory smiseného typu.

Situace je ale odlisnd pokud je ¢ diffeomorfismus. Pak mizeme
dodefinovat push-forward i pro formy a pull-back pro vektory poza-
davkem, aby si tyto dvé zobrazeni odpovidala pii zdméné ¢ na ¢~1.

verze 2.04 (2013-12-06)

M3.3 Jednodimenzionalni diferencial

Pokud bychom nechtéli provadét ztotoznéni
predpokladané v prikladu P3.1, mizeme cha-
pat 7 jako soufadnici na jednodimenzionélni
varieté N a realnou funkci f na M cha-
pat jako soufadnicovou hodnotu zobrazeni
f: M — N, tj. f(x) = 7(f(z)). Pak diferen-

cidl f a gradient f souvisi
-0
Df=df —.
/ / or

Parametrizovand kiivka Z(7) definuje zobra-
zeni z: N — M a jeho diferenciél je dan tec-
nym vektorem ke kfivce

Dz

Dz=dr—.

dr
Bézné mezi f a f, pfipadné Z a z, nerozliSu-
jeme.
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Definice D3.9 (Indukované zobrazeni diffeomorfismu)
Necht ¢ : M — N je diffeomorfismus. Potom definujeme

b TM—TLN, 6= (071",

P* Ty N — T, M, " = (¢71)*
Na tenzory libovolného typu tyto zobrazeni rozsifime pozadavkem
komutace s tenzorovym nasobenim. o

Doposud jsme transformovali tenzorové objekty lokalizované v
jednotlivych bodech. Obecné vzor a obraz téchto zobrazeni nelezi ve
stejném tenzorovém prostoru — jednd se tenzory v rtiznych bodech
(v principu) riznych variet. V pfipadé diffeomorfismu variety na sebe
je ale mozné definovat zobrazeni mezi tenzorovymi poli, které pre-
vadi pole na pole stejnéeho typu. Tenzorové pole lze chapat jako funkci
nabyvajici hodnot v te¢nych prostorech. Pti transformaci pole pouzi-
jeme stejny princip jako u skaldrnich funkci (definice D3.5), musime
ale navic transformovat i funkéni hodnotu.

Definice D3.10 (Indukované zobrazeni tenzorovych poli)
Necht ¢ € Diff M. Indukované zobrazeni

bu: IIM —IFM, A — ¢ A
definujeme

(9:A)(x) = ¢« (A(¢ ') - o

Indukované zobrazeni na tenzorovych polich je zfejmé linedrni (i vzhle-
dem k nasobeni funkci) a komutuje s tenzorovym souéinem a zuzenim.
Pomoci diferencidlu D¢ 1ze transformované pole zapsat nasledovneé:

(0 A =D gog ... Dpg ... Alog™ .

PozNAMKA

Poznamenejme, Ze trochu ‘preplacany’ shluk symboli D2 ¢o¢t (vydisleny v
bodé ) znaéi slozeni D2 ¢ a ¢!, tj. ‘oindexovany’ diferencial D¢ vyéisleny v
bodé& ¢lx. Obdobné je nutno &ist AT o¢ L. P¥i bé&zném uzivani se vétsinou in-
verzni zobrazeni ¢! v argumentech nepise a predpoklada se implicitné, na zakladé
kontextu.

(3.3)

3.3 Lieova derivace

Doposud jsme zavedli pouze jeden zptisob derivovani ‘poli’ na varieté
— derivovani skaldrni funkce ve sméru daného vektoru (a samoziejmé
s timto souvisejici gradient funkce). Bohuzel, tento koncept nelze jed-
noduse zobecnit na slozitéjsi objekty — na tenzorova pole. Na varieté
neumime od¢itat tenzory v ruznych bodech a nemizeme tak ptrimo-
¢afe zavést ‘derivaci ve sméru’ tenzorového pole A(z) analogicky de-
finici D2.2:

lim 1 (A(Z(T)) — A(Z(O))) .

T—0 T

(3.4)

Aby takovéito definice méla smysl, musime néjakym zptsobem ‘pfe-
nést’ tenzory A(z(7)) a A(2(0)) do stejného bodu. V této kapitole
jsme se ale naucili tenzory pfenaset — totiz pomoci indukovaného zob-
razeni toku.

verze 2.04 (2013-12-06)

M3.4 Jak a co umime doposud derivovat?
Vedle gradientu a derivovani funkce ve sméru
jsme se setkali jesté s dvéma operacemi, které
jsou tzce spojené s derivovanim.

Za prvé, Lieovy zavorky maji charakter deri-
vace v obou svych argumentech — spliuji pra-
vidlo pro derivovéani souéinu funkce a vektoro-
vého pole a ‘soucinu’ dvou vektort (kde ‘sou-
¢in’ vektori je minéna jejich Lieova zavorka).

Za druhé, diferencidl zobrazeni zavedeny v
predchozi sekci ma téz charakter derivovani.

Ale jelikoz se v tomto ptipadé derivuje zobra-
zeni mezi dvéma varietami a vysledek je smi-
Seny tenzor teény k témto dvéma varieatam,,
nejednd se zde o derivaci obycejné ‘polni veli-
éiny’.
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Pokud méme na varieté zadany tok (definice D3.3), je pfirozené
se ptat jak se méni tenzorové pole pfi posunuti podél tohoto toku.
Tok nam za prvé urcuje smér, ve kterém se posuneme ze zvoleného
bodu. Ale nejen to. Tok také urcuje, jak se posouvaji vSechny body
v okoli tohoto bodu a tim i urc¢uje jak se posouvaji objekty z tecnych
prostori. Tecné prostory v riznych bodech totiz mtuzeme identifikovat
pomoci push-forwardu indukovaného tokem. Intuitivné to znamena,
Ze pomoci toku ‘pfenasime’ i ‘pfistroje’ (pfesné Fedeno: prvky béze),
se kterymi ‘mé¥ime’ ¢i ‘popisujeme’ objekty v tecnych prostorech. Tj.
tenzor prohlasime za ‘stejny’, pokud ma stejné soufadnice vzhledem
k pfenesené bazi. Coz je ekvivalentni tomu, Ze je pfenesen pomoci
zadaného toku.

Jelikoz nas hlavné zajim4 zména pfi malych posunuti (tj. derivace
pole), tak je pfirozené zadat tok pomoci jeho generatoru — pomoci
vektorového pole urcujiciho ‘smér’ toku. Derivace méfici zménu ten-
zorového pole pti posunu podél takto zadaného toku se nazyva Lieova
derivace.

Definice D3.11 (Lieova derivace)
Necht A je tenzorové pole, v vektorové pole definovana na okoli
bodu z a necht ¢, = diff . [v] je tok (jednoparametrickd grupa dif-
feomorfismii) s generatorem v. Lieova derivace £1A pole A podél
vektorového pole v je definovéna:

£0A|, = lim — (5L A(6,2) - A(2))

Pfi pouziti tenzorovych indexii budeme psét (£9.A)8: nebo prosté
£ A% Soufadnice vysledku Lieova derivovani zapiseme (£aA)b
a v tomto pripadé zavorky nebudeme vynechavat. o

POzZNAMKA
Vyraz bez zavorek £y A% si ponechame pro naznaceni derivovani souradnic A%
tenzorového pole. Jak hned uvidime, to je rovno a[A% ].

Pouzitim definice D3.10 indukovaného zobrazeni poli a faktu, ze ¢ '=¢_

miuzeme Lieovu derivaci téz prepsat v feci poli:

d

(0 4) (3:5)

£oA=lim (gL A~ A)=-

7=0

Vidime, ze se zde vyuziva faktu, ze indukované zobrazeni ¢, prevadi
tenzorova pole na pole stejného typu — ze stejného linedrniho prostoru
T M. Derivace na pravé strané (3.5) ma tak smysl.

Zduraznéme jesté jednou, Ze Lieova derivace je definovana podél
vektorového pole — nestadi zadat pouze smér (jeden vektor), ve kte-
rém chceme derivovat. Musime zadat navic tok, ktery ndm umozni
prenaset tenzory z bodu do bodu — a k tomu potfebujeme vektorové
pole v celém okoli zkoumaného bodu.

Lieova derivace ma obvyklé vlastnosti derivaci:

Véta V3.5 (Lieova derivace)
Lieova derivace podél a € M je linedrni

£a(A+7‘B) = £aA—|—’I“£aB y (1)
splnuje pravidlo pro derivovani souc¢inu

£a(AB) = (£4A) B + A (£4B) (i)

verze 2.04 (2013-12-06)

Ma3.5 Lieova derivace a symetrie

Lieova derivace hraje dilezitou roli hlavné pfi
zkoumani symetrii. Z jejiho zavedeni je zfejmé,
ze jakakoli kvantita popsana tenzorovym po-
lem A je neménné pii posunu podél toku ¢,
pokud jeji Lieova derivace £9A podle gene-
ratoru toku v vymizi. V takovém pripadé fi-
kame, ze tok ¢, je symetrii pole A.

Pro skalarni funkce tato podminka znamena,
ze funkce musi byt konstantni podél orbit
zéddnou symetrii. Podminka existence symet-
rie muze tak vyrazné zuzit vybér zkoumaného
tenzorového pole.

V kapitole 6, oddile 6.5 se budeme zabyvat sy-
metriemi metriky. Generatorim téchto syme-
trii se ¥ika Killingovy vektory. Symetrie lorent-
zovskych metrik jsou velmi dutlezité v obecné
teorii relativity a to jak pfi interpretaci prosto-

troCasovych geometrii, tak pfi samotném hle-

dani feSeni Einsteinovych gravitacnich rov-
nic. Je zndmo jen velmi mélo presnych feseni
téchto rovnic, ktera by neméla zadnou symet-
rii.

Symetrie hraji podstatnou roli také v teorii ka-
libra¢nich poli (zde se jedné o symetrie na jis-
tém fibrovaném bundlu vnitfnich stupna vol-
nosti).

Lieova derivace se dale vyuzivd napi. v geo-
metrické formulaci teoretické mechaniky, kde
se pomoci ni zapisuji Lagrangeovy rovnice ¢i
identifikuji kanonické transformace.
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a na funkcich pisobi jako obyc¢ejnd derivace ve sméru
faf=alfl]=a"dnf. (iii)

Zde A, B jsou libovolna tenzorova pole, f skalarni funkce a r € R.g

DUkAZ:
Tyto vlastnosti pfimo plynou z vlastnosti derivace na pravé strané (3.5).m

Lieova derivace komutuje s gradientem

Véta V3.6 (Lieova derivace a gradient)
Proa € M a f € §M plati

Ladf = dLaf .

DUKAzZ:

Jedn4 se o diferencialni vyjadieni lemmatu V3.1. Pokud zderivujeme podle
7 vztah ¢r.df = d¢-.f, kde ¢, = diff - [a] je tok s generdtorem a, dosta-
neme dokazované tvrzeni. n

Lieova derivace vektorového pole vede na operaci, kterou jiz znadme —
na Lieovu zavorku:
Véta V3.7 (Lieova derivace vektoru)

Pro dvé vektorova pole a, b plati

£gb=[a,b] . .

DUKkAz:
Zazime £qb s gradientem libovolné funkce a s pouzitim vét V3.5, V3.6 a
definice Lieovy zévorky D2.3 dostaneme

(£ab)" dnf = £a(b" dnf) —b" £adnf
= £a(bf]) —b" dnLaf = albf]] — blalf]] = [a,b]" dnf .

‘Zkracenim’ gradientu df dostaneme tvrzeni véty. n

Lieova zéavorka se vuci Lieové derivaci chova téz jako soudin -
miizeme zformulovat pravidlo pro derivovani soucinu:
Lemma V3.8 (Lieova derivace Lieovych zavorek)
Pro vektorova pole a, b a ¢ plati

£c[a,b] = [£ca,b} + [a, £Cb} . 0

DUKAzZ:

Plyne z komutace push-forwardu ¢-. a Lieovych zavorek V3.2. Zderivova-

nim ¢-.[a, b] = [¢-«a, p-.b] podle 7 da vztah (3.5) pozadované tvrzeni.
Alternativné, pomoci véty V3.7 nalezneme, ze dokazované tvrzeni je

ekvivalentni Jacobiho identité pro Lieovy zavorky. =

Tyto vlastnosti nam jiz umozni spocitat derivaci libovolného ten-
zororového pole. To lze totiz vzdy rozepsat jako linearni kombinaci
prvku soufadnicové baze. A ty jsou tvorené tenzorovym soucinem
soufadnicovych vektord a 1-forem, které jiz umime zderivovat podle
predchazejicich dvou vét.

Specialné se nam vypocet zjednodusi, pokud pouzijeme sourad-
nice x?, které jsou pfizptisobené vektorovému poli a, podle kterého
derivujeme. To znamend takové soutadnice, pro které 9/9x! = a.
Soutadnice z2, ..., 2% (d je dimenze variety) jsou pak konstantni po-
dél orbit toku generovaného polem a a privilegovana soufadnice x!

verze 2.04 (2013-12-06)
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parametrizuje ‘posun’ pomoci toku. Jelikoz Lieovy zévorky soufadni-
covych poli jsou nulové a derivace souradnicovych funkci ve sméru a
konstantni (1 nebo 0), tak £48/8z° = 0 a £g dz’ = 0. Derivace libo-
volného tenzorového pole se nam tedy redukuje na pouhou parcialni
derivaci jeho soutfadnic

(£, A)im = Al 4 (3.6)

Nakonec ukazeme, ze Lieova derivace pusobici na obecné tenzo-
rova pole reprezentuje Lieovu algebru vektorovych poli
Véta V3.9 (Komutator Lieovych derivaci)
Pro libovolna vektorova pole a, b plati

Laty—Lpta =Ll p)

kde Lieovy derivace mohou ptsobit na obecné tenzorové pole.
DUKAZ:
Nejdfive dokézeme, ze operdtor L = £a Ly — £pLa — ’€[a, b] je pseudo-
derivace. Ziejmé se jedna o operator linearni vici souctu a nasobeni kon-
stantnim cislem. Ultralokalita (anihilace skalarni funkce) plyne z definice
Lieovy derivace D3.11. Zbyva ovéfit Leibnizovo pravidlo:

L(AB) = £a((£,4)B + A(£,B)) - £((£aA)B + A(£aB))
~ (£[a,5]4) B — A(£[q,5B)
= (LA)B + A(LB) + (£pA)(£aB) + (£aA) (£pB)
— (£a4)(£pB) - (£pA) (£aB)
— (LA)B + A(LB)

Pseudoderivace je plné déna svoji akci na vektorech (véta V2.4). Pro vek-
torové pole ¢ vSak plati Le = 0, jak ovéfime opakovanym uzitim véty V3.7
a Jacobiho identity pro Lieovy zdvorky (véta V2.2). Musi tedy platit L = 0,
coz jsme chtéli dokazat. n

V ptistich kapitolach postupné vyjadiime Lieovu derivaci jesté né-
kolika dalsimi zptisoby. Lieovu derivaci antisymetrickych forem napf.
zapiSeme pomoci vnéjsi derivace (viz vétu V4.3 a lemma V4.2). Vztah
Lieovy a kovariantni derivace lze nalézt ve vété V7.19 v kapitole 7 a
Lieova derivace vektové hustoty bude rovna jeji divergenci (viz kapi-
tolu 10).

3.4 Podvariety

Intuitivné je koncept podvariety — variety ‘vlozené’ do vétsi variety
— jasny. PFi presné definici vSak muZeme narazit na urcita uskali.
Podvariata znamend totiz vice nez jen podprostor v mnozinovém ¢i
topologickém smyslu. Byti podvarietou s sebou také nese informaci
o diferencovatelné struktuie a vztahu teénych struktur ‘velké’ a ‘vlo-
zené’ variety. Toto vlozeni musi byt ‘slusné’, nesmi nikde ‘degenero-
vat’. Abychom tento rys podchytili, musime nejdiive zavést nékolik
Definice D3.12 (Lokélni vlastnosti zobrazenti)

Hladké zobrazeni ¢ : N — M budeme nazyvat lokdIné prosté (injek-

tivni) v bodé x € N, pokud push-forward ¢.|, je prosté zobrazeni

verze 2.04 (2013-12-06)

M3.6 Znaceni parcialni derivace

Pouze pripomeneme znaceni zavedené v pred-
chozi kapitole v definici D2.1: ¢arka v dolnich
soufadnicovych indexech znaéi parcidlni deri-
vaci

AL
ozl

Couny

Abmyl —



Diffeomorfismy variet a Lieova derivace

3-9

te¢ného prostoru T, N do T3, M. Jinymi slovy, ¢ je v bodé x lokalné
prosté, pokud ker ¢, |, = {0}.

Zobrazeni ¢ nazveme v bodé x € N lokalné surjektivni ¢i lokdlné
»na”, pokud img ¢, |, = Ty, M. o

Ziejmé ¢ muze byt lokalné prosté pouze pokud dim N < dim M a
lokdlné surjektivni pokud dim N > dim M. Tyto pojmy (zejména lo-
kalni injekee) zachycuji lokdlné, kolem jednoho bodu, vyznam nede-
generovaného vnoreni jedné variety v druhou. Zhruba feceno, tecny
prostor vzorové variety se nesmi pfi zobrazeni zmensSit. Nesmi v da-
ném bodé existovat smeéry, které po zobrazeni zdegeneruji. Chceme,
aby kazdému sméru z daného bodu odpovidal po zobrazeni opét né-
jaky netrividlni smér v cilové varieté. Varieta se pii zobrazeni nesmi
v daném bodé ‘singularné zdrcnout’.
Geometricky vyznam definovanych pojmu dale osvétli teorém ply-

nouci z véty o implicitni funkci:
Véta V3.10 (Lokalné prizpusobené soufadnice)

Necht zobrazeni ¢ : N — M je hladké, m = dim M a n = dim N.

Plati:

(i) Pokud je ¢ lokalné prosté v bodé z € N, pak

- exituje okoli V bodu z, na kterém je ¢ prosté,

- pro kazdé soutadnice y* (i = 1,...,n) na okoli V lze na néjakém
okoli U bodu ¢z zavést soufadnice 27 (j =1,...,m) tak, Ze pro
w €V plati

' (pw) = y'(w) , proi=1,...,n,
27 (pw) =0, proj=n-+1,...,m.

(ii) Pokud je ¢ lokalné surjektivni v bodé z € N, pak
- exituje okoli V' bodu z takové, ze U = ¢(V) je okoli bodu
¢z € M,

- pro kazdé soufadnicemi 27 (j =1,...,m), na U existuji sou-
fadnice ¢*, i = 1,...,n, na V tak, Zze pro w € V plati
o (pw) =y (w), proj=1,...,m.

(iii) Pokud je ¢ v bodé z lokdlné prosté i surjektivni, pak exituje
okoli V bodu z, na kterém je ¢ diffeomorfismus.

Soufadnicim zavedenym v (i) a (ii) fikdme sourfadnice pfizpisobené
zobrazeni ¢. O

PozZNAMKA
Pripomenme, ze pod okolim bodu minime otevienou mnozinu obsahujici tento
bod. Diky tomu je prvni tvrzeni bodu (ii) netrividlni.

Lokalné prosté zobrazeni ve zvoleném bodé tak pfevadi malé okoli
tohoto bodu na podmnozinu cilové variety takovym zpisobem, Ze se
zachovava tecna struktura i pojem hladkosti v okoli zvoleného bodu.
Vzor a obraz jsou blizko daného bodu diffeomorfni, z hlediska struk-
tury variet si jsou ekvivalentni.

Koncept lokalni prostoty mtizeme nyni ‘globalizovat’:

Definice D3.13 (Vnofeni a vloZeni)
Hladké zobrazeni ¢ : N — M se nazyva vnoreni N do M, pokud je
toto zobrazeni v kazdém bodé variety NV lokdlné prosté.
Je-li ¢ navic prosté, nazyva se vloZeni N do M. o

verze 2.04 (2013-12-06)
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Vnoteni tak vyzaduje ‘lokdlni nedegenerovanost’ (jistou ‘nezdrclost’)
tecné struktury na vzorové varieté N z hlediska tecné struktury ci-
lové variety M. Vnoteni ale v principu pripousti, aby vnorena varieta
protinala sama sebe. Tato moznost ukazuje na vyznam rozliSovani
mezi vzorovou varietou N a jejim obrazem +(N) C M. A¢ jsou tyto
dva prostory lokalné stejné, globalni obraz +(N) nemusi byt varietou.
Diferencovatelna a te¢na struktura vnofované variety je tak zachy-
cena na varieté N, ne nutné v jejim obraze. Pokud totiz vnoreni neni
globalné prosté, vnofend varieta sama sebe protind (¢i se sama sebe
dotyka) a v téchto kritickych bodech nemd jeji obraz strukturu vari-
ety.

Vlozeni oproti vnofeni vyzaduje navic pravé globalni prostotu (in-
jektivnost). Jedna se tedy o koncept jez definuje pojem vlozené pod-
variety:

Definice D3.14 (Podvarieta)
Pokud je ¢ vlozeni variety N do M, nazyvame obraz N = 1(N)
podvarietou variety M. Prostory N a N se &asto nerozlisuji.
Kodimenzi podvariety N nazyvame rozdil dimenzi dim M — dim N .,

Definice D3.15 (Soufadnice lokalné pfizpusobené podvarieté)
Méjme podvarietu N dimenze d—n variety M dimenze d. Soutrad-
nicim 2%, i = 1,...,d na M ¥ikdme, Ze jsou lokdlné pFizpiisobené (&i
jen prizpusobené) podvarieté N pokud

'y =0 pro i=1,...,n,
2|y, i=mn+1,...,d tvoii soufadny systém na N .
Existence takovych soufadnic je zarucena vétou V3.10. °

Lokalné prizptisobené souradnice demonstruji fakt, ze N ma struk-
turu variety (indukovanou z variety N) kompatabilni se strukturou
okolni variety M.

Zduraznéme ale, Ze je nutno odliSovat te¢né struktury ve smyslu
podvariety N a ve smyslu okolni variety M. Vektory tecné k N sice
mizeme identifikovat s vektory pat¥ici do (podprostoru) teéného pro-
storu T'M (pomoci zobrazeni push-foward, které je prosté), to samé
ale nelze ucinit s 1-formami. Pokud je dimenze podvariety mensi nez
dimenze okolni variety, pro 1-formy neméame push-forward k dispo-
zici. A zobrazeni pull-back stahujici 1-formy z T™ M zpét do T N neni
prosté (dimker ¢* = dim M — dim N). Proto musime rozliovat mezi
tenzory ve smyslu variety M a ve smyslu podvariety N — prestoze
oba typy tenzort jsou ‘lokalizované’ v jednom bodé.

Pull-back forem umoziiuje pouze definovat restrikci formy na pod-
varietu.

Definice D3.16 (Restrikce formy na podvarietu)
Méjme podvarietu N = ¢(N) variety M danou vnofenim ¢. Re-
strikel w|y € ngN formy w € ngM definované v bodé z € M
leZicim na podvarieté N minime pull-back formy na N

wly =w . o

Ziejmé restrikce w|y pisobi na vektorech teénych k N stejné jako
puvodni forma w na stejnych vektorech chapanych jako prvky te¢ného
prostoru k M.

verze 2.04 (2013-12-06)

Ma3.7 Vlozeni, vnofeni a injekce

Rozdily mezi vlozenim, vnofenim, prostym
a pouze hladkym zobrazenim jsou pomérné
jemné. Dokumentujeme si je na jednoduchém
piikladé zobrazeni jednodimenzidlni variety
N = R! se soufadnici ¢ do roviny M = R? se
soufadnicemi [z!, 22]. Soufadnicové vyjadieni
zobrazeni ¢ oznatime ¢! a @2 (viz definici
D3.1). Ozna¢me jesté o bod z N, pro ktery
t(o) = 0.

Zobrazeni ¢ nebude hladké, pokud ma obraz
¢(N) v M ‘rohy’. Napi. zobrazeni dané vztahy
dL(t)=t, ¢2(t)=0 pro t<0 a ¢l(t)=0,
@%(t) =t pro t > 0 neni hladké v bodé o.
Zobrazeni ¢ ale nemusi byt hladké i pokud jeho
obraz ‘rohy nema’ — hladkost zavisi také na
tom, jak rychle (a hladce) ‘ubihaji’ soufadnice
na N z hlediska soufadnic na M. Napf. pro
funkee @' (t) = |t|, #*(t) = 0 neni ¢ hladké v
bodé o — nelze zde totiz ani definovat diferen-

cial D|,.
Obecné hladké zobrazeni nemusi byt prosté
ani lokdlné prosté. Napif. pro funkce

1 (t) = cost, @2(t)=0 neni zobrazeni ¢
lokalné prosté v bodech ‘obratu’, tj. tam, kde
t = km, k € Z. V téchto bodech push-forward
degeneruje na trividlni zobrazeni ¢.a = 0, tj.
napf. v bodé o mame Dé¢|, = 0.

Hladké zobrazeni miize byt prosté, a zaro-
venl ne v kazdém bodé lokalné prosté. Napft.
pro funkce ¢! (t) = 3, $2(t) = 0 je zobrazeni ¢
prosté, ale neni lokalné prosté v bodé o. Opét,
v tomto bodé mame D¢|, = 0.

Naopak, wvnofeni — zobrazeni vsude
kélné prosté — nemusi byt prosté. Napi.
funkce ¢!(t) = cost, ¢?(t) =sint davaji lo-
kalné prosté zobrazené ¢, ale diky periodicité
funkei vzor kazdého bodu z ¢(NV) je tvofen ne-
konec¢né body v V. Lze samoziejmé zkonstru-
ovat i vnofeni, kterda nejsou prosté tieba jen
v jednom bodé (vnofend varieta protind sama
sebe v jednom bodé).

Konecné piikladem vlozZeni je zobrazeni dané
funkcemi ¢'(t) =t, ¢2(t) =0, které definuje
podvarietu ,,osu z'”.

lo-
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3.A Geometricky vyznam Lieovy zavorky

Chceme dokazat tvrzeni marginalie M3.1

Lemma V3.11 (Vyznam Lieovy zavorky)
Mgjme dvé vektorova pole a, b, ktera generuji toky ¢, = diff ,[a] a
g = diff g[b]. Nekomutativita téchto toki je charakterizovana Lie-
ovou zavorkou. Konkrétné, pro libovolnou funkci f plati

f(Wrra) = f(prthra) = 7%[a,b]" dp f(z) + O(3) . D

DUkAz:
Pro zjednoduSeni zipisu definujme funkce a(a, 3), b(8,«) dvou promén-
nych:

a(avﬁ) = f(¢>a1/’ﬁ«’ﬂ) ’ b(ﬁva) = f(1/Jﬁ¢afE) .

Nyni budeme chtit nalézt rozvoj téchto funkci okolo bodu @ = 3 = 0. Nulté
¢leny rozvoje jsou ptimo hodnoty obou funkci:

a(0,0) = b(0,0) = f(z) .

Jelikoz funkce a, b zavisi na «, B pouze skrze argument ¢,1gx ¢i Ygpar,
parcidlni derivace podle jednotlivych proménnych jsou derivace ve sméru
poli a a b, respektive ‘posunutych’ poli p.b a Ys.a. Vskutku, tecny vektor
kiivky ug(a) = ¢atppz (s parametrem ) je aly,(a), kdezto teény vektor
kiivky 9a(8) = ¢atppx (s parametrem 3) je ¢axb|s,(3). Obdobné pro pro-
hozend pole a a b — viz obrazky na této strance. Prvni parcialni derivace
funkci a a b tedy jsou:

2y
Oa
ob
%(6705) = (b ) df)|¢'5¢a96 )
Druhé parcialni derivace se mohou spocist stejnym zptsobem, pokud prvni
derivace zavisi na parametru druhého derivovani opét pouze skrze argument
. . « . 82 82 i~

¢athpz & Pppax. To je splnéno pro derivace z— a 3520 Ve smisenych
derivacich podle « i 3 toho lze dosdhnout spravnym poradim derivovani.
Dostévame:

da
a3
ob

D (.00 = (Wwa)- df)], ., -

aB)=(a-df), ..o F5d)=((6ub)-df)], , .

s =(a @ an)| .
@) = ((0nd) (0t an)|
88:;[3 (0,8) = ((6ab) - (- ) datps
37;2(570[) —(b-(v- df))\maz ’

T (5.0) = ((Woa) - (W) - dF)) oo
azzal)a (8,0) = ((¢-a) - (b~ af)) )wﬁw '

K rozvoji funkci a a b potfebujeme hodnoty derivaci pro a = 3 = 0:

da da
o 0
8—2(0,0):(1). df)|, , %(0,0):(a. af)|,

verze 2.04 (2013-12-06)

axb a

X

Funkce a(a, 8) je rovna funkci f vyéislené v
bodé ¢,1px. Pii ménicim se a se bod ¢pagr
pohybuje po kiivce, kterou nazveme ug(c)
(kfivky ug(c) pro tii rizné 3 jsou v obrazku
zndzornény jako plné kiivky). Parcidlni deri-
vace podle a odpovidé derivaci ve sméru tec-
ném k ug(a), coz znamend ve sméru pole a.
P¥i ménicim se 8 se bod ¢.1sx pohybuje po
kiivee U4(0), jejiz teény vektor je @b (v ob-
razku jsou tyto kiivky znazornény ¢arkované).
Parcidlni derivace da/08 tak odpovida deri-
vaci ve sméru @u.b.

kterd za-

b(B8, ),
Yppar definujeme kiivky
Vo (B) = Yppax (v obrazku plné ¢ary) s teé-
nym vektorem b davajici parcidlni derivaci
0b/0B, a kiivky dg(e) = Ypoax (v obrazku
¢arkované) s teénym vektorem 1g.a urcujici
parcidlni derivaci 0b/0a.

Obdobné pro funkci

visi na bodé
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o0 =(o- el GEe0- ().
GF00=(0an) . FEo0=(a @ )|

%b

&a C a5ea 00 = (a~ (b- df))

S pouzitim téchto hodnot v Taylorové rozvoji dostaneme
f(¢f¢fx) - f(¢f¢‘r37) =b(r,7) — a(T: )

:<ba+(8b+abaaaa)7

T x

o  Oa Oa 08
10*% 10% 9%b 10%a 1 9a> 9%b \ -
+( )7

20 200 " 9008 2002 208 T 9B0a
+ O(T?’)>

=7*(a-d(b-df) ~b- d(a- af))
= 72 [a,b] . df{I +(9(T3) ,

a=p6=0

+ (’)(7'3)

kde v poslednim Fadku jsme pouzili definici D2.3. Tvrzeni lemmatu je tim
dokéazano. n

verze 2.04 (2013-12-06)



Kapitola 4

Antisymetrické formy

4.1 Zavedeni antisymetrickych forem

V této kapitole se budeme zabyvat specidlnimi tenzory, tzv. antisyme-
trickymi p-formami. Jedné se o antisymetrické tenzory s p kovariant-
nimi indexy. Pf¥ipomenime, Ze antisymetrickym tenzortim jsme jiz vé-
novali oddil 1.4. Prostor antisymetrickych forem teénych k varieté M
v bodé z budeme oznacovat A2 M.
Definice D4.1 (Antisymetrické formy)

Tecny tenzor w € Tml? M se nazyva antisymetrickou formou stupné p

(p-formou), piSeme w € A M, pokud

w=Aw, tj.

Way...ap = Wiay...ap] *

Prostor funkci nabyvajicich hodnot v prostoru p-forem budeme zna-

it AP M (tj. AP M = Sect A* M). o

Jako specialni pfipady dostavame pro p = 0 prostor funkci na M,

tj. A°M = F M. Pro p = 1 dostavame prostor teénych forem (kovekto-

rovych poli) A' M = T* M, a koneéné pro p = dim M prostor totalné

antisymetrickych tenzorovych poli, které budou hrat dilezitou roli pii
zavedeni integrovani na varieté (viz kapitolu 5).

Obecné, dimenze prostoru A, M p-forem v bodé z je (Z), kde d je
dimenze variety M. Pro p > d je prostor p-forem trivialni — neexistuji
tenzory s vice antisymetrickymi indexy nez je dimenze vektorového
prostoru, nad kterymi jsou tenzory vybudované.

4.2 Vnéjsi nasobeni

Mezi antisymetrickymi formami lze zavést operaci vnéjsiho ndsobeni.

Definujeme ji pomoci tenzorové antisymetrizace

Definice D4.2 (Vnéjsi nasobeni)
Necht w’/ € AP M, j =1,...,n, jsou antisymetrické formy stupnti
p;j. Vnéjsi soucin w! Aw? A+ A w™ téchto forem je antisymetricka
forma w stupné p = p; + - - - + p,, dand antisymetrizaci tenzorového
souéinu forem w’

|
w=wl AW A A" = P

= Awrw? -
plp2!---pn!

w™).

verze 2.02 (2013-12-06)
[2.03,1.12,1.14,2.04202,202,2.03,2.03,2.02,0,1.03

M4.1 Formy nad vektorovym prostorem
Antisymetrické formy a vnéjsi nasobeni lze za-
vést nad kazdym vektorovym prostorem V.
Prostor forem AP stupné p je tvofen antisy-
metrickymi tenzory s p kovariantnimi indexy,
AN = \/[2] =A Vg . Prostor p-forem je netrivial-
ni pro p < dim V. Direktni soucet vSech pro-
stortt AP tvori vnéjsi algebru A generovanou pro-
storem V.

Vnéjsi derivaci (definovanou nize) lze vSak za-
vést pouze pro antisymetrické formy ‘zévisejici
na poloze’. Proto se v textu zabyvame hlavné
antisymetrickymi formami A M teénymi k va-
rieté M.
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Tenzorové indexy vnéjsiho soucinu forem budeme formélné psat u
jednotlivych ¢initeli, abychom naznaéili tenzorovy charakter (stu-
peti) téchto Ciniteli:

1 2

=w Aw A Awl

w .
ai...Qp; Qpy+1---Qpy +py Ap—pp+1---Ap

aj...ap

Pomoci indexti mé definice vnéjsiho nasobeni tvar
wal...ap =

p' o
ool | w[la'lmam ‘27‘p1+1~--a1)1+112 o Zp*pn+1---"'p] :
P1:p2: P

Prostor vSech antisymetrickych forem A M spolu s vnéjSim néa-
sobenim tvofi tzv. vnéjsi algebru. Vnéjsi nasobeni je asociativni —
vnéjsi soucin n Ciniteld mtzeme libovolné ozavorkovat. Vnéjsi né-
sobéni vSak neni obecné komutativni. Chovani vici zdméné Einitelu
zéavisi na stupni ¢initelt. Pro formy w a o stupni p a ¢ mame

who=(-1"MoAhw. (4.1)
Znaménko vznika pri prokomutovani q indexi formy o pfes p indext
formy w s uvdzenim antisymetrické povahy vysledné (p+q)-formy.

Vnéjsi nasobeni se nejCastéji pouziva pro 1-formy. Pro 1-formy
(kovektory) &?, j = 1,...,n, dostdvidme speciilné

E signo a%' - a" .

permutace o

al ANt = (4.2)
Vidime, ze na prostoru l-forem je vnéjsi nasobeni antisymetrické.
Opakuje-li se tak ve vnéjsim soucinu vicekrat stejnd 1-forma, je vy-
sledek nulovy.
PRIKLAD P4.1

Pro 1-formy o, 3 dostdvame (samoziejmé s uzitim konvence (1.2))

aANB=afB—-Ba«.

Pripomenme, Ze pouzijeme-li tenzorové indexy, nezalezi na potadi, ve
které Cinitele napiSseme — indexy sami urcuji potradi tenzorového soucinu:

ag \By =0oa By —ap B, -

Vnéjsi nasobeni r-formy w s 1-formou o ma explicitné tvar

Z (_1)k aak wag...a7.
——

0<k<r

aao /\ wal...a7. = <4-3)

mimo ay
Nésobeni dvou 2-forem w a o je komutativni a lze ho rozepsat nasle-
dovné
Wab N Ocd = Oab N\ Wed =
= WabOcd + Wed Tab (44)

— WacObd — WadOcb — WebTad — WdbOca -
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M4.2 Explicitni tvar vnéjsiho nasobeni
Vsimnéme si, ze vnéjsi soucin se lisi od anti-
symetrizace tenzorového soucinu normalizaci.
Tato normalizace zajistuje, Ze vnéjsi soucin je
dan souctem vSech moznych tenzorovych sou-
¢int ¢initela lisicich se ‘kvalitativné neekviva-
lentnim poradim’ tenzorovych indext. Jednot-
livé cleny se v souctu vyskytuji se znamén-
kem odpovidajicim znaménku permutace pii-
slusného usporadani indext. Dvé rizna uspo-
fadani indext v souéinu ¢initell pfitom nazy-
vame ‘kvalitativné ekvivalentni,” pokud se lisi
pouze permutacemi indexl jednotlivych ¢ini-
teld.

Pro vnéjsi soucin dvou forem w a o stupiii p
a r — p tato normalizace dava

wal...ap A a'ap+1...a,. =

— Ky et (B
- Z (_1) ' ! 2 wakl..,akp Oa,..a, >
~——

1<ki <--<kp<r

mimo aj, ...aj,

Soucet se provadi pfes ‘kvalitativné ekviva-
lentni’ rozdéleni indexii mezi obé formy. Ditkaz
tvrzeni 1ze nalézt v dodatku 4.A.

Konkrétné, pro p = 1 dostavame vztah (4.3) a
pro p = 2 vztah

Waia, A Oas...a, —

= Z (_1)k+l+l Waia; Oa;...a, -
——

1<k<I<r

mimo ay,a;
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4.3 Souradnice na A’ M

Méme-li zadanou bazi {€’},_1, . 4 v kote¢ném bundlu T; M, mizZeme
zkonstruovat pomoci vnéjsiho soucinu béazi v jednotlivych prosto-
rech A2 M. Diky antisymetrii vn&jsiho sou¢inu 1-forem jsou souéiny
et N --- A e% lisici se pouze zaménou Cinitelt linedrné zavislé. Za
bazi v prostoru antisymetrickych p-forem tak mizeme vybrat vnéjsi
souCiny e A --- A e s odliSnym vybérem C¢initeld e, ... e :

et N Ne
y Ny (4.5)
pro vSechny ay, ..., a, spliujici 1 <a; <---<a,<d.

.12 ~ , , (d R o v 212 71: .
Vidime, Ze baze ma (p) nezavislych prvku, coz odpovidd dimenzi pro-
storu AP M.

Diky odlisné normalizaci vnéjsiho soucinu a antisymetrizace ten-
zorového soucinu jsou soutradnice vzhledem k tenzorové béazi shodné
se soufadnicemi vzhledem k bazi v prostoru p-forem:

W =Wq,..q, " - e = E Way...a, € Ao Ne" . (4.6)
1<ar <---<ap<d

V souctu pres prvky tenzorové baze e® --- e% lze totiz seskupit
¢leny lisici se pouze poradim c¢initelti. Diky antisymetrii soutadnice
Way ...ap muzeme tuto souradnici od (i) seskupenych ¢lent vytknout a
jejich antisymetricka kombinace vytvoii vnéjsi soucin e A --- A e,
viz (4.2) a nésledujici pfiklad.
PRIKLAD P4.2
Na tiidimenzionalni varieté M (d = 3) s kote¢nou bazi {e', €?, e*} mi-
zeme antisymetrickou 2-formu w rozepsat nasledovné

a_b
W = wq e’e

w12 <61€2 — 8281) —+ w13 <61€3 — 6381) —+ wa3 (6283 — 6382)

1 2 1 3 2 3
=wize Ne H+wize Ne +waz e Ne .

Méme-li zadané soufadnice 7 na varieté M, na prostoru p-forem
volime typicky bazi { dz A --- A da® }1<a,<..<ap<d -

4.4 Vnéjsi derivace

Jiz jsme se zminili, Ze je obtizné zobecnit operaci gradientu na obecné
tenzorova pole. K derivovani obecnych tenzorovych poli je potfeba
dodatecnd geometrickd struktura — af jiz se jedna o vektorové pole
podél kterého mizeme definovat Lieovu derivaci (viz definice D3.11)
nebo o paralelni pfenos umoziujici zavést kovariantni derivaci (viz
kapitolu 7, zejména oddil 7.2). Prostor antisymetrickych poli AP M
vSak zaujimé v tomto sméru specidlni postaveni — pro antisymetrické
formy lze prirozené zavést tzv. vnéjsi derivaci a to bez pouziti jakych-
koli dodateénych struktur. Vnéjsi derivace zvysuje stupen antisyme-
trické formy a jedna se o jisté zobecnéni operaci gradient a rotace
znamych z euklidovského tfidimenzionalniho prostoru.

verze 2.02 (2013-12-06)

M4.3 Transformaéni vlastnosti souradnic
Soufadnice totalné antisymetrickych forem (tj.
forem stupné d = dim M) maji specidlni trans-
formacni vlastnosti. Prostor d-forem je jed-
nodimenzionalni, tj. tyto formy maji pouze
jednu nezavislou komponentu. Forma « je tak
charakterizovana komponentou «; 4, vSechny
ostatni komponenty jsou bud nula nebo se lisi
pouze permutaci indext. Tato komponenta se
pfi zméné baze

) S
el =Ale"

méni nasledovné
oy g = (det Az;) a1.4 -

Vskutku, diky antisymetrii formy a muZzeme
K
psat
/ _ AL AJ2 Jd
vy = ATAY LAY gy,
= 3 ATAZ LAY 0o,
permutace o

(> signoApAg .. AY) a1

permutace o

= (det Ag,) Q12.d -
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Definice D4.3 (Vnéjsi derivace)
Vnéjsi derivace d je zobrazeni z prostoru antisymetrickych p-forem
do prostoru (p + 1)-forem definovanych na varieté M spliiujici na-
sledujici vlastnosti:

d: APM — AP

dw+ao)=dw+ado, acR, (i
dlwNho)=dwAho+ (-1)’PwAdeo, (it
d piisobi na A° M =F M jako obyéejny gradient , (iii
ddw =0, (iv

prow e APM ao e ATM.

Pfi pouziti tenzorovych indext budeme vysledek vnéjsiho deri-
vovani zapisovat dg,Wa,..a,- Slozky vnéjsi derivace dw budeme
oznacovat dg,Wa;...q, Nebo, s vyuZitim lemmatu V4.1, piimo po-
moci antisymetrizované parcialni derivace jako (p + 1) w4, ...a,,a0] -

PozNAMKA
Pravidlo pro derivovani vnéjsiho souc¢inu obsahuje zdanlivé neintuitivni znaménko
(—1)P. Toto znaménko souvisi s antisymetrickou povahou vysledné formy a vymizi,

pokud zachovame ve vSech ¢lenech stejné poradi indext, tj. nejdfive index od
derivace, nasledovany indexy od prvniho cCinitele a indexy od druhého cinitele:

da(wb.“ A Uc...) = dn.‘-‘-’b4.4 NOec... +wp. .. ANdgoe... .

PozNAMKA

Zdtraznéme, Ze zapis dqgWwa;...a, znaci soufadnice vnéjsi derivace dw formy w,
a ne soufadnice gradientu skalari wa,...a,- Ty bychom zapsali pfimo pomoci
parcialni derivace jako wa;...a;,a0-

Poznamenejme, Ze z pravidla pro derivovani vnéjsiho soucinu vy-
plyva pravidlo pro derivovani nasobku formy funkci:

d(fw)=df Aw+ fdw, fesM, we APM . (4.7)

Pravidla z definice D4.3 urcuji jiz vnéjsi derivaci jednoznacné jak
je vidét z rozpisu do libovolné zvolenych souradnic =™

dw = d( Z Way...ap dz®™ A--- A dzap)

a1<---<ap

Z dwa,...q, A dz™ A--- A da® .

a1<--<ap

(4.8)

Zde jsme vyuzili linearitu vnéjsi derivace vici souctu, pravidlo pro
derivovani vnéjsiho soucinu a fakt, ze ddz® = 0. Vysledny vyraz
je jiz soucet vnéjsich soucint 1-forem danych obycejnymi gradienty,
tj. explicitni pfedpis pro vypocet vnéjsi derivace. Z (4.8) jiz lehce
nahlédneme vztah pro soufadnice vnéjsi derivace (nahlédnéte sami ¢i
v dodatku 4.A):

Lemma V4.1 (Soufadnice vné&jsi derivace)

Souradnice daocual,,_azp vnéjsi derivace dw p-formy w jsou

daowal...ap - (p + ]-) w[al...ap,uo] . 0
POZNAMKA
Ze soutadnicového zapisu vidime, ze vnéjsi derivace je v néjakém smyslu ‘antisy-

metrizace gradientu tenzorového pole’. Pfesnéjsi vyznam tomuto tvrzeni dame po
zavedeni kovariantni derivace ve vété V7.20.

verze 2.02 (2013-12-06)

M4.4 Vnéjsi derivace a vektorové operatory

Na tfidimenzionéalni varieté s metrikou q,; a
prislusné normovanym Levi-Civitovym tenzo-
rem €gpc lze definovat gradient funkei a rotaci
a divergenci vektorovych poli — viz oddil 10.1,
zejména margindlii M10.1. Vnéjsi derivace je s
témito operacemi izce spojena:

(grad f)* = q*"dnf,

(rot @)® = (dgap) €2,
€

diva = % abe dg(ebena™)

(indexy se snizuji a zvySuji pomoci metriky).
Rotace je tak Hodgetv dudl (viz definici
D6.14) vngjsi derivace 1-formy metricky aso-
ciované s vektorovym polem, rota = *da, a
divergence je dudl vnéjsi derivace dudlu vek-
torového pole, diva = *d*a.
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PRIxLAD P4.3
Pro vnéjsi derivaci 1-formy -« zizenou s dvéma vektory a, b dostavame

a™ (dmvy,)b" =a™ dm (b"v,,) —b" dn(a™~,,) — [a,b]° v, .
Analogicky vyraz pro formy vyssiho stupné je uveden v marginalii M4.5
a dokdzan v dodatku 4.A.

4.5 Vztah vnéjsi a Lieovy derivace

Vnéjsi derivace lze vyuzit pii vypoctu Lieovy derivace antisymetrické
formy. Za prvé, obdobné gradientu, vnéjsi a Lieova derivace komutuji.
Lemma V4.2 (Zaménnost d a £q)

Pro antisymetrickou formu w a vektorové pole a plati

d.£aw = Jga dw . O

Dtikaz 1ze provést pomoci tzv. Cartanovy identity vyjadiujici Lieovu
derivaci formy pomoci vnéjsi derivace:

Véta V4.3 (Cartanova identita)
Pro Lieovu derivaci antisymetrické formy w podél vektorového pole
a plati

— M n
£awn1...np =a dn wnl...np + dn1 (a wnng...np) . [m]

DUKAZ:
Zde tvrzeni dokdzeme pouze pro 1-formy (tj. pro p = 1). Dikaz pro obecné
p je analogicky a lze nalézt v dodatku 4.A.

Vyuzitim Leibnizova pravidla pro Lieovu derivaci ztzeni 1-formy -~ s
vektorovym polem b dostavame

(£av,)b" = £a(v,b") = (£ab")v, = a" dn(v,b") — [a,b]",. .
Pouzitim identity z pfikladu P4.3 dostavame
(£a7,)b" =a™ (dnv,)b" +b"dr(v,a™) .

Jelikoz b bylo zvoleno libovolné, je lemma dokéazéano. =

DUkAz: (LEMMA V4.2)

Pouzijeme Cartanovu identitu postupné pro obé strany tvrzeni:

dn0£awn1...np - dno (an dnwnl.“np) + dno an <anwnn2mnp) )

n n
£a dnownl...np =a dn dnownlmnp + dno (a dnwnl...np) .
Pouzitim d do = 0 dostaneme pozadovanou rovnost
n
dnovgawnlmnp = fa dngwnlmnp = dno (a dnwnlmnp) . ]

Obdobné komutaci s difeomorfismy (generovanymi Lieovou deri-
vaci) komutuje vnéjsi derivace téz s restrikci na podvarietu. Na podva-
rieté N variety M je vnéjsi derivace samoziejmé odlisna od analogické
operace na varieté M. Jelikoz je vSak v obou pripadech déna vnéjsi
derivace stejnymi vlastnostmi, plati
Lemma V4.4 (Vnéjsi derivace a restrikce na podvarietu)

Pro antisymetrickou formu w € A? M plati

(dw)\N:d(w|N). O

verze 2.02 (2013-12-06)

M4.5 Zazeni vné&jsi derivace
Pro vnéjsi derivaci formy w zizenou s vektory
a; lze odvodit vztah

no M1 n
(dnowm___np) ag’ait ---ap”

= Z (71)ka?k dp, (""no,..n,, a'go.“a;h))
—_—

0<k<
ShEP mimo ny

+Z(_1)Ic+l [alw al}" Wnno..m, a'gﬂ - a;”n .
0<k<I<p P

mimo 7, ng
Specialné, pro p = 1 dostavame vztah z pii-
kladu P4.3. Ditkaz tvrzeni viz dodatek 4.A.
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DUKAz:
Vlozeni podvariety N do M zachovava vlastnosti definice D4.3. Jelikoz tyto
vlastnosti urcuji vnéjsi derivaci jednoznacné, staci pouze ukazat, ze (dw) |

z4visi pouze na restrikci w|y. Jinymi slovy, zZe plati
w|N:0 = (dw)|N:O.

Ovsem (dw)\N = 0 znamend, ze pro vektorova pole a; tecnd k N plati
(dnown,..n,) ag®alt - -ay? = 0. Tvrzeni (dw)|y = 0 pak plyne z mar-
gindlie M4.5 (viz téz Lemma V4.7), uzitim rozpisu pfedpokladu w|y =0
a faktu, Ze Lieova zévorka dvou vektorovych poli te¢nych k podvarieté je
opét vektorové pole tecné k podvarieté. n

4.6 Uzaviené a exaktni formy

Antisymetricka forma jejiz vnéjsi derivace vymizi se nazyva uzavrend,
forma, jez lze napsat jako vnéjsi derivace jiné formy, se nazyva exaktni.
Definice D4.4 (Uzaviené a exaktni formy)

< dw=0,
& do w=do.

w je uzavrend

w je exaktni

Prostor uzavienych (anglicky closed) forem ozna¢ime AP M a pro-
stor exaktnich (anglicky exact) forem A2 M. Pro p =0 dodefinu-
jeme A2M = {0}.

Mame tedy APM =ker d a ALM = img d. o
Ziejmé, kazda d-forma (d = dim M) je uzaviend — neexistuje zadna
nenulové (d+1)-forma. Vnéjsi souéin dvou uzavienych forem je opét
uzaviend forma (diky pravidlu pro derivovéani vngjsiho souéinu). Vnéjsi
soucin uzaviené formy k a exaktni formy w = do je exaktni forma,
KAw=d(kAo).

Z vlastnosti (iv) definice D4.3 vidime, Ze kazd4 exaktni forma je
uzaviend. Ptirozené se nabizi otédzka, zda tomu je i naopak: “Je kazda
uzaviend forma exaktni?” Odpoved dava tzv. Poincarého lemma a je
obecné negativni — uzavirené formy jsou exaktni pouze na ‘topologicky
jednoduchych’ varietach. K vymezeni ‘topologické jednoduchosti’, za-
vedeme nékolik uziteénych pojmii.

Definice D4.5 (de Rhamova kohomologie)
Faktorizaci uzavienych forem stupné p modulo exaktni formy na-
zyvame p-tou de Rhamovou kohomologickou grupou H?(M):

HP(M) = AP M /AP M .

Prvky kohomologické grupy se nazyvaji tfidy kohomologie. Kon-
krétnég, pro w € AP M budeme [w] = w + A2 M nazyvat tfidou ko-
homologie formy w. Grupovéa operace na HP (M) je pfirozené defi-
nované séitani. H?(M) navic tvofi vektorovy prostor.

Pokud je dimenze HP(M) kone¢nd, nazyvame ji p-té Bettiho
¢islo variety M,

b2 (M) = dim HP (M) .

Alternujici soucet Bettiho Cisel nazyvame Eulerovou charakteristi-
kou variety M

X(M)= Y (1P (M) °

p=0,...,d

verze 2.02 (2013-12-06)

M4.6 Potencial uzaviené 1-formy
Otéazkou zda uzaviena 1-forma w je exaktni se
ptame, zda pro formu spliujici dw = 0 exis-
tuje funkce f, nazyvana skalarni potenciél, ta-
kova, ze w = df.

Pokud je odpovéd kladnd, potenciél lze expli-
citné zkonstruovat predpisem

D%y

fa) = [w=[Z

vy vy

wadn , (*)

kde v(n) je parametrizovand kiivka zalina-
jici v néjakém fixnim bodé zy a koncici v z,
a Dvy/dn je tefny vektor ke kiivce . Tento
predpis je konzistentni pokud nezavisi na volbé
kiivky v spojujici body z¢ a x. Nezavislost na
volbé kiivky je zajisténa, pokud integral podél
libovolné smycky je nulovy.

To lze garantovat, pokud na libovolnou
smycku A lze napnout dvoudimenzionalni plo-
chu S topologicky homeomorfni s kruhem,
0S5 = A. Pak mtuzeme pomoci Gaussovy véty
V10.16 prevést kiivkovy integral na ploSny,
ktery vymizi diky uzavienosti formy w:

/w—s/dw—o.

as

Fakt, Ze pro funkci f definovanou pomoci (*)
plati w = df plyne jiz z toho, Ze vnéjsi deri-
vace pusobi na funkcich jako obyéejny gradi-
ent. Lehce totiz nahlédneme, zZe pro libovolny
vektor a pomoci Newtonova vzorce mame

a"w, = a"dn/w
Y

kde kfivku 7 zvolime te¢nou k a. Uzitim (*)
a ‘zkracenim’ obecné zvoleného vektoru a do-
stavame w = df.

Otézku existence skalarniho potencidlu pro
uzavienou 1-formu jsme tedy pfevedli na
otazku zda kazda smycka A lze napsat jako
hranice dvoudimenzionalnitho topologického
kruhu. Jinymi slovy, zda je libovolnd smycka
spojité stahnutelna do bodu. Takové variety se
nazyvaji jednoduse souvislé.

Podminka jednoduché souvislosti je tak pod-
minkou dostate¢nou pro existenci skalarniho
potencidlu uzaviené 1-formy. Je to ale i pod-
minka nutna. Konstrukce skalarniho potenci-
alu pomoci (*) lze totiz vzdy provést lokalng.
Existence kfivky nestdhnutelné do bodu vsak
zabrani pro obecnou formu w lokélné defino-
vanou funkei f konzistentné rozsifit na funkci
jednozna¢né definovanou na celé varieté.
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De Rhamovy kohomologické grupy vystihuji ‘topologicky charak-
ter’ variety. Kohomologické grupy, vagné feceno, urcuji, kolik rtizné
dimenzionélnich ‘dér’ ¢i ‘uch’ varieta obsahuje.

Nulté Bettiho cislo je napt. ddno poctem souvislych komponent
variety: nultd kohomologické grupa H°(M) je ekvivalentni prostoru
konstantnich funkci na M a pro kazdou souvislou komponentu M
mame jednu nezavislou konstantni funkci. Trividlnost prvni kohomo-
logické grupy znamena, Ze varieta je jednoduse souvisla, tj., ze kazda
smycka lze spojité stdhnout do bodu (viz marginélie M4.6).
Definice D4.6 (Kontrahovatelna varieta)

Varietu nazyvame kontrahovatelnou (stdhnutelnou) do bodu, pokud
vSechny jeji body lze spojité stdhnout do jednoho bodu. Tj.,
pokud existuje spojité zobrazeni ¢ : (0,1) x M — M takové, Ze
#(0,2) = x a ¢(1,z) = ¢ pro n&jaky fixovany bod x,. o
PozNAMKA
Zduraznéme, ze v této definici je klicova spojitost zobrazeni stahujiciho varietu
do bodu. Pokud varieta obsahuje ‘diry’, body okolo téchto dér nelze stdhnout do
jednoho bodu spojitym zpusobem.
PRIKLAD P4.4
R"™ je kontrahovatelné varieta, R™ — 0 neni.

Kontrahovatelnost variety do bodu dava presny vyznam ‘topologické

jednoduchosti’ zminéné vyse. Plati totiz

Véta V4.5 (Poincarého lemma)
Na varieté kontrahovatelné do bodu je kazda uzaviena forma exaktni.
To znamena, ze b°(M) =1 a pro p > 0 jsou vsechny de Rhamovy
kohomologické grupy trivialni, b (M) = 0. o

Ditikaz lze nalézt ve vétsiné ucebnic diferencidlni geometrie.

PRixLAD P4.5
Prostor R" je kontrahovatelny do bodu a tudiz na R™ plati dw =0 =
Jo w=do.

PRIkLAD P4.6

Kruznice S* neni kontrahovatelna do bodu. Prvni kohomologické grupa
je netrivialni, dimenze jedna, b*(S*) = 1.

Zavedeme-li na S* vicezna¢nou thlovou soufadnici ¢ s periodou 27
(tj. hodnoty ¢ = ¢o a ¢ = ¢o + 27 popisuji tentyz bod kruznice), ma-
zeme zavést 1-formu w, kterd je na libovolné jednoduse souvislé oblasti
I c S* déna w = dy. Tato 1-forma je uzaviend, neni vSak exaktni, jeli-
koz vztah w = dy nelze rozsirit na kruznici tak aby ¢ byla jednoznacna
spojita funkce na celém S*. Prvni kohomologické grupa je pak genero-
vana tfidou kohomologie formy w.

PRIkLAD P4.7
Torus T? = S* x S' m4 Bettiho ¢isla b°(T?) = 1, (T?) = 22 b*(T?) = 1.
Analogicky ptikladu P4.6 mtZzeme pomoci thlovych souradnic podél
hlavnich kruht torusu zavést uzaviené formy w a o. Tyto formy ge-
neruji nezavislé kohomologické tiidy grupy H*' (T2). Jednodimenzionalni
kohomologicka grupa H?(T?) je generovana tiidou kohomologie formy
wANo.

PRIKLAD P4.8
Obecné, n-dimenzionalni sféra S™ neni kontrahovatelnd do bodu. Vsechny
kohomologické grupy mimo H®(M) a H™(M) jsou trivialni a b°(S™) =
b"(S™) = 1. Eulerova charakteristika sféry tedy je x(S™) =1+ (-1)".
Konkrétng, x(S?) = 2.

verze 2.02 (2013-12-06)

M4.8 Vektorovy a skalarni potencial

V kontextu marginalie M4.4 lehce nahléd-
neme, 7e z ddw = 0 vyplyvarot grad f =0 a
divrot a = 0. Poincar¢ho lemma (véta V4.5)
nam pak fikd, ze na kontrahovatelné varieté
(napf. na E?) podminky rote =0 adivb =0
jsou dostatecné pro existenci skalarnitho a
vektorového potencidlu ¢ a a takovych, ze
e=gradyp a b=rota.
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PozNAMKA

Ve svétle posledniho prikladu vidime, ze obecné ma varieta M netriviadlni ko-
homologickou grupu stupné n pokud obsahuje vnofenou topologickou sféru S™
nestahnutelnou do bodu. Jednoduse nesouvislé variety obsahuji nestahnutelné
smycky, coz vypovidd o existenci dér ‘rozprostranénych podél d — 2 dimenzi’
(d = dim M), kolem kterych jsou tyto smyc¢ku obto¢eny. Netrividlni kohomologicka
grupa H?(M) ukazuje na existenci dér ‘rozprostranénych podél d — 3 dimenzi’,
které lze ‘zabalit’ do nestahnutelnych dvoudimenzionalnich sfér. Na trojdimenzi-
onalni varieté bl (M) # 0 tak ukazuje na pfitomnost ‘linearnich dér’ (‘chybéjicich
kiivek’) a b2(M) # 0 na p¥itomnost ‘bodovych dér’. Pojem ‘diry’ je zde ale uzit
pouze na intuitivni trovni — odkazuje se zejména na situaci, kdy z topologicky tri-
vialniho prostoru E¢ vytvaiime nekontrahovatelny prostor ‘vyfezavanim’ rtznych
atvara.

verze 2.02 (2013-12-06)
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4.A Neékteré vztahy pro antisymetrické formy

V tomto dodatku si dokdzeme nékteré vztahy z hlavniho textu. Za-
¢neme explicitni formou vnéjsitho nasobeni z marginalie M4.2:
Lemma V4.6 (Explicitni tvar vnéjsiho nasobeni)

Pro vnéjsi soucin p-formy w a (r—p)-formy o plati

Wa,...ap A Oapyy...ar

= (_1)k1+ Fhpt—3 waklmakp o'al‘..a,. . O
——

1<k < <kp<r mimo ag, ...ap,

DUKAZ:
Prvni co si uvédomime je, ze znaménko v s¢itancich na pravé strané odpo-
vida pfesné znaménku permutace

o: [1,...,7] = [ki,..o kp, 1,00 1]
——
mimo ki,...,kp

Diky podmince k1 < --- < kjp se jedna o po ¢astech uspofadanou permutaci,
tj. permutaci, ve které je prvnich p i zbyvajicich r — p prvki usporadanych.
Obecné permutace se lisi od po ¢astech uspofadané permutace separatnimi
permutacemi v prvnich p a zbyvajicich r — p prvcich. OvSem diky antisy-
metrii forem w a o, permutace v prvnich p indexech a ve zbyvajicicich r — p
indexech muze pouze zménit znaménko souéinu w o. Sumu pres usporddané
permutace indexu tedy muzeme uvolnit na sumu pfes vSechny permutace
indext s tim, Ze vezmeme v Gvahu zménu znaménka. Samoziejmé, jednomu
¢lenu s uspofddanou permutaci indext pfislusi p! (r — p)! ¢leni s libovol-
nym prohozenim prvnich p a zbyvajicich r — p indexi a tak timto faktorem
musime uvolnéni podminky uspofddanosti kompenzovat:

Z (_1) vt wak1~~~akp Oa;..ar
——

1<k; <--<kp<r

mimo ap, ...akp

= E s1gn o Wa01.4,agp Uagp+1.4.agr
po c¢astech usporadané
permutace o

1 .
- p| (7‘ 7p)' § sign o wagl...agp O'aop+1...agr
permutace o
— r! —
= pllr—p)! Wlay...ap Tapyq...ar] = Way...ap A Oapiq...ar -

V poslednim fadku jsme jiz jen uzili spravnou normalizaci antisymetrizace

a definici vnéjsiho soucinu. n

Déle dokazeme lemma V4.1
DUkAz: (LEMMA V4.1)

Mame dokazat, ze souradnice vnéjsi derivace p-formy w jsou
dagwalu.ap = (p+ 1)w[a1map,a0] .

V rovnici (4.8) se s¢ita pfes usporddané hodnoty soufadnicovych indexi.
Diky antisymetrii soufadnic wa,...a, @ vnéjsiho soucinu dz** A--- A dz®?
jsou ¢leny s obecnou volbou indextt bud nulové nebo se lisi od ¢lenti s uspo-
fadanym pofadim indexti pouze permutaci. Permutace indext vsak tyto
¢leny nezméni, jelikoz se jedna o souciny dvou veli¢in antisymetrickych v
téchto indexech. V rovnici (4.8) tedy miZeme uvolnit podminku na uspo-
fadani séitacich indext a multiplikaci ¢lent kompenzovat faktorem 1/p!.

1
dw = = dway...ap A dzt A+ A dz®?
p! ’

. (4.9)
= — Way...ap,a dxao/\dxal/\"'/\ danp.
p! [ 1 P> 0]

verze 2.02 (2013-12-06)
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V druhém fadku jsme rozepsali gradient soufadnic pomoci parcidlnich de-
rivaci dwa,..a, = Way...ap,a0 A2 a vyuzili toho, Ze vnéjsi soucin je an-
tisymetricky. Ted jiz zbyva pouze opét zizit sumu na s¢itdni pres riizné
s¢itance, tj. pozadovat podminku ag < --- < ap, a tuto redukci scitanct
kompenzovat faktorem (p+1)!:

dw = Z (P+1)Wiay...ap,aq) Az A dz® Ao A dz® .

apg<---<ay
Srovnanim s (4.6) je lemma dokazéno. =

Nyni se vratime k tvrzeni z marginalie M4.5.
Lemma V4.7 (ZaZeni vnéjsi derivace)
Zuzeni vnéjsi derivace p-formy w s vektorovymi poli ag, ay, ..., a,
Ize vyjadrit:

(dnoWn,..n,) ag® @l ---apr
= Z (_l)k a’;clk dnk (wno---np ago T G’ZTJLP)
0<k<p , :
mimo ny
+ Z (=" [ar, a1]" Wnng..m, a5+ al?.
0<k<I<p

mimo ng, ng

DUKkAZ:
Vyjdeme opét z rovnice (4.8) a pouzijeme vztah (4.3), kde za 1-formu vez-
meme dwg, ...ap- Dostaneme

dnoWny..n,

= Z Z (7]‘)1C d"kwal,..ap dnoxal JARERAN dnpxap

a;<---<ap 0<k<p

mimo n g
2 : k ay a
- (_1) dnkwal...ap dnow dnpx P
0<k<p .
mimo ng
k co c
= E (_1) Weg...cp,cp dnox ce dnpm P
0<k<p —~—

mimo cg

V tfetim fadku jsme nahradili vnéjsi soucin tenzorovym (wal_,,ap je an-
tisymetrické) a odlisnou normalizaci vnéjsiho soucinu jsme vykompenzo-
vali uvolnénim podminky na uspofadani hodnot souradnicovych indexti.
V poslednim fadku jsme vyjadrili gradient soufadnic pomoci parcialnich

derivaci dn,Wa;...ap = Way...ap,a0 An, " a piejmenovali s¢itaci indexy
[ao,a1,...,ap] = [ck,Co,. .., Cpl.
Vysledny vztah zazime s (p + 1) vektory ao,...,a, a pouzijeme pravi-

dlo pro derivovani soucinu

no n1 Mp
(dnownlu.np) Qg "a; - -ap

k c c,
= E (_1) Weg...cp ek aOO cap’
——

0<k<p
- mimo cy

> (D R (weo ey a5 ay”)
e e e ——

1Ch
0<k,<p

mimo cg

= > (DA weoe, 6 ay
—— N——

0<k,1<p -
I#k mimo €k mimo azk s alcl

V druhé sumé prejmenujeme scitaci indexy ¢, — m, ¢; — n a prokomutu-

jeme index n v soufadnici we,...c, na prvni misto. To ptispéje pro [ < k
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faktorem (—1)*Y a pro [ > k faktorem (—1)! (index c; chybi!). Ve sci-
tancich s | < k pfejmenujeme [ < k a tim pfevedeme sumu na soucet pres
uspofadané indexy k < I.

nQo M1 np
dnownlmnpao a, ---Qap

= Z (-1)* ay* (weg...cp ag’ -+~ ag”) .
" — ————

'Ck
0<k, <
=h=P mimo cy

= Y (UM (af @)n — af" (a)n ) woco..c, G- ai

0<k<I<p

mimo cg, ¢;

Ovsem zavorka v druhé sumé je presné m-td souradnice Lieovy zavorky
[ak, a;]. Obdrzeli jsme tak tvrzeni lemmatu v soufadnicovém zdpisu.  m

Nakonec dokédzeme Cartanovu identitu V4.3. V textu jsme uvedli
dikaz pro p = 1. Pro formy vyssiho stupné probiha dikaz analogicky,
pouze s vyuzitim obecného tvrzeni z marginalie M4.5 — tj. s pouzitim
pravé dokédzaného lemmatu V4.7.

DUKAz: (VETA V4.3)
Aplikaci Leibnizova pravidla pro Lieovu derivaci ziuZeni p-formy w s vek-
torovymi poli a1, ..., a, dostaneme
(£aown,..n,)alt...ap"
nQ ni np
=a,°dn, (wnlmnpal ...ap )

- Z (_1)k+1(£aoa£)wnnlmnpa;” ...ag” .
1<k<p

mimo ny

k+1

Znaménko (—1) vzniklo prokomutovanim indexu » (pfejmenovany in-

dex n}) na prvni pozici. Nyni pouZijeme lemma V4.7 pro formu w a lemma V3.7

k prevedeni Lieovy derivace na Lieovu zavorku:

(£aown1“.np) 0;7111 e a;bp

_ no ny Mp
—(ao dnoc.unl,_,np)a1 ...ap

3 (D" af dn, (Wng.myap® ...ap?)

1<k<p ,
mimo ny
§ I+k n no n
- (_1) [al7ak] Wnng..np@qg - - .llpp
0<I<k<p

mimo n;, ng

+ Z (_]‘)k [a07ak]n wnnl,.,npa?l . G/;Lp .
1<k<p

mimo n g

Posledni fadek se vyrusi s ¢leny | = 0 z pfedchoziho fadku. Zbyvajici ¢leny
na druhém a tfetim radku lze identifikovat jako ¢leny z pravé strany lem-
matu V4.7 aplikovaného na (p—1)-formu a{;wnwu,%. Dostaneme tak

n] np
(.anwnlmnp) arl...ap
— n n ny n
= (ao dnwn,..n, + dn, (ag wan...np)) at ...a," .

Vektorova pole a1, ..., a, mohou byt libovolna a mtizeme je tedy ‘zkratit’.
Tim dostdavame Cartanovu identitu pro obecnou p-formu w. n
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Kapitola 5

Integrovani na varietach

Dosud jsme se zabyvali prevazné lokalnimi objekty na varieté. V této
kapitole vybudujeme aparat pro zkoumani globalnich extenzivnich
veli¢in. Naucéime se, co a jak lze na varieté integrovat.

5.1 Souradnicové integrovani

Budeme predpokladat, ze ze standardni matematické analyzy vime
jak spocitat integral funkce f od d proménnych pres obecnou oblast
O CR?

/f(xl,...,xd)dxl...dxd. (5.1)
o

Vyznam tohoto integralu je ‘spojitd suma’ ‘infinitezimalni kvantity’
fdx'... dx® pfes oblast O. Pokud zvolime specialné f = 1, integral
udava souradnicovy objem oblasti O, méfeny v poctu jednotkovych
soufadnicovych krychlicek. Integrovani samoziejmé vycisluje tento
objem ‘chytrym’ zptsobem fungujicim i pro oblasti, které nerespek-
tuji miiz soufadnic 27 — rozdéli si oblast na nekoneéné malé krychlicky
a pfes né pak provede sumu. Kvantitu dz'...dz¢ tak lze formalné
chépat, jako souradnicovy objem elementarné malé krychlicky.
Integrovani v R? lze pienést na obecnou varietu pomoci soufad-
nicové mapy.
Definice D5.1 (Soufadnicové integrovani)
Pro zvoleny soufadnicovy systém 27 zadany na oblasti U d-dimen-
zionalni variety M definujeme souradnicové integrovani funkce f
pres oblast {2 C U nésledovné:

/fdd = / flt, .. ahydat .. dat
) 29(@)

Zde x7(Q) je obraz oblasti 2 v R? a f je funkce f chipana jako
funkce od soufadnic

flz)= f(xl(z),...wd(z)), zeU. o

PozNAMKA }
Obvykle se funkce f a f nerozlisuji.

5-1
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~N 7

Takto definovany integral méfi objem v jednotkach souradnicovych
krychli¢ek soufadnic 2/ a d% lze chépat jako soufadnicovy objem
infinitezimalni oblasti.

Na obecné varieté vSak mame k dispozici mnoho soufadnicovych
systému a vyse definované integrovani zavisi na volbé jednoho z nich.
Véta o substituci pro integrovani v d proménnych ndm da vztah mezi
integrovanim v rtiznych souradnicovych systémech
Lemma V5.1

Necht 27 a y7 jsou dva soufadnicové systémy definované na ob-
lasti U, f funkce definovand na U a Q) C U. Pak plati

!fdd=g/f

Determinant prechodové matice 9z*/dy', neboli Jacobian, je faktor
prevadéjici ‘pocet krychlicek’ napnutych na soufadnicich 7 na ‘pocet
krychlicek’ napnutych na y’.

oy d% . .

det

5.2 Integrovatelné hustoty — motivace

Nas vsak vétsinou nezajima soufadnicovy objem: v geometrii nas za-
jimé skutecny objem, nezévisly na volbé soutadnic. Ve fyzice nas pak
vétSinou zajimaji mnozstvi urcitych extenzivnich veli¢in — hmotnosti,
energie, naboje, atd. — v dané oblasti. Extenzivni veli¢inou minime
kvantitu, kterd je lokdlné rozprostfend po varieté a je aditivni vici
sklddani disjunktnich oblasti. Urceni mnozstvi takové veli¢iny v za-
dané oblasti §2 se pak redukuje na sumu pres infinitezimalné malé ¢asti
této oblasti. Potfebujeme proto zavést matematicky objekt vystihu-
jici velikost infinitezimalni oblasti ¢i 1épe mnoZstvi zkoumané kvantity
v infinitezimalni oblasti. Integral pak 1ze chapat jako ‘spojitou sumu’
této velic¢iny. Hledany objekt se nazyva objemovy element ¢i integro-
vatelnd hustota.

Nez uvedeme piesnou definici integrovatelné hustoty, ujasnime si
jeji vlastnosti. Integrovatelnd hustota (v daném bodé) je intuitivné fe-
¢eno nekone¢né malé ¢islo urcujici mnozstvi kvantity v infinitezimalni
oblasti kolem bodu. Toto mnozstvi nelze vycislit pfimo, miizeme s nim
vSak formalné manipulovat. Nap¥. mizeme dvé hustoty secist (slozeni
dvou extenzivnich veli¢in) nebo zkoumat jejich pomér. Ten by mél ur-
Covat, kolik je v elementarni oblasti prvni kvantity na jednotku druhé
kvantity — napf. mnozstvi naboje na jednotku objemu ¢i mnozstvi en-
tropie na jednotku hmotnosti. Pomér dvou integrovatelnych hustot je
konecné ¢islo.

PozNAMKA

Nazev objemovy element muze byt trochu matouci, protoze oznac¢uje matematicky
objekt, ktery muze mit i zcela negeometrickou interpretaci — viz tfeba mnozstvi
hmoty ¢i nédboje. Objemovy element mé¥ici ‘skuteény’ objem dV (zadany napf.
pomoci metriky — budeme téz fikat geometricky objem) je jen jeden konkrétni
ptiklad objemového elementu. Castéji proto budeme pouzivat oznaéeni integrova-
telnd hustota (¢i kratce hustota) — napt. hustota energie nebo naboje. Je potieba
ale odlisit integrovatelnou hustotu (napf. naboje) dg od objemové hustoty p. Ta

udava pomér mezi hustotou naboje dgq a hustotou geometrického objemu dV,
tj. dg = pdV.

Ze své povahy maji integrovatelné hustoty skaldrni charakter —
k jejich urceni stac¢i podchytit jejich velikost. Zvolime-li v daném bodé

verze 2.02 (2013-12-09)

M5.1 Jednodimenzionalni integrovani
Poznamenejme, ze pro d =1 umoznuje inte-
gral zavedeny v textu integrovat pies neo-
rientovanou oblast. Pro interval I = (z,,xy)
méme integral || 1 fdx nezévisejici na orientaci
realné osy, tj. na tom, kterd z mezi x,, xx je
dolni a kterd horni. Vedle toho se ¢asto po-
uzivd zapis pomoci orientovaného integrdlu,
[ fda, rozlidujici pofadi mezi. V prvnim pii-
Jz,

padé musime pii substituci y = y(x) pouzit
Lemma V5.1

[ru- [ 1t

zel yey(I)

dy .

V druhém piipadé se musi uzit transformacni
faktor bez absolutni hodnoty,

75]" dz = y7k)f

Tz y(@2)

% dy,

pfi¢emz znaménko obstardva potradi mezi —
pfi zdméné horn{ a dolni meze (napf. pfi vze-
stupném preusporadani mezi pokud substituce
zméni jejich pofadi) je nutné piidat dodateéné
minus.

Jelikoz moznost usporadat meze je specidlni
vlastnost integralu v jedné dimenzi, kterd
nelze pfimocafe zobecnit na obecné oblasti ve
vice dimenzich, nebudeme orientovany integral
pouzivat.



Integrovani na varietach

5-3

jednu referen¢ni hustotu (napf. dV'), kazda dalsi hustota (feknéme
dm) bude jiz jednozna¢né ddna svym pomérem k referencni hustoté

dm = pdV . (5.2)

Hustoty v daném bodé tak tvofi jednodimenzionalni vektorovy pro-
stor a pomeér p hraje roli souradnice hustoty dm vzhledem k dV.

K urceni obecné hustoty tedy staci zadat jeji vztah k jistym spe-
cidlnim hustotam, které mame dobfe pod kontrolou. V piedchozim
oddile jsme se s takovymi hustotami jiz setkali — jednalo se o kvantitu
d% méFici souradnicovy objem, tj. objem méfeny v po¢tu soufadnico-
vych krychlicek napnutych na soufadnicové ¢ary. Souradnicovou hus-
totu mizeme charakterizovat i mirné odliSnym zpiisobem — zadanim
infiniteziméalnich soufadnic. V okoli daného bodu lze soufadnicové
¢ary systému 27 aproximovat te¢nymi vektory 8/8x7. Elementarni
soufadnicova krychlicka je tak dana bazi vektort. S kazdou bazi vek-
tortt mizeme tedy asociovat soufadnicovou hustotu méfici objem v
poctu krychli¢ek napnutych na této bazi.

Je pfirozené se nyni ptat, jak se méni souradnicovd hustota se
zménou soutfadnic. Zvétsime-li souradnicové krychlicky napt. dvakrat
(zdvojnésobime jeden z vektort béze), zméni se soufadnicova hus-
tota na polovinu (do elementarni oblasti se vejde jen polovina zvétse-
nych soufadnicovych krychliéek). Tento princip uréuje transformacni
vlastnosti souradnicovych hustot i pfi obecné zméné baze. Konkrétné,
mame-li soufadnicovou hustotu d% definovanou pomoci krychli¢ek
napnutych na bazi /827 a hustotu d% danou bazi 8/8y’, pak je-
jich pomeér je dan faktorem J urcujicim, kolikrat musime krychlicku
napnutou na 8/8z7 zvétsit, abychom dostali krychlicku napnutou na

d/dy,
dly=J"1d% . (5.3)

7 elementarni vektorové algebry vime, ze faktor J je dan velikosti

determinantu matice pfechodu mezi obéma bazemi. Ta je v nasem
o Ozt weqe

pripadé D7 cili

oz’

J = -
oyJ

det

: (5.4)

¢imz jsme v podstaté zreprodukovali Lemma V5.1 o chovani soutad-
nicového integrovani pri zméné souradnic.

Zvolme nyni soufadnicové hustoty d% a d% jako dvé referenéni
hustoty. Poméry integrovatelné hustoty dm k témto referenénim hus-
totdm oznacime i, a fiy:

dm = piz d% = p, d% . (5.5)

Pak okamzité dostavame transformacni vztah

det ai

Hy =

Tento transformacni vztah je klicem k exaktni definici integrovatel-
nych hustot.
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Integrovani na varietach

54

5.3 Integrovatelné hustoty — definice

V predchozim oddile jsme motivovali pojem integrovatetelné hustoty
potfebou umét integrovat extenzivni veli¢iny rozprostfené na varieté.
Aditivita téchto veli¢in vSak umoziuje zkoumat integrovatelné hus-
toty lokalné. Hustotu v bodé x lze definovat jako wltralokdlni objekt
‘Zijici’ pouze v tomto bodé, tj. nezavisejici na propojeni s okolnimi
body. Integrovatelné hustoty se budou vztahovat pouze k teénému
prostoru daného bodu. Obecné lze hustoty vybudovat nad kazdym
vektorovym prostorem, stejné jako umime nad kazdym vektorovym
prostorem vybudovat tenzorovou algebru. Hustoty tak lze chapat,
jako jisté rozsifeni pojmu tenzoru. Samoziejmé, v praxi nas budou
hlavné zajimat hustoty definované ne v jednom bodé, nybrz na celé
oblasti, pfes kterou chceme integrovat.
Obecné hustota je dana svym vztahem k soufadnicové hustoté

a transformac¢nimi vlastnostmi pfi zméné soufadnic. Souradnicovou
hustotu budeme lokalné specifikovat zadanim ‘referencni kosticky’,
tj. zadanim vektorové baze, na které je kosticka napnutd. Obecna
hustota pak bude urc¢ena svoji souradnici vici takto zadané referenc¢ni
hustoteé.
Definice D5.2 (Integrovatelné hustoty)

Integrovatelnd hustota (téz objemovy element) a v bodé x variety M

je objekt, ktery je urcen vzhledem k libovolné bézi e; vektori z tec-

ného prostoru T, M svoji soutadnici ale;] € R. Soutadnice hustoty

se pritom pfi zméné baze

I At
e, =4 e
transformuje

a[e/j/] = ’det A;/ Cl[el] .

Prostor hustot v bodé x oznac¢ime H, M, prostor poli téchto hustot
(funkci pfitazujicich kazdému bodu hustotu v tomto bodé) budeme
znacit § M.

Pole hustoty na oblasti £ nazveme hladké, pokud jeho soufad-
nice vzhledem k bazi tvorené hladkymi vektorovymi poli je hladka
funkce. o

PozZNAMKA
Hustoty budeme znacit gotickymi pismeny (napf. a, b) nebo stylem dV, dm, pfi-
rozenym z hlediska pouziti hustot pfi integrovani.

PozNAMKA

V definici by se misto te¢ného prostoru Tz M mohl pouzit libovolny vektorovy
prostor V' a obdrzeli bychom prostor hustot H asociovany s V. Lze téz zavést
prostor komplexnich hustot, jejichz souradnice nabyva hodnoty z C.

PozNAMKA
V terminologii teorie miry odpovida pole integrovatelné hustoty diferencidlu do-
state¢né hladké miry.

Lemma V5.2
Prostor hustot H, M tvori jednodimenzionalni vektorovy prostor s
operacemi séitani a nasobeni ¢islem danymi nasledovné:

(a+b)le;] = ale;] +ble] ,
(ra)le;] = rale;] ,

a, b € H, M ar € R. Transformacni vlastnosti soutadnice vysledku
jsou evidentné splnény. O

verze 2.02 (2013-12-09)

MS5.2 Souvislost s fibrovanymi prostory
V definici D5.2 integrovatelnych hustot vzta-
hujeme soufadnici hustoty k vektorové bazi a
ne k referenéni hustoté — to provedeme aZ poz-
déji, v lemmatu V5.3. Skrytym divodem pro
tento postup je, Ze se jedna o obecnou metodu
tvorby objektii asociovanych s te¢nou struktu-
rou. Prostor bazi je tzv. hlavni te¢ny bundle,
na kterém ptisobi grupa obecnych nesingulér-
nich linedrnich transformaci GL(d). Pro kaz-
dou reprezentaci této grupy na R”" lze defi-
novat jisty typ objektt asociovanych s tec-
nou strukturou (konkrétné, lze definovat vek-
torovy bundle asociovany s hlavnim tecnym
bundlem). Pro defini¢ni reprezentaci na R?
timto postupem dostaneme 1-formy, pro du-
alni reprezentaci dostaneme obycejné vektory.
Hustoty jsou pak dany reprezentaci na R
Al —|det A5, A} e GL(d) .

Vice o této konstrukci viz ¢ast o fibrovanych
prostorech.
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V definici hustoty vztahujeme souradnice k vektorové bazi, ktera
zadava ‘referencni krychlicku’. Muzeme vSak pfimo identifikovat i re-
ferenc¢ni souradnicovou hustotu.

Definice D5.3 (Soufadnicova hustota)
S kazdou vektorovou béazi e; mizeme asociovat soufadnicovou hus-
totu ¢ pozadavkem

ele;] =1.
Méme-li zadany systém soufadnic 2/ (j =1,...,d), budeme sou-
fadnicovou hustotu asociovanou s béazi 8/9x7 oznacovat d%. o
POZNAMKA

V pripadé, ze mame jednotlivé souradnice pojmenovany vlastnimi symboly, jako
napf. u sférickych soutadnic {z!,22,23} = {r, 9, ¢}, budeme psat misto d3x for-
malni souéin drdddep.
Ziejmé plati
Lemma V5.3
Necht ¢ je soufadnicovéa hustota asociovand s bazi e ;- Pak libovol-
nou hustotu a mizeme zapsat

a=ale;le. o

Kazdé hladké pole hustot dg mizeme tedy na oblasti pokryté soutad-
nicovym systémem x7 vyjadrit

dg = dq[a‘z_j] d% (5.7)

tj. jako soucin hladké funkce dq[%} a soufadnicové hustoty d%.

Timto zptisobem se hustota dg také typicky zadava. Inspirovani vzta-
hem (5.7), budeme pro soufadnici hustoty také uzivat znaceni

d
da[ 5] = 2o - (5.8)

PRIKLAD P5.1 (PLOSNY ELEMENT V ROVINE A NA SFERE)
Jako ptiklad si uvedeme vyjadieni ploSného elementu dS v euklidovské
roviné. dS je integrovatelna hustota na E?, ktera je nejjednoduseji za-
dana v kartézskych soufadnicich z, y
— 9 901 _

dS = dzxdy , dS[E, ny] =1.
Jedn4 se tedy pfimo o souradnicovou hustotu asociovanou s kartézskymi
soufadnicemi. Vyuzitim transformacnich vlastnosti soufadnic hustoty
(definice D5.2) dostaneme vyjadieni v polarnich soufadnicich r, ¢

dS =rdrdp .
Vskutku, matice pfechodu od z, y k 7, ¢ je
cosp —rsing
sing  rcose

a determinant d& dS[2., a%] =

Jen trochu netrivialn&jsi pifklad je zadani plosného elementu na sféfe S2.

Tato hustota jiz neni soufadnicovd vzhledem k béznym systémum sou-
fadnic. Ve standardnich sférickych souradnicich ¥, ¢ mame

dS = sind didy .
CviCeni C5.1

Naleznéte soufadnice na S2, ve kterych bude dS z piikladu P5.1 soufadnicovou
hustotou. v
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5.4 Integrovani hustot

Nyni se vratime k hlavnimu tématu této kapitoly — integrovani. Hus-
toty jsme zavedli hlavné proto, ze ndm umoznuji definovat jejich in-
tegral.
Definice D5.4 (Integrovani hustot)
Méjme pole integrovatelné hustoty a definované na oblasti €2, pak
integral této hustoty pfes oblast ) je

/a :/a[a‘?cj]ddx,
o) o)

kde 27 je libovolny soufadnicovy systém definovany na okoli ob-

lasti 2. Prava strana této rovnosti je chapana ve smyslu definice D5.1.,

POZNAMKA
Daéle budeme jiz misto ‘pole integrovatelné hustoty na oblasti 2’ kratce fikat
‘hustota na .

UZitim lemmatu V5.1 a transformac¢nich vlastnosti soufadnice hus-
toty (definice D5.2) lehce ovétime, Ze se integral nezméni p¥i zméné
soufadnicového systému.

Integral z definice D5.4 je vSak pouzitelny pouze pro oblasti, které
1ze pokryt jednim soufadnicovym systémem. To vsak nemusi byt vzdy
mozné — typicky pfi integraci pres topologicky netrivialni variety nelze
zvolit globalni souradnicovy systém. Praktickd odpovéd na tuto obtiz
je rozdélit oblast integrace na podoblasti, které jiz lze pokryt soutad-
nicovym systémem (jednotlivé podoblasti riznymi systémy), spocitat
integraly pres tyto podoblasti a vysledky secist.

Elegantnéjsi alternativa tohoto postupu (vyhybajici se potencial-
nim potizim s hladkosti pii délenim oblasti na podoblasti) vyuziva
tzv. rozkladu jednotky.

Definice D5.5 (Rozklad jednotky)
Méjme varietu pokrytou souradnicovymi systémy definovanymi na
oblastech Uj. Rozklad jednotky pro takovéto pokryti je prifazeni
ke kazdé oblasti Uy, hladké funkce ¢y s nosicem v této oblasti tak,

ze
Z@kzl o
k

Lze ukazat, ze takovyto rozklad jednotky vzdy existuje. Rozklad jed-
notky nédm zprostiedkuje ‘hladké’ rozdéleni variety na podoblasti lo-
kalizované jiz v oblastech definice soufadnicovych systému. Muzeme
tak definovat integral pfes libovolnou oblast €
Definice D5.6 (Globalni integrovani hustot)

Integral hustoty a pfes obecnou oblast 2 definujeme

Q/az / $ra,

k QMU

kde Uy jsou oblasti definice soufadnicovych systéma pokryvajici

celou varietu a {¢y} je rozklad jednotky pro toto pokryti. Integraly

na pravé strané lze jiz chapat ve smyslu definice D5.4. o
Z nahledu je zfejmé, Ze integral nezavisi na volbé pokryti variety a
vybéru rozkladu jednotky — prestoze formalni dikaz vyzaduje jisté
technické usili.
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PozNAMKA
Definice D5.6 samoziejmé definuje i integral typu fQ fa, jelikoz fa je téz integro-
vatelna hustota.

Timto jsme zavrsili definici integralu obecné integrovatelné hus-
toty pres obecnou oblast variety. Shriime jesté jednotlivé kroky. In-
tegral se nejdiive rozdéli pomoci rozkladu jednotky na integraly pies
oblasti, z nichz kazda je pokrytd jednim souradnicovym systémem
(definice D5.6). V téchto oblastech se hustota vyjadii pomoci soutad-
nicové hustoty (definice D5.4) a integral ze soufadnicové hustoty se
pievede na integral v R? (definice D5.1).

PRIKLAD P5.2 (INTEGROVANI NA VALCOVE PLOSE)
V tomto prikladé provedeme podrobné vSechny pravé popsané kroky pii
integrovani pres valcovou plochu.

Valcovéa plocha C' je varieta topologie R x S*. Pro jeji pokryti po-
tfebujeme alespoil dva soufadnicové systémy, které oznacime x, p a y, 1.
Souradnice x,y € R bézici ve sméru podél osy valce zvolime totozné,
x = y. Soufadnice ¢, € (—m, ) &isluji smér okolo valce a zvolime je
posunuté o polovinu valce

= p—m pro ¢ >0,
p+m pro ¢ <0.

Oba soufadnicové systémy pokryvaji cely védlce mimo jedné piimky —
systém z, p nepokryva piimku ¢ =0 (oblast U), systém y,t p¥imku
¢ =0 (oblast V). Rozklad jednotky je dén napi. funkcemi cos*£ na U
a cos2% = sin2§ na V.

Pfirozeny plo$ny element dS je pfimo soufadnicovd hustota asoci-
ovana s témito systémy, tj. dS = dzxdy na U a dS = dydy na V. Na
pruniku U NV je definice zjevné konzistentni .

Chceme-li nyni zintegrovat napt. hustotu

a = exp(—z?) cos’p dS = exp(—y°) cos’y) dS

pres cely valec C', postupujeme nasledovné:

/a:/c052£a+/cos2gu
2 2
C U 14

= /cos2§ exp(—x?) cos?p dedp + /cosZ% exp(—y?) cos?ep dydip
U %
= /exp(—mz)dac / coszg cos? o dp
2ER pe(=mm)
+ / exp(—y?) dy / 00325 cos? 1 dip
yER Ppe(—m,m)
— 73/2

V praxi si samoziejmé vypocet integralu mizeme usnadnit. Vyuzi-
jeme faktu, Ze oblast U pokryva cely valec C aZ na jednu pfimku. Ta
je vsak miry nula vzhledem k hladké integrovatelné hustoté a. Mizeme
proto tuto pfimku ignorovat a preskocit prvni krok v uvedeném postupu:

/u :/exp(f:ﬂ)coszap dedp = /exp(fo)d:r /0052 odp =73/ .
C U zeR pe(—m,m)

verze 2.02 (2013-12-09)
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5.5 Vlastnosti hustot a operace s nimi

Hustoty v daném bodé mutzeme rozlisit na kladné a zaporné.
Definice D5.7 (Absolutni hodnota hustoty)
Hustotu nazyvame kladnou (zdpornou), pokud jeji souradnice viici
libovolné bézi je kladna (zapornd). Prostor kladnych a zépornych
hustot budeme znacit H,” M a H, M.
Absolutni hodnotu hustoty a definujeme zadanim jeji soufadnice:

|al [e;] = |ale;]] - °

Zjevné |a| € H;' M. Stejné tak jsou kladné vSechny soutfadnicové hus-
toty d%.

Jelikoz mé prostor hustot linedrni charakter, mizeme ho tenzo-
rové vynasobit s prostorem tecnych tenzord. Dostaneme tak objekty,
které maji zaroven charakter hustoty i tenzoru. Ve vétsiné ohledd se
tyto objekty chovaji jako bézné tenzory. Fakt, ze se jedna i o hustoty
intuitivné znamena, ze jsou preskdlované nekonecné malym cislem.
Definice D5.8 (Tenzorové hustoty)

Prvky tenzorového soucinu prostoru hustot a tecnych tenzort na-

zyvame tenzorové hustoty. Prostor tenzorovych hustot oznacime
T.M, tj.

T,M=H,M®T,M .

Prostor prislusnych poli oznacime TM. o

POZNAMKA
Tenzorové hustoty budeme nékdy odlisSovat od béznych tenzort vilnovkou, napf. a.

Vzhledem k tomu, Ze prostor hustot je jednodimenzionélni, kazdou
tenzorovou hustotu a lze faktorizovat na soucin hustoty a obycejného
tenzoru, a = a a. Tento rozklad vsSak neni jednoznacény.

Samoziejmeé se nabizi provést i tenzorovy soucin prostoru hustot se
sebou. To, Ze dim H, M = 1 ndm dokonce dovoli definovat obecnou
w-tou tenzorovou mocninu, w € R. Vytvoiime tak objekty nového
druhu nazyvané hustoty vahy w.

Definice D5.9 (Hustoty vahy w)
Hustoty vahy w jsou definoviany obdobné jako integrovatelné hus-
toty (definice D5.2) pomoci své soufadnice viici bazi e; v te¢ném
prostoru. a je hustota vahy w, pokud se jeji souradnice afe,] trans-
formuje

ale,] .

Prostor hustot vdhy w v bodé x oznacime H," M. °

Integrovatelné hustoty z definice D5.2 jsou pak hustoty vahy w =1 a
hustoty vahy w = 0 se redukuji na obycejné ¢isla (jejich ‘soufadnice’
se pii zméné baze neméni).
Definice D5.10 (Souéiny a mocniny hustot)
Obecnd r-t4 mocnina (r € R) kladné hustoty a vahy w je hustota
vahy rw, jejiz souradnice je

a"le;] = (a[ej])r

Celo¢iselné mocniny mtzeme definovat i pro zaporné hustoty.
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Souéin dvou hustot a, b vdh a a b je hustota vahy a + b dana opét
soutfadnicové

(ab)le;] = ale;] ble;] . o

Na varieté bez dodatecné struktury neexistuje néjaka kanonicka,
specialni integrovatelnd hustota. Rtzné geometrické struktury vsak
metricka struktura, umoznujici definovat délky kiivek, velikosti uhli a
— jak nyni ukdzeme — méfit objem. Metrickou strukturou se budeme
podrobné zabyvat v kapitole 6, nyni ndm vsSak postaci védét, ze je
urc¢ena metrikou, coz je symetricky nedegenerovany tenzor typu T9 M
(viz definici D6.1). Metrika g,,,,, definuje skalarni sou¢in vektora a™,
b™ vztahem (a,b) = g,,,a™b". S metrikou lze asociovat objemovy
element dV, ktery méii objem v mnozstvi ‘krychlicek’ napnutych na
ortonormalni bazi, tj. na bazi na sebe kolmych a normalizovanych
vektort ve smyslu metrického skaldrniho sou¢inu (viz definici D6.2).
Definice D5.11 (Metricky objemovy element)

Metricky objemovy element (téz metrickd hustota) dV asociovany s
metrikou g spliuje

dVie;] =1,
pro kazdou bézi e; ortonormélni ve smyslu metriky g. o

Diky tomu, Ze determinant matice pfechodu mezi dvémi ortonormal-
nimi bazemi je +1, definice metrického objemového elementu nezévisi
na volbé baze. Jinymi slovy, objem referenc¢ni ortonormalni krychlicky
nezavisi na jejim natoceni.
PozNAMKA
Na varietach dimenze 1,2 a 3 se metrické objemové elementy obvykle znaci d¢,
dS adV.

Soufadnice metrického objemového elementu vzhledem k obecné
bézi jsou dany pomoci slozek metriky:
Véta V5.4

Necht dV je metricky objemovy element metriky g. Pak
dVie,] = |det g;j|"*

kde g;; jsou slozky metriky vzhledem k bazi e;. O

DUKAz:
Necht A% je matice pfechodu od ortonormalni baze e’;; k obecné bézi e;,

€; = A;, e’i/ .
Pro slozky metriky dostavame

gi; = A" A g
kde g,/ jsou komponenty metriky vzhledem k ortonormaélni bazi €'/, tj.
diagonalni matice majici na diagonale pouze 1, pfipadné —1 (viz definici
D6.2). Absolutni hodnota determinantu je

|det gi;| = (det Aé-/)2 .

Na druhou stranu vSak transformac¢ni vlastnosti soufadnice hustoty (viz
definici D5.2) davaji

dVie,] = ’det A avie .
Porovnanim poslednich dvou rovnic a uvazenim, ze dV[e’;;] = 1, dostavame
dokazované tvrzeni. =
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Véta V5.4 nas muze inspirovat k definici nové operace.
Definice D5.12 (Determinant metriky)
Zobrazen{ Det ptifazujici kazdému tenzoru g typu (0,2) hustotu
Det g vahy 2,

Det: T,9M — H>M , g— Detg,
je definovano vzhledem k libovolné bazi e; podminkou
(Det g)[e;] = det g;; - o

Transformadéni vlastnosti soufadnice vysledné hustoty (definice D5.9)
jsou ziejmé splnény. Poznamenejme, Ze jsme v definici nepouzili ab-
solutni hodnotu a hustota Det g tak nemusi byt nutné kladna.

Pomoci operace Det miizeme napsat metricky objemovy element
dV nasledovné

dV = |Det g|*/* . (5.9)

Pro absolutni hodnotu determinantu metriky se casto zavadi samo-
statny symbol — napf. pro metriky g a q symboly g = |Detg| a
q = |Det q|. Metricky objemovy element pak bude g2, piipadné q*2.
V soufadnicich 27 lze tuto hustotu zapsat

g2 = |det gij\m d% . (5.10)

Casto se miiZeme setkat se zapisem
/fglfz - /f \det g;;|"* d% . (5.11)
Q Q

PRIKLAD P5.3
Euklidovska metrika na E? je v kartézskych soufadnicich ddna vjrazem

g = dztda' 4+ - + dztdz? .
S ni asociovany metricky element samoziejmé je

91/2 =d% .

Pokud zapiseme euklidovskou metriku v polarnich (d = 2), pfipadné
sférickych (d = 3) soufadnicich

*g=dpdp+p*dedyp,

83g = drdr+r? ( dv dd + sin®9 do dap)
odpovidajici objemové elementy budou

dS = pdpdy ,

dV = r?sind drdddey .

V kapitole 6 uvidime, ze standardni metriky na 2-sféie a 3-sféfe jsou

’g = d9 dv +sin®0 dpdy

’g = dxdx +sin’x(dv¥ dv + sin®9 dpdy) .
Odpovidajici objemové elementy jsou

dS = sin?d dddy

dV = sin®x sin 9 dxdddep .

Vice ptikladu viz kapitolu 6.

verze 2.02 (2013-12-09)



Integrovani na varietach

5-11

CviCeNi C5.2
Naleznéte souradniceovy objemovy element na Lobacevského roviné dané me-
trikou

g = dxdx +sinh?x dedyp .

Naleznéte euklidovsky plosny element dS v parabolickych soufadnicich wu, v
danych vztahy

T=uv, y:%(u27v2). v

5.6 Vztah hustot k antisymetrickym d-formam

Integrovatelné hustoty maji velmi blizko k antisymetrickym formam
maximalniho stupné d = dim M, tj. k totalné antisymetrickym ten-
zorum typu (0, d). Jak jsme se zminili v kapitole 4, prostor d-forem
A‘iM je jednodimenzionélni, stejné jako prostor hustot H, M. Navic,
soufadnice d-formy se transformuje podobné jako soufadnice hustoty.
Pro hustotu a je tato transformace dana definici D5.2

ale’;)] = |det A%/ | ale,] (5.12)
pro d-formu « jsme odvodili v marginalii M4.3 vztah
oy = (det A%) ay.q - (5.13)

Oba vztahy se 1isi pouze absolutni hodnotou. d-forma tedy nese po-
dobnou informaci jako hustota — ke kazdé bazi pfifadi ¢islo uréujici
objem méfeny v poctu ‘krychli¢ek’ napnutych na bazi. Oproti husto-
tam vsak jeSté nese informaci o orientaci baze — pfi zméné orientace
zméni souradnice formy znaménko.

Diky této podobnosti mizeme svéazat oba prostory nékolika vztahy.
Za prvé, muzeme zavést operaci smazavajici informaci o orientaci.
Definujeme absolutni hodnotu d-formy, jejiz vysledek bude integrova-
telna hustota
Definice D5.13 (Absolutni hodnota d-formy)

Necht o € A% M, d = dim M. Absolutni hodnotu d-forem

|| ALM - H, M, a—laf,
definujeme soutadnicovym vztahem
la[e;] = |ai..4] ,
kde 1.4 je komponenta formy vzhledem k béazi e;. Diky (5.12) a

(5.13) nezavisi definice na volbé béze. o

Absolutni hodnota neni prosté zobrazeni — pfifazuje formam o a —a
stejny vysledek. Hustota ziskana absolutni hodnotou d-formy je vzdy
kladna. Pro soufadnicové hustoty muzeme psat

d = |dx1 Ao A da:d‘ . (5.14)

Kazdé dva jednodimenzionalni vektorové prostory si jsou isomorfni,
neexistuje vSak obecné kanonicky isomorfismus. V pfipadé hustot a
d-forem v8ak mame pro kanonicky isomorfismus k dispozici dva kan-
didaty. Jednéa se o isomorfismy, které ztotozni ‘kladnou’ d-formu s jeji
absolutni hodnotou. Nejednoznacnost spo¢iva v tom, Ze na rozdil od
hustot u d-forem nelze pfirozenym zpusobem rozhodnout, které jsou
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kladné a které zaporné. Prostor A‘i,M se rozpadad do dvou tfid, re-

prezentanti kazdé z nichZ se navzajem lisi o nasobek kladngm ¢islem.

Ani jedna z téchto t¥id vSak neni preferovand; nelze uréit, kteréd z nich

reprezentuje ‘kladné’ a ktera ‘zaporné’ d-formy. Proto mame k dispo-

zici dva kanonické isomorfismy mezi A‘iM a H,M. Vybér jednoho z

nich znamend konvenéni volbu kladnych d-forem.

Takové volba souvisi s pojmem orientace. Baze vektort v te¢ném
prostoru muzeme téz rozdélit na dvé t¥idy lisici se vzajemnou orien-
taci.

Definice D5.14 (Orientace béze)

Rekneme, ze dvé baze e;a e’j, v T, M maji stejnou orientaci, pokud
determinant matice pfechodu je kladny. Tato ekvivalence rozdéli
vSechny baze na dvé t¥idy. Jednu z nich nazyvame pozitivné orien-
tované baze, druhou negativné orientované. Volba, ktera je ktera, se
nazyva orientace tecného prostoru. o

POzZNAMKA

Pouzivé se téz oznaceni baze s kladnou (zdpornou) orientaci, pfipadné pravotocivé a

levotocivé baze. Pravotocivé baze jsou ty, které muzeme prirozené utvorit z prsti

pravé ruky, levotocivé z prstu levé ruky. To se samoziejmé zaklada na predpokladu,

ze mame dost prsti pro d dimenzi, a Ze je nemizeme volné ohybat na obé strany.
Volba pravé a levé strany je navic z hlediska geometrie také konvenéni.

Orientaci Ize zvolit v kazdém bodé variety. Neni vSak samoziejmé,
zZe lze zvolit orientaci na celé varieté hladkym zptsobem — tj. takovym
zpusobem, Ze pokud hladce pfenasime bazi z mista na misto, zistava
tato baze stéle stejné orientovana.

Definice D5.15 (Orientovatelnost)
Varietu nazveme orientovatelnou, pokud na ni lze zvolit globalné
hladkym zptisobem orientaci. V opa¢ném piipad€ nazyvame varietu
neorientovatelnou. °
PRIKLAD P5.4 (MOBIUOV PASEK)
Standardnim pfikladem neorientovatelné variety je Mobiav pasek. Ten
ziskdme tak, Ze slepime hranice pasu R x (—m,m) ‘pfetoenym zpiso-
bem’. Oznac¢ime-li soufadnice na pasu z, ¢, ‘pretocené slepeni’ znamena
identifikaci bodu [z, —7] a [—x, 7]. Tato varieta je neorientovatelnd, pro-
toze pokud hladce pfeneseme bazi kolem dokola (ve ¢ sméru), dostaneme
béazi opacné orientovanou.

Mobitv pasek mutzeme stejné jako valcovou plochu z prikladu P5.2
pokryt dvéma systémy soufadnic. Jednim budou jiz zminéné souradnice
z,  definované na oblasti U a druhy — soufadnice y, 1) na oblasti V' — zvo-
lime posunuty o 7 ve ¢ sméru. Pfetocené slepeni se projevi znaménkem
minus mezi y a ¢ v nasledujicich transformacnich vztazich

y=z, ¢Y=¢—-7 pro ¢>0,
y=—-x, Yp=¢p+m pro ¢<O0.

Volba orientace te¢ného prostoru nam umozni definovat ‘kladné’
d-formy.
Definice D5.16 (Orientace d-forem)
Méjme te¢ny prostor T, M se zvolenou orientaci. Antisymetrickou
d-formu a nazveme pozitivné orientovanou, pokud jeji souradnice
a12...q vzhledem k pozitivné orientované bazi je kladna. Obdobné

definujeme negativné orientované d-formy. o
Lemma V5.5

Na neorientovatelné varieté neexistuje globalni pole antisymetric-

kych d-forem, které by bylo v§ude nenulové. 0
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DUkAZ:
Kdyby takova forma existovala, umoznovala by definovat orientaci variety.m
Nyni se miZzeme vratit k isomorfismu prostoru d-forem a hustot.

Definice D5.17 (Isomorfismy ¢ )

Méjme zvolenou v bodé x orientaci. Pak definujeme dva isomor-

fismy ¢, a ¢_ zobrazujici AciM na H, M

+]a| pro pozitivné orientovanou formu « ,
Ly =

- Fla|  pro negativné orientovanou formu o .
Pokud je varieta orientovatelné, 1ze tyto isomorfismy zvolit globalné.
Ziejmé plati

lal =, al=al, a=—-, a, (5.15)
(Lia)[ej] = =+a;. 4 pro pozitivné orientovanou bézi e; .
(5.16)
CviCeENt C5.3
Piesvédéte se o tom! v

Na orientovatelnych varietach 1ze tedy integrovatelné hustoty globalné
reprezentovat pomoci antisymetrickych d-forem. Obvykle k tomu vo-
lime isomorfismus ¢, pfevadéjici pozitivné orientované d-formy na
kladné hustoty. Na neorientovatelnych varietach toto ztotoznéni nelze
provést globalné. Muzeme vsak alespon z variety vybrat oblast, ktera
jiz orientovatelnd je, a na niz jiz toto ztotoznéni provést lze.
Isomorfismus ¢, lze zapsat i tenzorové — zavedeme proto tenzor
orientace (presnéji feceno piijde o tenzorovou hustotu).
Definice D5.18 (Tenzor orientace)
Méjme v bodé€ = zvolenou orientaci. Tenzor orientace €;, .. ;, je de-
finovan:

€= (.a)la

pro libovolnou d-formu «. Jedn4 se o tenzorovou hustotu typu (0, d)
vahy —1. o
Vzhledem k tomu, Ze ¢, je isomorfismus, na volbé formy a nezavisi.
Tenzor orientace zprostfedkovava inverzni zobrazeni k isomorfismu ¢
a=¢i.a, a=1.(Ea). (5.17)
Miizeme téz vytvotit i inverzni tenzor orientace € (tenzorové hus-

tota typu (d,0) vahy 1), ktery lze s pomoci definice D5.18 rozepsat
= (a)at. (5.18)
Inverzi d-formy o~ ! jsme zavedli v kapitole 1, viz téz marginélii M5.4.

Inverzni tenzor orientace umoznuje zapsat akci ¢, nasledovné

~td Qg iy (519)

1 __
Lo = —¢&

d!

Lemma V5.6 (Vlastnosti tenzoru orientace)
Tenzor orientace spliiuje

éi1~~id glita = () ) (1)

Eiy..iy & 10T = gy ldlgTrde (ii)

€= (d%) "t daz' A--- A da? (iii)
d d

=1 _ 7 o d

el =d A5 gg) dl (iv)
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M5.4 Inverze d-forem

V definici D1.4 v kapitole 1 jsme zavedli ope-
raci inverze prevadéjici antisymetrické tenzory
typu (0,d) na antisymetrické tenzory typu
(d,0) a naopak (d = dim M). P¥ipomenme zde
nékolik vlastnosti tohoto zobrazeni.

T OM e T M

tak, Ze pro w € Tz[g] M plati

—11% [3
w Tt o =dl

—liyda .. _ g ldlgi1...3a
d Wj..ja = d! 5]'1“4'(1 )
w—l)—l —w,

—11.d
W = (w1...a)
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kde 27 je pozitivné orientovany soufadnicovy systém, tj. systém,
pro ktery je soufadnicova baze 8/8x7 pozitivné orientovana. 0
Na zavér tohoto oddilu jesté definujeme hustotni dudl.
Definice D5.19 (Hustotni dual)
Hustotni dual * je linearni isomorfismus mezi prostorem antisymet-
rickych (d—p)-forem a prostorem antisymetrickych tenzorovych hus-
tot typu (p,0) vahy 1 (viz nésledujici definici):

*LATPM - AP M

* TL..Tp 1 ~—17ri...rq
Wnyy.ng ( w) r= (d—p)! € Wrp..rg
* L KPM — AP
ni..n * _ 1 1.7y = ©
™ = () ey = 5 O By

Zde uzivame znaceni

Definice D5.20 (Antisymetrické tenzorové hustoty)
Prostor antisymetrickych tenzorovych hustot v bodé€ = s p kontra-
variantnimi indexy, spojeny s prostorem antisymetrickych forem
hustotnim duélem, oznac¢ime

AP M =Tff M -
Pro hustotni dual plati
Lemma V5.7
Fw=w prow € AP M, (1)
a=1a pro a € A% M | (ii)
*a=l'a=aé proa€ H, M, (iii)
*f=fet pro fe A° M =R, (iv)
(wAo)=we s proweAN M, ccATIM, (v)
*(wea)=wA™*a prow € AN M, ac KIM, (vi)

kde p < g a operace w e a znaci zizeni vSech indext antisymetrické
p-formy s poslednimi p indexy tenzorové hustoty o ¢ indexech dé-
lené p!:

1
... ...7
(wea) = Tor = —w, . 6t o

p!

DUKAzZ:

Vztahy (ii) a (iii) plynou pfimo z rovnic (5.19) a (5.17), vztah (iv) je spe-
cialni pfipad definice D5.19 pro p = d. Vztah (i) dostaneme uzitim lemma
V5.6(ii) a identity (viz (iv) v lemmatu V1.2)

d]@1---@pT1...T 4, aj...a
(Z) [ ]6b1...b:,]r1,..7'2f; = [p](sbln b;j

Rovnost (v) dostaneme rozpisem duélu formy podle definice D5.19, prepi-
sem vnéjsiho nasobeni pomoci antisymetrizace tenzorového soucinu a opé-
tovnym pouzitim definice dudlu. Vztah (vi) je dudlni forma rovnosti (v).m

Hustotni dudl zprostfedkovava dualitu mezi dvéma typy objekt,
které mizeme integrovat na podvarietdach — mezi tenzorovymi hus-
totami a antisymetrickymi formami. Jak uvidime ve vé&té V5.9(i)
nize, prevadi integrovani pomoci tzv. te¢ného objemového elementu
na integrovani pomoci normalového objemového elemntu. Hustotni
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dudl miize také v mnoha ptipadech nahradit obvyklejsi Hodgetiv dual
(ktery zavedeme v pFisti kapitole v definici D6.14), jak tomu je napt.
v definici D10.2 divergence a rotace antisymetrickych forem. Na roz-
dil od Hodgeova duélu, k jehoz definic potfebujeme metriku, hustotni
dudl nevyuziva zadnou dodatecnou geometrickou strukturu.

5.7 Integrovani antisymetrickych d-forem

Diky pribuznosti integrovatelnych hustot a forem, mizeme na orien-
tovatelnych varietach definovat integral antisymetrickych d-forem.
Definice D5.21 (Integrovani d-forem)
Necht M je globéalné orientovatelnd varieta. Integraci pole w anti-
symetrickych d-forem definujeme

[om [ o

Q Q

Véta V5.8 (Integrovani d-forem)
Integrace d-formy w lze rozepsat

[4-% [ ne.

k QMU

kde {¢x} je rozklad jednotky pro pokryti variety systémy soufadnic
definovanymi na oblastech Uy.
Na oblasti €2 pokryté jednim systémem souiadnic 27 pak dostavame

/w—/wl 2 d% = / wl__id(arl,...,xd)da:l...dxd.

zl (),
System souradnlc 27 musi byt pritom zvolen pozitivné orientovany.
(Toho 1ze vzdy dosdhnout vhodnym pfeuspoirddanim soufadnic.) o

DUkAz:

Rozepsani integralu pomoci rozkladu jednotky plyne z linearity isomorfismu
t+. Pro pozitivné orientovany soufadny systém pak miizeme pouzit (5.16).
Posledni rovnost je jiz jen explicitni pfepsani definice D5.1. n

Na neorientovatelnych varietach nelze integrace d-forem zavést. V
definici D5.21 se vyuZiva orientovatelnosti ke ztotoznéni d-forem a
hustot pomoci isomorfismu ¢,. V konkrétnim rozepsani integralu se
volba orientace projevi v tom, Ze potfebujeme mit varietu pokrytou
pozitivné orientovanymi systémy soutfadnic. Pokud bychom zvolili ori-
entaci pro kazdy systém soufadnic zvI4st, nekorelované s ostatnimi,
nelze zarucit nezavislost vysledku integralu na vybéru soufadnych
systémii a na volbé rozkladu jednotky — viz ptiklad P5.5.

Integrace hustot vSak na orientovatelnosti variety nezalezi. Zhruba
fecCeno, hustoty slouzi k méfeni ‘velikosti’ objemu, d-formy méii ‘orien-
tovany objem’. Na orientovatelnych varietach lze jednoduse ztotoznit
positivné orientovany objem s jeho velikosti. Na neorientovatelnych
varietach nemé orientovany objem globalné smysl.

PRIKLAD P5.5 (INTEGRACE PRES MOBIUV PASEK)
Potize s integraci d-forem na neorientovatelné varieté si mizeme doku-
mentovat na Mobiové pasku popsaném v piikladu P5.4.
JelikoZz se jednd o neorientovatelnou varietu, neexistuje zde vsude
nenulova 2-forma, kterd by mohla méfit ‘skute¢nou plochu’. Mizeme
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v8ak zadat 2-formu, kterd v nékterych bodech vymizi. Vezméme si jako
priklad 2-formu

w = exp(—z°)sin’p dz Adp .

Vyuzitim transformac¢nich vztaht z prikladu P5.4 mizeme pfepsat tuto
formu i v soutfadnicich y, 1

w— +exp(—y?)sin®y dy A dyp pro ¢ <0,
—exp(—y?)sin®y dy A dip proy > 0.

Forma w vymizi na pfimkach ¢ = 0 a ¢ = 0. Zd4lo by se tedy, Ze misto
integrace pres cely pasek se sta¢i omezit pouze na oblast U nebo pouze na
oblast V. Zanedbame tak pouze mnozinu miry nula (vici jakékoli hladké
hustoté), navic forma w je na zanedbdvané mnoziné nulovd. Obé tyto
oblasti jiz jsou orientovatelné. Nabizi se zvolit orientaci tak, aby systém
x, ¢ mél pozitivni orientaci na U a systém y, 1) pozitivni orientaci na V.
To znamena, ze forma dx A dy je pozitivné orientovand ve smyslu orien-
tace na U a forma dy A dv je pozitivné orientované ve smyslu orientace
na V. Vy¢islime nyni integrél formy w jak pres U, tak pres V:

/w = /exp(fx2)sin2go dz Adyp

U

R (—m,m)

U
2\ i 2 2 .2
= /exp(fx )sin“¢ dxdp = /exp(fm ) dx / sin“o dp
U
73/2

)

—/ sign ¢ exp(—yz) sin®y dy A dy

\%4

—/ sign ¢ exp(—y2) sin®y dydy

V/w

v
f/ exp(ny) dy / sign 1 sin’t dyp
R (—m,m)

=0.

Vidime, Ze odli§né volba soufadného systému (a s nim spojené orientace)
vede k nejednoznacnosti integralu. Integral w tak nema smysl globalné.
Miuzeme samoziejmé zintegrovat absolutni hodnotu formy w. Ta méa
tvar
|w| = exp(—z?) sin’ dzdp = exp(—y?) sin®y dydip

a jejl integral je

J1el= [lol= [ 1ol ==
U \%

Na Mobiové pasku lze zvolit plochou metriku, ve které jsou oba dis-
kutované soutadnicové systémy lokalné kartézské,

g = dzdz + dpdy = dydy + dydy .
S touto metrikou je spojen pFirozeny objemovy element g2

g% = |Det g|'/? = dedyp = dydy .

verze 2.02 (2013-12-09)



Integrovani na varietach

5-17

5.8 Integrovani na podvarietach

Nyni budeme zkoumat integrovani pfes podvarietu N (dimenze d—n)
variety M (dimenze d). Nejprve néas bude zajimat vztah tenzorovych
hustot definovanych na podvarieté N a varieté M. Pti pfechodu mezi
objekty definovanymi na varieté M k objektim na podvarieté N se
typicky vyuziva informace tykajici se pouze sméru teénych nebo pouze
norméalovych k N. Potfebujeme proto uchopit informaci o te¢nych ¢i
normalovych smérech.

Jeden ze zpusob1, jak to provést, je zavést integrovatelnou hustotu
na N, ktera navic nese informaci o teénych smérech k N — zavést tzv.
tecny objemovy element dX ;. Bude se jednat o zobecnéni délkového
elementu df uzivaného pfi integraci pres kiivku. Ten je ddn soufinem
integrovatelné hustoty ds (s je parametr k¥ivky) a te¢ného vektoru ¢.

Alternativné, mizeme zadat misto informace o te¢nych smérech
informaci o smérech dopliikovych, tj. o smérech norméalovych. To lze
provést pomoci normalového objemového elementu dSy , ktery je s tec-
nym objemovym elementem spojen pomoci hustotniho dualu. Tento
element umozni transformovat jisté tenzorové hustoty na M na inte-
grovatelné hustoty na N. Jedna se zobecnéni normalového plosného
elementu dS = ndS slouzicimu k integraci normalovych slozek vek-
torovych poli pfes plochy vnofené do tfidimenzionalniho prostoru.

Nasim cilem bude nejprve piifadit antisymetrické formé stupné
d—n definované na M integrovatelnou hustotu na N. Pfirozeny po-
stup je provést nejdiive restrikci formy ‘Zijici’ na M na formu ‘Zijict’
na N a po té ji prevést na hustotu pomoci isomorfismu ¢, .

Pro antisymetrickou formu w stupné d—n muzeme v pfizptsobe-
nych soufadnicich x* psat

WN = wppa..q dz"TEA A dz? | (5.20)

kde 1-formy dz* jsou chapany jako gradienty soutfadnic na N, tj.
jako prvky T N. Vskutku, rozepiSeme-li jednotkovy tenzor na pro-
storu antisymetrickych forem A? M fadu p = d—n v pfizpiisobenych
soufadnicich

8(1;7]

871 dblxil/\"‘/\ dbpxip, (521)
xtr

™
dzh

[p](;:ll".'v':: - Z

1<iy<-<ip<d

a provedeme-li restrikci na podvarietu v ¢asti obsahujici kovektory,
0
lp
vadéjici restrikci w na w|y ziZenim pres vSechny indexy odpovidajici
varieté M:

dostaneme smiseny tenzorovy objekt z prostoru Tw[g M ® T, ]N pro-

al...aqg

w‘Nul...up = Wal...ap[péul,,,up . (5.22)

Ale pii restrikci soufadnicovych 1-forem da? vSechny formy s inde-
xem ¢ = 1,...,n vymizi, ¢li v sumé na pravé strané (5.21) zbyde po
restrikci na N pouze ¢len

8[an+1

Qrrt

9!

ntl
Bzl ne

T A dy,z? (5.23)

Unt1

Zuzenim tohoto tenzoru s waq,,,...a, dostaneme vyraz (5.20). Nyni

Mb5.5 Podvariety — opakovani

V podkapitole 3.4 jsme definovali pojem pod-
variety N dimenze d—n (tj. kodimenze n) vno-
fené do variety M dimenze d. Pfipomenme
(viz definici D3.15), 7e v soufadnicich x* pri-
zpusobenych podvarieté N je tato podvarieta
déana podminkami

z'|n=0 pro i=1,...,n,
a zbyvajici  soufadnicové funkce z,
u=n+1,...,d tvori soufadny systém

na N. Pro soufadnicové a tenzorové indexy
na podvarieté N budeme pouzivat pismenka
z konce abecedy.

Zopakujme téz, Ze mame pfirozené vnofeni
prostoru tecnych vektori T, N do tecného
prostoru T, M a obdobné pro tenzory s in-
dexy pouze v horni poloze. Pro kovektory (a
obecné tenzory s indexy pouze v dolni pozici)
mame pouze pojem restrikce z T, M do T, N
— viz definici D3.16.

zbjva aplikovat isomorfismus ¢ , ktery provede zaménu dz™? A --- A da?

na hustotu d*"z na N.
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Celou tuto proceduru muzeme spojit zavedenim teéného objemo-
vého elementu:

Definice D5.22 (Teény objemovy element podvariety)
Méjme orientovatelnou podvarietu N dimenze d—n vnofenou do
orientovatelné variety M dimenze d a piizptisobené souradnice z?,
které jsou ve smyslu obou variet positivné orientované. Pak definu-
jeme tecny objemovy element podvariety N

dXy e T""M @ H,N
nasledovneé
o o >
Ozt " 9z )
Tato smiSend tenzorova hustota je nezavisla na volbé prizptisobe-

nych soufadnic z? a zprostiedkovava zobrazeni z prostoru antisy-
metrickych d—n forem na M do hustot na N:

In AT M — H, M |

_ Antl...Qqg
wanﬂ.“ad - w|N - wan+1...ad dzN .

dsiy = d*a A

POzZNAMKA

Oznadeni w|y je stejné jako oznadeni pro restrikci formy na podvarietu N. Jelikoz
se jedna o velmi blizké operace, nebudeme je explicitné rozliSovat — rozdil je dan
implicitng povahou vysledku (tj. zda w|n je forma ¢&i hustota).

POZNAMKA

Srovnanim se vztahem (iv) lemmatu V5.6 vidime, Ze teény objemovy element
dX  je shodny s inverznim tenzorem orientace na N (pfeskdlovanym faktorem
1/(d—n)!), jehoz tenzorova ¢ast (pattici do T;dgn] N) je vnotfena do te¢ného pro-

storu Tg[gdgn]M a hustotni ¢ast (patfici do Hy N) zlistava spojend s varietou N.

To dokazuje nezévislost definice D5.22 na volbé souradnic.

Souradnicové vyjadieni tecného objemového elementu s explicitné
uvedenymi tenzorovymi indexy je:

glann ol
o B
Pro hustotu asociovanou s formou w tak vuci positivné orientované
bazi prizptisobené podvarieté N dostavame

w|N =wp..q dT (5.25)

dEa]\';H»l'”ali _ dd—’nm

(5.24)

Vidime, ze tecny objemovy element dX ; vybira z antisymetrické
d—n formy definované na M Cast te¢nou k NV a z ni vytvaii integro-
vatelnou hustotu na N.

Te¢ny objemovy element je tak zobecnénim linedrniho tecného
elementu na kfivce d€® = t®ds. Zde t je teény vektor ke kiivce pa-
rametrizované parametrem s. Ke kazdé 1-formé w nam d€ pritrazuje
hustotu na kiivce wod€® = w,ds, kterd je nezavisla na parametrizaci s
a zavisi pouze na tecné komponenté w, formy w.

Nyni jiz mtizeme definovat integraci antisymetrickych forem pfes
podvarietu:

Definice D5.23 (Integrovani forem p¥es podvarietu)
Méjme orientovatelnou podvarietu N dimenze d—n orientovatelné
variety M dimenze d. Integral formy w € A% M definované na
varieté M pres oblast €2 v podvarieté N je definovan

_ Apt...Q4
/w - /wan+1mad dan ’
Q Q
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tj. jako integral z hustoty w|y € SN. o

V positivné orientovanych soufadnicich z' pfizpsobenjch podva-
rieté N dostavame

/w = /W7L+1...d d* e (5.26)
Q Q

PRIKLAD P5.6 (INTEGRACE PRES PODVARIETU I)
Méjme dvoudimenziondlni sféru S vnofenou do tfidimenzidlniho eukli-
dovského prostoru E. Jako pfizptisobené souradnice miZzeme zvolit sfé-
rické soutadnice r, 1, . Sféra o poloméru R je ddna podminkou r = R.
(Zde jsme ¢astecné uvolnili podminky definujici soufadnice pfizpiisobené
podvarieté — namisto podminky r|s = R bychom maéli psét z! |s =0, kde
x' = (r — R). To ale nijak neovlivni dalsi diskuzi.) Pomoci pfizptisobe-
nych soufadnic mizeme zapsat tecny objemovy element
dng:aj‘lb]d gp:la—[a : a—b]ds,
99 Oy R 89 Rsind 0¢

kde dS oznacuje plosny element asociovany s indukovanou metrikou g
na sféfe (viz definici D5.11)

dS = |Det |? = R?sin 9 didsp .

18% 1

Poznamenejme, ze kombinace g5 a m% jsou jednotkové vektory
méreno metrikou q.

Jako priklad nyni integrujme 2-formu w = dz A dy, kde z,y, z jsou
kartézské souradnice, pfes oblast 2 danou podminkou ¢ < 7/2. Ze vztahi

mezi sférickymi a kartézskymi soufadnicemi dostaneme
w=rsin?¥ dr Adp +r*sind cos¥ dd Ade .

Zuzenim s teCnym objemovym elementem na sféfe S dostaneme
wls = wap dBE = R*sin cos ¥ diddp .

Alternativné bychom mohli nejdfive provést restrikci formy w na
S vedouci k R?sin® cos®? d A dy a tu pak pfevést na integrovatelnou
hustotu s vyuzitim vztahu ¢y dd A dep = ddde.

Integrace nakonec dava

/w = / R?sind cos ¥ dddp = nR*
Q 9e(0,7/2)
pE(—m,m)
Nyni pfistoupime k zavedeni dudlniho normélového objemového
elementu:

Definice D5.24 (Normalovy objemovy element podvariety)
Méjme orientovatelnou podvarietu N dimenze d—n vnofenou do
orientovatelné variety M dimenze d a pfizpiisobené soufadnice x?,
které jsou ve smyslu obou variet positivné orientované. Pak definu-
jeme normalovy objemovy element podvariety N

dSy € To{yM @ H,'M @ H, N
nasledovné

~ 1
dSNal...a,n =

~ Aptl---Qq
E €ai...ay dEN .
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Tato smiSené tenzorova hustota zprostredkovava zobrazeni z pro-
storu antisymetrickych tenzorovych hustot stupné n na M do inte-
grovatelnych hustot na N:

N'M — H, M ,

Q%9 g = q@10n dSNal...a” )

V soufadnicich x? pfizpfisobenych podvarieté N miZeme psat

- 1 _
dSy = = (d'2) " d*e dat A A et (5.27)

— — - )
Pokud oznacéime o™ " komponentu tenzorové hustoty a vici sou
fadnicim z°,

o o
ozt Bzl

a=a"t"™A dez (5.28)
( )

pro indukovanou hustotu a na N dostaneme
a= al...n dd_”x . (529)

Normalovy objemovy element tak vybira z tenzorové hustoty sméry
normalové k podvarieté a méni charakter hustoty na varieté M na
hustotu na podvarieté N. Specialné pro nadplochu ¥ kodimenze n = 1
dS', o odpovida plosnému elementu jehoz smér je kolmy k nadploge 3.

Mezi te¢nym a normalovym objemovym elementem plati nasledu-
jici vztahy:

Lemma V5.9
("w)* " dSNay . an = Wap..as AENT T (i)
1 ~ ..
dx o = @i 1 dSNa,..a, (ii)
~ 1
dSNaL.‘an = E éalu.ad dz?\]%+lmad . (lll)
o

Normalovy objemovy element umoziuje integrovat tok tenzoro-
vych hustot stupné n pfes d—n-dimenzionalni podvarietu

Definice D5.25 (Integrovani tenzorovych hustot pres podvarietu)

Méjme orientovatelnou podvarietu N dimenze d—n orientovatelné
variety M dimenze d. Integral tenzorové hustoty a € Sect A" M
definované na varieté M pfes oblast 2 v podvarieté N je definovan

ai...a T
/a:/a 1 dSNa .. .a, - °

Q Q

Pro nadplochu ¥ kodimenze n = 1 tak mizeme definovat tok vekto-
rové hustoty a® skrze tuto nadplochu jako integral

/aa dSsq . (5.30)
h

Tento integral je pfimocaré zobecnéni plosného integralu s normalo-
vym plosnym elementem d.S = ndS uzivanym pro dvoudimenzionalni
plochy vnofené do tfidimenzionalniho prostoru.
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PRIKLAD P5.7 (INTEGRACE PRES PODVARIETU II)
V kontextu pfikladu P5.6 ma normalovy objemovy element tvar:

dSs = (drdddyp) " didde dr
— —1 T Y Z
= (drddde) " d9dy (r dr+Zdy+ > dz)

Budeme integrovat vektorovou hustotu

a= 9 dxdydz = 9 r? sind drdide
oz 0z

pfes oblast © danou podminkou ¥ < 7/2. Ztzenim s norméalovym obje-
movym elementem na sféfe S (a pouzitim z/r = cos ) dostaneme

a® dSsq = R*sind cos 9 dddy .

Integral této hustoty na S je jiz totozny s integralem pocitanym v pri-
kladé P5.6.
To, ze vysledek je totozny, neni ndhoda. Plati totiz

0 x
9 dxdydz = (dx A dy) ,

¢ili s vyuzitim (i) lemmatu V5.9 vidime, Ze hustota indukovand na S
musi byt v obou pfikladech P5.6 a P5.7 stejna.
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Kapitola 6

Metrika

Jedna z nejdilezitéjsich a nejbohatsich geometrickych struktur je me-
trickd struktura — schopnost v prostoru promérovat délky, plochy, ob-
jemy, pripadné ahly. Metricka struktura napliiuje v nejsirsi mozné
mife vyznam slova geometrie. Pomoci métfeni délek lze zachytit vSsechny
lokalni geometrické vlastnosti prostorocasu. Z tohoto diévodu hraji
prostory s metrickou strukturou klicovou roli jak v geometrii, tak i ve
fyzice.

6.1 Metrika

Méfteni délky ktivek, velikosti ploch a objemt, tihld a dalsich veli¢in
lze prevést na promérovani elementarnich délek, které lze charakte-
rizovat pomoci tzv. metrického tenzoru. Metricka struktura tak lze
zachytit a popsat pomoci lokalni tenzorové veli¢iny.
Definice D6.1 (Metrika)
Metrickym tenzorem ¢i kratce metrikou v bodé x € M budeme rozu-
mét symetricky nedegenerovany tenzor typu (0,2). Tj., g € T,9M
je metrika, pokud
9mn = 9nm > (Symetrie)

acT,M,a#0 = g,,a"#0. (nedegenerovanost)

Metrikou na varieté M je minéno pole z TY M, které je v kazdém
bodé metrikou.
Symetricky nedegenerovany tenzor g~ ! typu (2,0) splitujici
971 angnb — 53
se nazyva inverzni metrikou. o

PozNAMKA
Pokud neni splnéna podminka nedegenerovanosti, mluvime nékdy o degenerované
metrice.

Geometricky vyznam metriky spociva v tom, Ze definuje skalarni
soucin dvou vektori — viz definici D6.4 nize. Pomoci vektort vsak
miizeme charakterizovat elementarni tiseCky ¢i oblouky: napf. maly
usek parametrizované kiivky z(7) mezi hodnotami parametru 7, a
To + d7 je urcen vektorem %dr Metrika ndm umozni zméfit délku
téchto malych tsekd a jejich integraci délku konecéné kiivky — viz
definici D6.12 nize.

6-1
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Poznamenejme vsak nejdiive, Ze v definici metriky nevyzadujeme
podminku positivity. Ve fyzice hraji podstanou roli i metriky, které
nejsou positivné definitni a proto jsme je pripustili v obecné defi-
nici. To v8ak komplikuje geometricky vyznam metriky — obvykly po-
jem vzdalenosti potfebuje positivitu skalarniho soucinu. Pro metriky,
které nejsou positivné definitni jejich geometricka interpretace bude
mirné odlisna.

Abych mohli zavést jemnéjsi klasifikaci metrik, potfebujeme po-
jem signatury metriky. Tu zavedeme pomoci ortonormélni baze.
Definice D6.2 (Ortonormalni baze)

Méjme v bodé x metriku g. Ortonormalni baze ¢i ortonormaini n-ada
vektoril {ej }i=1,...a (kde d = dim M) je baze vektori spliujici

+1 pro i=7,

k 1 _

€ €5 Gg = .,
0 pro i#j.

Duéln{ b4zi {e’} nazfvidme ortonormélni bazi v prostoru 1-forem.

Vektory se zapornym ‘kvadrdtem velikosti’ e* el gi; obvykle fa-

dime pred vektory s ‘kvadratem velikosti’ kladnym o
POzZNAMKA
Slovo “n-ada” je trochu nestasné ‘zobecni’ uzivanych slov “tridda” a “tetrdda”
v pfipadé tii a ¢tyf dimenzi. Alternativné se téz uzivaji nazvy “reper”, “frejm”
(anglicky “frame”) ¢i “neholonomni bdze” (pokud se jednd o bazi, kterd neni te¢na
k soufadnicovym ¢aram néjakych souradnic). V tomto textu budeme pouzivat bud

“baze vektort” nebo “n-dda” a to af uz bude nazev dimenze jakykoli (tj. vyhneme

se napf. necitelnému “d-4da”).
Lemma V6.1 (Existence ortonormalni baze)
Ke kazdé metrice existuje ortonormalni baze.
Pro zadanou metriku je pocet vektort v ortonormalni bazi se zapor-
nym ‘kvadratem velikosti’ nezavisly na volbé ortonormaéalni baze. g
DUKAz:
Dikaz prenechame ctenari k vyhledani v ucebnicich z linearni algebry.
Jedn4 se o aplikaci Gramovy-Schmidtovy ortonormaliza¢ni metody a o ele-
mentarni vlastnost kvadratickych forem. =

Diky tomuto lemmatu mtzeme definovat:
Definice D6.3 (Signatura metriky)

Pocty n a p vektord se zapornym a kladnym ‘kvadratem velikosti’
v ortonormélni bazi se nazyvaji signatura metriky. Signatura se ob-
vykle zapisuje ve formé (n, p) ¢i
(_...__|_..._|_) .
— N —
n-krat p-krat

Pod signg budeme chapat soucin znamének v signature. Tj. pro
metriku signatury (n,p) méme

signg = (-1)".

Metrika se signaturou (+ - --+4) se nazyva riemanovskd, metrika se
signaturou (— + ---+) se nazyva lorentzovskd. Obecné, pokud sig-
natura obsahuje znaménka minus, budeme ji nazyvat smiSenou. o

Ztejmé, sign g je znaménko hustoty Det g:

Detg = (signg) [Detg| . (6.1)
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6.2 Riemannovské a lorentzovské metriky

Riemanovské metriky jsou pozitivné definitni a definuji standardni
skalarni soucin, velikost a tthel vektorii.

Definice D6.4 (Skalarni souéin)
Riemanovska metrika definuje skaldarni soucin predpisem

(a,b) =a™b"g,,n, - (skaldrni soucin)

Velikost vektoru |a| a dhel v dvou vektort jsou definovany nésle-
dovné:

la] = (ak 9ri al)l/2 , (velikost)
a™ gpnn 0"

(tthel)
|al[b|

o

cosy =

Lorentzovska metriku zavadi bohatsi strukturu. V prvni fadé de-
finujeme tzv. kauzdlni strukturu, kterd rozdéluje vektory podle zna-
ménka ‘kvadratu velikosti’ vektoru.

Definice D6.5 (Kauzalni struktura)
Necht g je metrika lorentzovské signatury (—,+,...,+). Vektor a
nazyvame v zavislosti na znaménku ‘kvadratu jeho velikosti’ casu-
podobny, prostorupodobny ¢i nulovy (nékdy téz svételny):

<0 a je ¢asupodobny ,
a® o g § =0 a je nulovy ,
>0 a je prostorupodobny .

Dva neprostorupodobné vektory a,b nazyvime (kauzalné) shodné
orientované, pokud a’b’ 9;; < 0 nebo pokud si jsou tmérny s klad-
nym koeficentem a = rb, r > 0.
Linearni podprostor vektort z T, M nazyvame prostorupodobny,
pokud obsahuje pouze prostorupodobné vektory, nulovy, pokud ob-
sahuje pravé jeden nulovy vektor a jinak samé prostorupodobné
vektory, a konecné ¢asupodobny, pokud obsahuje alespon jeden vek-
tor ¢asupodobny. o
PozNAMKA
Nazvoslovi je motivovano teorii relativity, ve které lorentzovska metrika popisuje
vlastnosti prostorocasu. V piipadé vektori muzeme stejné nazvoslovi zobecnit
i pro metriku obecné smisené signatury. Pro linearni podprostory by vsSak pro
obecnou metriku bylo potfeba zavést vice typu a to podle signatury metriky
indukované na podprostor.
Definice D6.6 (Kauzilni orientovatelnost variety)
Shodnost orientace dvou ¢asupodobnych (pfipadné nulovych) vek-
tort v daném bodé je ekvivalence, ktera rozdéluje casupodobné
(resp. nulové) vektory na dvé tiidy. Vektory jedné z nich konvenéné
nazyvame vektory orientované do budoucnosti, vektory druhé tiidy
nazyvame orientované do minulosti. Pokud lze vydéleni vektoru ori-
entovanych do budoucnosti provést globalné a hladce na celé va-
rieté (tj. pokud Gasupodobny vektor orientovany do budoucnosti
zustava pri spojitém prenosem po varieté porad orientovan do bu-
doucnosti), nazyvame varietu kauzdlné orientovatelnou a volbu vek-
torl orientovanych do budoucnosti nazyvame kauzalni orientaci.
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Shodné orientované ¢asupodobné vektory tvoii konvexni mnozinu ohra-
ni¢enou shodné orientovanymi nulovymi vektory. Mnozinu nulovych
vektord téz nazyvame svételny kuZel.
Pro lorentzovskou metriku zavadime nasledujici veliciny
Definice D6.7 (Pseudoskalarni soucin)
Lorentzovskd metrika definuje pseudoskaldrni soucin predpisem

(a,b) =a™b" g, -

Tento soucin neni positivné definitni.
Dva vektory nazyvame kolmé (téz ortogonalini), pokud maji nulovy
pseudoskalarni soucin.

Velikost vektoru a definujeme piedpisem
l|1 /2 )

la| = ’akgkla °

Vztah dvou vektord mutize byt z hlediska lorentzovské metriky rtz-
ného typu. Nez zavedeme analogie thlu, podivejme se podrobnéji na
nejjednodussi pripad dvoudimenzionalniho vektororového prostoru s
lorentzovskou metrikou. Oznaéme ¢, g ortonormalni bazi s casupodob-
nym vektorem t a prostorupodobnym vektorem g. Analogii jednot-
kové sféry tvori vektory normalizované pomoci lorentzovské metriky.
Jednotkovou pseudokruznici tvofenou prostorupodobnymi vektory a
definujeme podminkou

(aa Cl,) =1, (62)

jednotkovou pseudokruznici tvofenou ¢asupodobnymi vektory n pak
podminkou

(n,n) =—1. (6.3)

Vzhledem ke zvolené bazi maji vektory jednotkovych pseudokruznic
tvar

a= :l:(sinhTt+cosh7'q) ,

n = :i:(coshﬂt + sinh 3 q) . (6.4)

(Jedn4 se tedy o rtizné vétve hyperbol s asymptotikami +¢ + q.) Pa-
rametry 7 a (3 hraji roli thlu mezi vektorem baze g, pripadné t a
vektorem a, resp. n. Tyto parametry totiz odpovidaji délce oblouku
jednotkové pseudokruznice mezi piislusnymi dvéma vektory mérené
pomoci lorentzovské metriky (viz definici D6.12). 7 i § lze pfimocare
ziskat ze skalarniho soucinu obou vektort. Miuzeme tak definovat

Definice D6.8 (Uhly a pseudotihly)
Pro dva vektory a, b, jejichz linearni obal je prostorupodobny, de-
finujeme vzajemny dhel v obvyklym zpisobem
(a,b)
laf |b] °
Pokud je linearni obal dvou prostorupodobnych vektort a, b ¢asu-
podobny, definujeme jejich vzajemny pseudoidhel T vyrazem
(a,b)
|al[b]
Pro dva shodné orientované ¢asupodobné vektory a, b definujeme
jejich vzajemnou rapiditu 8 vztahem
(a,b)
lal [b] - ’

cosy =

cosht =

coshfg = —
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6.3 ZvySovani a snizovani indexu

Metrika umoziuje ztotoznit prostor vektoru a 1-forem. Toto ztotoz-
néni lze rozsifit na tenzory a umoznuje prevadét abstrakni indexy
mezi dolni a horni pozici.
Definice D6.9 (ZvySovani a sniZzovani indexu)
Metrika g definuje operace zvySovdni ! a sniZovdni ° abstraktnich
indext tenzori

0 k
T Wy, — ()

b Téﬁt N Tgc , Aal...ak N (bA)al...ak
predpisem

# ai..ap __ —lain; —larng

(fw) =g ... g Wy oy s
b _ ni..ny
( A)al~~-ak - ga1n1 . 'gaknk A .

Mizeme samoziejmé zavést i zvedani a snizovani jednotlivych in-
dexti zvlast a to i u tenzort se slozitéjsi indexovou strukturou. To
vsak budeme jiz zapisovat vzdy pfimo pomoci indexd, bez uziti
znacek ! a’. °

Lehce lze ovéfit, ze

Mwo=w, PA=A, (6.5)

o 1 b 1 _
9=9 , 9 =g. (6.6)
Snizenim indexti u vektord ortonormélni baze dostaneme 1-formy li-
$ici se od prvki dudlni ortonormalni baze nanejvyse znaménkem

e, =+e', fel=+e,, (6.7)

pri¢emz znaménko je uréeno znaménkem ‘kvadratu velikosti’ prislus-
ného vektoru

+1 =sign(ef el gp) - (6.8)

V piipadé, Ze je jednoznac¢né definovand metrika, zavadi se Casto
konvence, Ze zvySovani a snizovani indexti se provadi automaticky.
Tenzory lisici se riznou polohou indexid se oznacuji stejnym sym-
bolem a rozliSuje se mezi nimi pouze explicitnim vypsanim indext.
Mame tedy napi. @m, = g,,,a". Pii pouzivani této konvence je po-
tfeba rozliSovat relativni polohu kovariantnich a kontravariantnich in-
dexil. Bez této konvence na umisténi spodnich a hornich indext viici
sobé nezalezi — nemtizou se nikdy promichat. Pokud vsak pfipoustime
automatické snizovani a zvySovani indexti, musi mit jednoznacné ur-
Cené poradi vSech indexti, nezavisle na tom, zda jsou zrovna umistény
nahoie ¢ dole. Budeme napf. psat Riemanntv tenzor Rgpe?, ktery pii
snizeni posledniho indexu pfejde na Rgpeq- Vyjimkou jsou symetrické
tenzory, kde na poradi indexid nezalezi.

V duchu této konvence a diky (6.6) se pro inverzni metriku bézné
pouziva stejny symbol jako pro metriku samotnou a oba tenzory se
rozli$uji pouze zapisem indext, tj. g2° je tenzor g~! a g, je tenzor
g. Pokud zvysime metrice pouze jeden index, dostaneme jednotkovy
operator

9." =8 (6.9)
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Vzhledem k ortonormalni bazi riemannovské metriky tvori kom-
ponenty metriky g¢,5 jednotkovou matici. ZvySovani a snizovani in-
dext se tak vzhledem k ortonormalni bazi stava trivialni operaci —
komponenty tenzoru liSici se pouze polohou indexu se numericky sho-
duji, napft.:

Pro metriku se smisSenou signaturou se slozky tenzoru vzhledem k
ortonormalni bazi mohou pro riznou polohu indext lisit znaménkem.
Poznamenejme, Ze operace zvySovani a snizovani indexu je realné
analogie hermitovského sdruzeni. Vskutku, pro reilné tenzory mi-
zeme pomoci metriky definovat transpozici operatoru:
Definice D6.10 (Transpozice operatoru)
Mgéjme na varieté M metriku g. Pro tenzory typu (1, 1) definujeme
operaci transpozice T

T TiM—T, M, A— AT
vztahem

(AT -a,b) = (a,A-b) .
Explicitné miizeme psat

AT =g ¥ gy,

]Agia

pripadné, s automatickym zvedanim a snizovani indexi

AT = Ap®.
Budeme-li chtit zdlraznit, Ze operace transpozice je definovana po-
moci metriky g, budeme psat Ts. o
PozNAMKA

Pro tenzory v soudinovém tvaru A = a o tedy mame AT =fa’a.

V pripadé riemannovské metriky jsou slozky transponovaného ten-
zoru vzhledem k ortonormalni béazi tvoreny matici ziskanou ze sou-
fadnic puvodniho tenzoru zdménnou indext (sloupcu a Fadkt). Sni-
zovani a zvySovani indexu totiz v tomto pripadé neméni numerickou
hodnotu komponent tenzoru a tvrzeni se redukuje na posledni vztah
definice D6.10.
Definujme jesté:

Definice D6.11 (Symetrické operatory)

Linearni operator A € T,} M nazveme symetricky vzhledem k met-

rice g, pokud AT = A. o

Uvazujme déale, ze mame zadané dvé metriky g a q. Mizeme de-
finovat operdtor A =q ! - g, tj.

Aij _ qfl in gnj .

Tento operator je symetricky jak vzhledem k metrice g, tak vzhledme
k metrice q:

ATo = A, ATa=A. (6.10)
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Standardni véty linedrni algebry zarucuji existenci vlastnich vektort
symetrického operatoru (sta¢i uvazovat matici slozek vzhledem k or-
tonorméalni bazi napf. metriky g). Vlastni vektory odpovidajici riz-
nym vlastnim ¢islim jsou na sebe kolmé ve smyslu obou metrik. Z
vlastnich vektori tak lze vytvorit baze, ktera je ortogonalni vzhledem
k obéma metrikdm g a q.
Lemma V6.2 (Spole¢na ortonormalni béze)
Kazdé dvé metriky maji spoleCnou ortogonalni bazi, tj. bazi tvore-
nou kolmymi vektory ve smyslu obou metrik. Slozky obou metrik
vzhledem k takové bazi tvori diagonalni matici. 0

6.4 Objekty definované pomoci metriky

Pomoci metriky mtuzeme definovat nékolik dalsich geometrickych ob-
jektu.

Zacneme definici délky kfivky. Intuitivni vyznam délky kiivky
je zfejmy pro riemanovské metriky, kdy metrika definuje bézny po-
jem vzdalenosti. V piipadé metrik se smiSenou signaturou zobecnime
délku na pripad krivek, které neméni sviij ‘kauzalni’ charakter, tj. na
kfivky, pro které se znaménko ‘kvadratu velikosti’ te¢ného vektoru ne-
méni. V pripadé€ lorentzovskych metrik to znamené na kiivky, které
jsou vsude ¢asupodobné ¢i prostorupodobné.

Definice D6.12 (Délka k¥ivky)
Méjme na varieté M zadanou metriku g. Necht z(7) je paramet-
rizovana kiivka, jejiz ‘kauzalni’ charakter ve smyslu metriky g se
nemeéni — tj. kiivka, podél které znaménko

zlistavd neménné.
Pro tseku mezi hodnotami parametru 7, a 7 takovéto kiivky defi-
nujeme délku ve smyslu metriky g jako integral

D%: D%
As = iiod
5 / dr dr Gab

1/2
dr = / &
B dr

(TZ7Tk)

dr . °

(72,7)

V pripadé riemanovské metriky se definice D6.12 redukuje na de-
finici obycejné délky, pro lorentzovskou metriku déva délku pro pro-
storupodobné ktivky a vlastni ¢as pro kf¥ivky ¢asupodobné.

Pokracujme pfipomenutim definice D5.11 metrického objemového
elementu g*? (ve dvou a tfech dimenzich oznacovaného dS a dV),
ktery méri ‘skutecny’, ‘fyzikalni’ objem — tj. objem méfeny pomoci
méritek popsanych metrikou. Definovali jsme integrovatelnou hustotu
g2, jejiz komponenta vici soufadnicim 2’ je déna determinantem
komponent metriky (viz (5.10))

g2 = |det g *d%a (6.11)
¢i zapsano pomoci operace zavedené v definici D5.12
g2 = |Det g|1/2 . (6.12)

Dale muzeme definovat Levi-Civituv tenzor &
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Definice D6.13 (Levi-Civituv tenzor)
Méjme zadanou metriku g. Levi-Civitiv tenzor € € AYM asocio-
vany s touto metrikou je positivné orientovany totalné antisymet-
ricky tenzor s d = dim M kovariantnimi indexy splnujici normali-
zacni podminku

€ay..a, '€ = (signg)d! .

Indexy byly zvyseny pomoci metriky g. o

Levi-Civittv tenzor lze zapsat jednoduse vzhledem k ortonormalni
positivné orientované béazi 1-forem e’

e=e'N---Net tj. g1.a=1. (6.13)
Pro e ale pomoci (6.7) dostévame

ai

fe® 34 = (sign g) d! 61[a1 ~--€dad] , tji. e?=signg. (6.14)

Vzhledem k obecnym positivné orientovanym soutadnicim 7 méme

Y2 4zt A A dz? |

d d (6.15)
%'“@) '

g = \detgij|
fe = (signg) |det gi; |71/2 d! A(

Porovnanim defince Levi-Civitova tenzoru s definici D1.4 inverze
totalné antisymetrického tenzoru dostavame
Lemma V6.3 (Inverze Levi-Civitova tenzoru)
Necht € je Levi-Civittiv tenzor asociovany s metrikou g. Pak

e = (signg) €' . o

PozNAMKA

Jak fe, tak 1 jsou pfirozeni kandidati pro roli “Levi-Civitova tenzoru s indexy
nahofe”. Bohuzel se mohou lisit o znaménko. Pod €%1---%d budeme vzdy minit
fe21--a4 ve smyslu konvence automatického zvySovani indexii. Poznamenejme

viak, #e mnohé vztahy by vypadaly jednoduseji, kdyby se v nich namisto fe

pouzil inverzni tenzor & 1.

Z vlastnosti inverze (lemma V1.3) plyne

Feti ey, g, = (signg) d! 83
Pt Ik g G may, = (signg) (d—k)L R R
fgtr-ta €i,..i, = (signg) d! . (6.16)
Levi-Civitav tenzor lze vyjadrit explicitné téz pomoci tenzoru
orientace a metrického objemového elementu. Plati
Lemma V6.4 (Levi-Civitav tenzor a tenzor orientace)

Levi-Civituv tenzor se od tenzoru orientace lisi pouze multiplika-
tivné o faktor dany metrickym objemovym elementem.

1 ~
sal...ad = g /2 8(11‘..11{1 . O

Z toho p¥imo plyne vztah k absolutni hodnoté forem (definice D5.13)
a hustotnimu dudlu (definice D5.19)

g =le|=*¢, e=*g”. (6.17)
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Nakonec pomoci metriky definujeme Hodgetv duél ptisobici na
antisymetrickych formach
Definice D6.14 (Hodgeuv duél)
Méjme metriku g a s ni asociovany Levi-Civitav tenzor €. Ten de-
finuje na prostoru antisymetrickych forem Hodgeiv dudl (¢i kratce
dudl) nésledovné:

TAPM - ATPM, w—Fw,

— lﬁwal.
|

* ..a
P
Wa,i1...aq €ai..aq - o

Vyuzitim (6.16), lemmatu V6.4 a definice D5.19 dostaneme nésledu-
jici vlastnosti:
Lemma V6.5 (Inverze a vztah k hustotnimu duélu)

Pro Hodgetv duél definovany metrikou g plati

“w = (signg) (-1 P w,
“w =" (g"w) = (signg) (-1)* P g w

kde w je antisymetricka p-forma. O
Pomoci metriky mizeme zavést na antisymetrickych p-formach pfi-
rozeny skalarni soucin

Definice D6.15 (Skalarni soudin na formaéch)
Necht w a o jsou antisymetrické p-formy, pak definujme

weog = *,wnl...npﬁam“'"') , wzzw.w‘ o
p:

S touto definici pro Hodgiv dual mizeme psat:
Lemma V6.6 (Vlastnosti Hodgeova dualu)
Pro w, o € A’ M plati

w/\*a:a'/\*w:woas:*(woa'),

WA w=w?e ="w?. O
CvICENI C6.1
Dokazte! v

PRIKLAD P6.1 (HODGEUV DUAL vV JEDNODUCHYCH PRIPADECH)
Pro riemanovskou metriku ve dvou dimenzich mame

Tw=w pro weA?M, p=0,2,
a=—a«a pro ac€A'M,

pficemz pokud ztotoznime 1-formy s vektory, dava *a vektor otoceny o
pravy thel ve sméru positivni orientace baze.
Pro riemanovskou metriku ve tfech dimenzich mame

Tw=w pro weAPM, p=0,1,2,3.
Nakonec, pro lorentzovskou metriku ve ¢tyfech dimenzich dostavame

Tw=w pro weA*M, p=1,3,
o= —w pro weA?M, p=0,2,4.
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PRIKLAD P6.2 (VEKTOROVE NASOBENI)
V pripadé tfidimenzionalni variety s riemanovskou metrikou definuje
Hodgetv dual vektorové nasobeni dvou vektori. Definice je pfimoca-
fejsi pro vektory s indexy umisténymi ‘dole’ (tj. 1-formami ziskanymi
snizenim index)

axb="(aAb).

Vskutku, explicitnim rozpisem (s automatickym zveddnim indext po-
moci metriky) dostaneme

1 g o
(a x bk = i(a ALY e = a'b e,

coz je standardni definice vektorového nasobeni.

6.5 Killingovy vektory

Varieta mtze byt vybavena riznymi metrikami které na ni zadavaji

vvvvv

byt napt. jak moc se metrika méni bod od bodu ¢i jak moc se lisi od
trividlni metriky afinniho prostoru. V pfistich kapitolach charakteri-
zujeme tuto odlisSnost od trividlni metriky pomoci pojmu kiivosti —
k jeho zavedeni vSak budeme muset nejdrive vybudovat aparat kova-
riantniho derivovéani.
Jiz nyni vSak mizeme Fici, co to znamend, ze mé metrika symetrii,

tj. ze se neméni pii aplikaci jistych difeomorfismii.
Definice D6.16 (Symetrie metriky)

Rikame, Ze difeomorfismus ¢ je symetrii metriky g, pokud se met-

rika pii aplikaci indukovaného zobrazeni ¢, nezméni

b«g=g.

Dulezité jsou zejména symetrie podél toku (viéi jednoparametrické
grupé difeomorfismfi - viz definici D3.3). Rikdme, Ze metrika je
symetricka vici toku ¢, pokud pro kazdé

g =g . o

Symetrie vici toku generovanému vektorovym polem a lze charakte-
rizovat diferencialné. Ziejmé je neménnost metriky ekvivalentni vy-
mizeni Lieovy derivace £qg metriky podél pole a. Vektory spliiujici
tuto podminku se nazyvaji Killingovy vektory.
Definice D6.17 (Killingovy vektory)

Vektor a je Killingtiv vektor metriky g, pokud

£ag:0

Tok generovany polem a je pak symetrii metriky. o

Obecné nema metrika zadné Killingovy vektory. Pokud néjaké Killin-
govy vektory ma, tvori tyto vektorova pole Lieovu algebru s operaci
nésobeni danou Lieovou zavorkou.
Véta V6.7 (Algebra Killingovych vektori)
Lieova zavorka dvou Killingovych vektord metriky g je opét Kil-
lingtiv vektor. Stejné tak linearni kombinace Killingovych vektort
(s konstantnimi koeficenty) je opét Killingtiv vektor. Killingovy
vektory tak s operaci Lieovy zavorky tvoii Lieovu algebru. 0
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Kapitola 7

Kovariantni derivace

Pfi zkoumani tenzorovych poli na varietach bychom radi uméli cha-
rakterizovat zmény téchto poli. Aparat diferencidlni geometrie by ndm
mél umoznovat derivovat obecné tenzorova pole. Jak jsme se vsak jiz
zminili v kapitole 3, naivni definice derivace tenzorového pole A podél
parametrizované kiivky z(7)

lim  (A(x(7)) ~ A(:(0))) (7.1)

T—0 T
narazi na problém, Ze v ni od¢itame tenzory v rtiznych bodech — ten-
zory pattici do rtiznych teénych prostori. Korektné zavedena derivace
musi tedy obsahovat informaci, jak tento rozdil provést, jak prenést
tenzor z jednoho tecného prostoru do prostoru druhého, ve kterém jiz
tenzory od¢itat umime.

V kapitole 3 v definici Lieovy derivace D3.11 jsme tento pfenos
provedli pomoci difeomorfismu indukovaného vektorovym polem po-
dél kterého derivujeme. V této kapitole nas bude zajimat pfenos de-
finovany geometricky, zobecnujici pojem rovnobéznosti.

7.1 Paralelni prenos

V predchozi kapitole jsme obecnou diferencovatelnou varietu vybavili
velmi silnou geometrickou strukturou — metrikou. Ta ndm umoziiuje
definovat vzdalenost, mérit thly, a jak uvidime pozdéji, zavést i po-
jem rovnobéznosti. Nasim cilem je vSak popisovat obecny zakrivensy
prostor a jeho zdkladni odliSnost od prostoru rovného (plochého) je
neexistence globdlni rovnobéznosti.

V plochém prostoru mizeme globédlné a invariantné fici, které vek-
tory patfici do teénych prostort riznych bodi jsou navzajem rovno-
bézné. V kiivém prostoru tak ucinit nelze. Globalni rovnobéznost je
vyznacna vlastnost pravé plochych variet.

V zakfiveném prostoru lze definovat pouze slabsi strukturu - rov-
nobézZny ¢i paralelni prenos vektoru podél krivky. Paralalni pfenos umoz-
nuje prenést rovnobézné vektor z jednoho bodu do druhého podél kon-
krétni kiivky. Vysledek vSak obecné zévisi na cesté prenosu. Abychom
vlastnostem paralelniho pfenosu lépe porozumeéli, navratime se k vari-
eté bez metrické struktury, tedy nebudeme predpokladat pfitomnost
metriky.

7-1
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MT7.1 Neexistence globalni rovnobéZznosti

rovnik

"

a

Jednoduchou evidenci, ze v pripadé zakfi-
veného prostoru nemame globalni rovnobéz-
nost, ziskdme na piikladu dvoudimenzionélni
sféry S2. Pfenasime-li vektor @ rovnobé&zné z
rovniku na pdl podél nultého poledniku, poté
podél 90-tého poledniku opét na rovnik, a na-
konec po rovniku zpét do vychoziho bodu, zjis-
time, Ze vysledny vektor a””’ neni rovnob&zny s
vektorem ptivodnim — rovnobézny pfenos vek-
toru z bodu do bodu zélezi na cesté, po které
vektor prendsime. (Pod rovnobéZnym pieno-
sem vektoru podél poledniku ¢i rovniku na
kouli zde minime pienos, ktery zachovava ve-
likost vektoru a tithel mezi vektorem a poledni-
kem ¢i vektorem a rovnikem. Vice viz zavedeni
paralelniho prenosu.)
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Definice D7.1 (Paralelni pfenos podél kfivky)
Necht ~ je orientovand po ¢astech hladka kiivka spojujici body z, a
2. Paralelni prenos par[y] podél v je zobrazeni spliiujici nésledujici
vlastnosti:

par[y] : T,, M — T, M,
par[y](a + rb) = par[y]a + r par[y] b (linearita)

proa, be T, M ar € R. Navic, pokud se kfivka v skladd z dvou
¢asti v, a 7y, spojenych v bodé z,, tj. v = v, ® Y, a —7 je kfivka
lisici se od «y orientaci, paralelni prenos spliuje

par[y] = par[yg] opar[y,] , (pravidlo pro skladani)
par[—y] = par[y] ", (pfenos v inverznim sméru)
par[y] =id pro v trividlni . (trividlni pfenos)

Paralelni ptrenos lze téz naindukovat na obecny te¢ny tenzorovy
bundle T%M pozadavkem, ze komutuje s tenzorovym nasobenim

par[7](AB) = (par[y] A) (par[y] B) . o

POzZNAMKA

Definice paralelniho pfenosu by jesté méla obsahovat dalsi podminky uréujici
hladkost paralelniho pfenosu. Ty se vSak snaze formuluji v lokalni feci kovariantni
derivace. Jelikoz jiz v pristim oddile budeme chapat kovariantni derivaci jako
primérni objekt a paralelni pfenos jako odvozenou strukturu, nebudeme definici
paralelniho pfenosu déale rozvadét.

Zduraznéme, ze paralelni pfenos zavisi pouze na geometrické stopé
kiivky na varieté, nikoli na pfipadné parametrizaci kiivky. Pro para-
metrizované kiivky je vSak vyhodné zavést nasledujici oznaceni:
Definice D7.2

Méjme kiivku 7 reprezentovanou pomoci parametrizace z : I — M,
kde I je interval v R obsahujici 0. Pro 7 € I definujeme

par,[z] = par[v;] .

Zde 7, je kiivka dand ¢asti kiivky v mezi body z(0) a z(7) (pro
7 < 0 s opac¢nou orientaci nez 7). o

Paralelni pfenos na obecné diferencovatelné varieté neni urcen
jednoznacné. Muzeme definovat ruzné paralelni prenosy. Klasifikace
vSech moznych paralelnich pfenosi vSsak bude mnohem jednodussi,
pokud namisto globdlniho paralelniho prenosu zavedeme jeho lokdlni
formu — kovariantni derivaci.

Nez tak provedeme, zminme jesté kratce pojem grupy holonomie.
Paralelni prenos podél uzaviené krivky, tj. kiivky zac¢inajici a kondéici
ve stejném bodé z, indukuje linedrni zobrazeni na te¢ném prostoru
T, M. VSechna tato zobrazeni generovana vSemi uzavienymi kfivkami
skrze x tvofi tzv. grupu holonomie Hol(x) v bodé x.

7.2 Kovariantni derivace

Paralelni pfenos je globalni struktura na varieté — svazuje spolu tec¢né
prostory riznych bod spojenych k¥ivkou. Jeho geometricky vyznam
je pomérné nazorny. Neni vSak nejvhodnéjsi pro lokalni popis rovno-
béznosti. Pro takovy popis je vyhodnéjsi prejit k lokalni veli¢iné —
kovariantni derivaci.

verze 2.03 (2013-12-09)



Kovariantni derivace

-3

Paralelni prenos vektort a tenzort podél kiivky ndm totiz umoz-
nuje dat vyznam vzorci (7.1) pro derivaci tenzorového pole. Tenzory
z riuznych tecnych prostori preneseme do spole¢ného prostoru prave
pomoci paralelniho pfenosu. Definice kovariantni derivace pomoci pa-
ralelniho pfenosu ma tak tvar:

Definice D7.3 (Kovariantni derivace pomoci paralelniho pfenosu)

Méjme tenzorové pole A definované v okoli bodu z a tecény vektor
a € T, M. Kovariantni derivaci Vg A pole A ve sméru a defininu-
jeme

VaA = d%l_ (par_T[z] A)

7=0

= tim * (par, 1] A(=(7) ~ A(=(0)))
kde z(7) je libovolnd parametrizovand kfivka vedouci ze 2z(0) = x
s teénym vektorem a. o
PozNAMKA
Kovariantni derivace nezavisi na volbé kiivky z(7), pouze na vektoru a v bodé x
— rozdil zpusobeny v odlisné volbé k¥ivky z(7) je vyssiho fadu v 7.
Kovariantni derivace je natolik uziteény a vyznamny geometricky
objekt, ze se vétsinou definuje ne jako druhotny objekt zavisejici na
pojmu paralelniho pfenosu, ale pfimo, jako objekt primarni. Kova-
riantni derivace se definuje axiomaticky. Kdybychom vychéazeli z de-
finice D7.3, tyto vlastnosti by jiz byly jejim dusledkem. My je vSak
zformulujeme jako defini¢éni vlastnosti vymezujici vyznam pojmu ko-
variantni derivace nezavisle na paralelnim prenosu:
Definice D7.4 (Kovariantni derivace)
Kovariantni derivace V q ve sméru a v bodé x je operator piisobici
na tenzorova pole spliujici

VaAcT,FM pro AcIFM,

V(fa)A = fVdA, (ultralokalita ve sméru)
V(a—l—rb)A =VaA+1VEA, (linearita ve sméru)
Va(A + TB) =VaA+rVagB, (linearita v argumentu)
Va(AB) = (VqA)B+ A(VaB), (Leibniz)
VaCA=CVgA, (komutace s kontrakei

Vaf=alfl]=a™d,f, (ptsobeni na funkce)
kde f je funkce a A, B tenzorova pole definované v okoli bodu z,
a,beT, M, r €R a CA naznacuje libovolné zizeni tenzoru A.

POZNAMKA

Kovariantni derivace je téz Casto nazyvana linedrni konexi. Obdobu kovariantni

derivace, kterou jsme zavedli na te¢ném bundlu, lze totiz definovat na kazdém

linedrnim fibre bundlu pomoci obecnéjsiho objektu konexe. Konexe je alternativni

lokélni popis paralelniho pfenosu vhodny pro obecné (ne nutné linearni) bundly.
V pfipadu linedrniho bundlu je pak konexe ekvivalentni kovariantni derivaci.

Pro parametrizovanou kfivku muzeme definovat kovariantni derivo-

vani tenzorovych poli podle parametru kiivky.

Definice D7.5 (Kovariantni derivovani podél kiivky)
Necht z : I — M je parametrizovana kiivka a A tenzorové pole
definované podél této kiivky. Kovariantni derivaci pole A podle para-
metru kfivky 7 nazyvame derivaci pole A ve sméru te¢ného vektoru
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D:z/dr,
YA=Vp:A. o
T dt

Kovariantni derivace Vg zavisi na sméru a ultralokalné — zavisi
pouze na vektoru a v bodé x a nevyzaduje znalost sméru derivovani v
okoli bodu z (jak tomu naopak bylo u Lieovy derivace). Zavislost na
sméru derivovani je navic linearni. To ndm umoziuje reprezentovat
tuto zavislost tenzorové — jako kontrakci sméru a tenzoru nazyva-
ného kovariantni diferencial. Kovariantni diferencial je tak zobecné-
nim operace gradientu funkce pro obecna tenzorova pole. V analogii
k zaveden{ gradientu pomoci derivace ve sméru (2.1) definujeme
Definice D7.6 (Kovariantni diferencial)

Kovariantni diferencidl V A tenzorového pole A € TF¥ M v bodé x je
tenzor z Tl.ﬁrlM spliujici

Va A,  =a®V A7

Kovariantni diferencial spo¢teny v kazdém bodé variety tak prevadi
tenzorové pole na tenzorové pole s jednim kovariantnim indexem
navic. Tento index budeme umistovat pfimo u symbolu V - viz
index ec.

Kovariantni derivaci V a prislusny kovariantni diferencial na-
zyvame hladké, pokud pole VA je hladké pro libovolné hladké
pole A. o

PozNAMKA
Zduraznéme rozdil mezi kovariantni derivaci Vg ve sméru vektoru a a kovari-
antnim diferencidlem V. s abstraknim indexem ec. V prvnim ptipadé je vektor
vysazen pismem bézné velikosti, v druhém pfipadé je pro index pouzito pismo
mensi. V nasledujicim textu se vétSinou bude pouzivat kovariantni diferencial,
derivace ve sméru se objevi spiSe vyjimecné.
7Z vlastnosti kovariantni derivace D7.4 pfimocaie plyne

Véta V7.1 (Vlastnosti kovariantniho diferencialu)

Kovarinatni diferencial splnuje nasledujici vlastnosti

VM-I M
V.(Ay +rBL) = VCAL“;;;. +rV.BL,
V(4% Bl---> - <v Al B+ ALL(VLBL)

vofsag,

kde A, B jsou tenzorova pole, f funkce a r € R. O

Definice D7.7 (Slozky kovariantniho diferencialu)
Slozky kovariantniho diferencidlu V A tenzorového pole A vzhle-
dem ke zvolenému soufadnicovému systému =’ oznacujeme A{“’j‘ "

d
VA:Af_;j';ndx”W-~-dxl-~-. o

PozNAMKA

Vyjimecné budeme pouzivat pro slozky Afn kovariantniho diferencidlu V A téz
oznaceni V,, A . U tohoto oznaceni je nutno mit na paméti, ze se nejedna o
derivaci skalaru A’C , tj. o slozky gradientu V(A )7 nybrz o slozky kovariantni
derivace tenzoru A Pokud budeme nékdy chtit napsat explicitng slozky gradientu
komponent A’c , pouzijeme pfimo parcialnich derivaci A’C . Pfipomenme, ze
zapis dnpwy. . by mohl mit jiny vyznam — pro antlsymetrlcke formy w oznacuje
slozky vnéjsi derivace dw (viz definici D4.3).
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PRrixLaD P7.1
Derivovanim vztahu a™ = d5, a™ platném pro libovolné vektorové pole
a obdrzime, Ze pro libovolnou kovariantni derivaci plati

Vé=0.

Kovariantni derivace anihiluje i libovolny tenzor vytvofeny z jednotko-
vého tenzoru tenzorovym nasobenim a permutaci indexti. Napf. anihiluje
projektory na symetrické a antisymetrické tenzory (definice D1.8 a D1.3)

vPs=0, vPs=0.

V definici D7.4 jsme zavedli kovariantni derivaci jako primarni ob-
jekt, nezavisly na paralelnim pfenosu diskutovaném na zacatku kapi-
toly. Kovariantni derivace naopak umoznuje definovat pojem paralel-
niho prenosu — tenzor je paralelné prenasen podél kiivky, pokud se
podél krivky ‘neméni’; tj. pokud jeho kovariantni derivace ve sméru
kiivky je nulova. Muzeme tedy zformulovat definici komplementarni
k definici D7.3:

Definice D7.8 (Paralelni pfenos pomoci kovariantni derivace)
Méjme kovariantni derivaci V' a kiivku v vedouci z bodu z, do
bodu xy.

O tenzorovém poli A definovaném podél kiivky ~ fekneme, ze je
konstantni ve smyslu derivace V, pokud v kazdém bodé kiivky plati

VaA =0,

kde a je vektor te¢ny ke kiivce.
Tenzor Ay € Ty, fM je paralelni prenos tenzoru A, € Tmsz podél
krivky ~ ve smyslu derivace V

Ak = pa’r [’y] AZ )

pokud existuje konstantni pole A definované podél ~ takové, ze
A, =Al,, a Ax = Al,,. o

Takto definovany paralelni pfenos spliiuje podminky z definice D7.1.

Pro kfivku v reprezentovanou parametrizaci z : I — M jsme v
definici D7.2 zavedli pfenos par_[y] z bodu z(0) do bodu z(7). Tento
prenos zfejmé generuje konstantni pole podél krivky ~:

%AT =0, kde A, =par [y]A€ TZ(T)fM . (7.2)

Kovariantni derivace neni vlastnostmi v definici D7.4 urcena jed-
noznacné. Pred tim, nez charakterizujeme prostor vsech kovariantnich
derivaci, zavedeme v nasledujicim oddile dtlezité piiklady kovariant-
nich derivaci — tzv. souradnicové kovariantni derivace.

7.3 Souradnicova kovariantni derivace

V kapitole 2 jsme si v pfipadé kdy mame na okoli U C M definované
soufadnice 27 zavedli parcidlni derivace f ; funkce f definované na U.
Téz jsme vidéli, ze pfi zméné soufadnic se parcidlni derivace funkce
transformuji jako slozky slozky 1-formy — konkrétné jako slozky gra-
dientu df. Obecné se vSak parcialni derivace komponent tenzorovych
poli netransformuji jako slozky tenzoru. Pfesto vSak miZeme z parci-
alnich derivaci slozek tenzorového pole vytvorit tenzorovy objekt.

verze 2.03 (2013-12-09)

M?7.2 Transformace parcidlnich derivaci
To ze se parcialni derivace slozek tenzoru ne-
transformuji pfi zméné souradného systému
jako slozky tenzoru lehce nahlédneme na pii-
kladu vektorového pole. Méme dva souradné
systémy 27 a #'7 definované na stejné ob-
lasti. Parcidlni derivace slozek vektorového
pole a se transformuji nasledovné (viz kapi-
tolu 2 ohledné znadeni):
a’jfk, =a", 2 er " +a™ ,r/j:mn "

(Dokazte!)
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Definice D7.9 (Soufadnicova kovariantni derivace)
Méjme souiadnice x’ na oblasti U C M. S timto soufadnicovym
systémem asociujeme souradnicovou kovariantni derivaci 0 jedno-
znacné urc¢enou podminkami

ddx’ =0 nebo Bazj =0.

Obé& podminky jsou diky dualité bazi da’ a % ekvivalentni.
Takto definovana derivace tenzorového pole ma jasnou reprezentaci
pokud vyjadiime pole v soufadnicovém systému x™. Ziejmé plati
Lemma V7.2

OpAL " = Ag:::,r dpz" dz?--- % . .
DUKAzZ:
AT = By, (Ag;;; dz- g:; )
= (B AT ) dnxq...g;...
= AP dga” dnxq...%... _
| |

Komponenty soutadnicové kovariantni derivace pole jsou tedy par-
cidlni derivace komponent pole. Pfesnéji, vezmeme-li souradnicovou
kovariantni derivaci asociovanou se soutadnicemi {27} a provedeme-
li pomoci ni derivaci tenzorového pole, pak jeji komponenty vzhle-
dem k {27} jsou parcidlni derivace komponent pole vzhledem k {z7}.
Vyjadiime-li vSak souradnicovou kovarinatni derivaci pole v jiném
soutadnicovém systému, nez se kterym je tato derivace asociovana,
vysledny vztah bude slozitéjsi.
Lehce nahlédneme, ze kazda soufadnicova kovariantni derivace

spliuje
Lemma V7.3

Necht f je hladké funkce, A hladké tenzorové pole a @ souradnicova

kovariantni derivace. Pak

0,0 f = 0p04f , (torze)
0,0pA = 00, A . (kfivost)
o

DUkAZ:
V soutadnicich z’, se kterym je derivace 8 asociovéana, plati

.0 f = firdaz” dpa' .

Druhé parcialni derivace funkce f jsou vSak symetrické. Dikaz pro derivace
A je obdobny. [

Souradnicové kovariantni derivace asociované s rtuznymi soutrad-
nicovymi systémy jsou samoziejmé obecné rizné. Soufadnicové ko-
variantni derivace v8ak nevycerpavaji vSechny kovariantni derivace.
Dalsimi specialnimi predstavitely kovariantnich derivaci jsou derivace
asociované s obecnou bazi {e;} v te¢ném prostoru.

verze 2.03 (2013-12-09)
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Definice D7.10 (n-adova kovariantni derivace)
Méjme systém hladkych vektorovych poli e;, j =1,...,n tvorici
v kazdém bodé bézi (tj., méjme zadan systém tzv. n-4d). S timto
systémem asociujeme n-ddovou kovariantni derivaci @ jednoznacéné
urcenou podminkou

Ekvivalentné bychom zde mohli pouZit dualni bazi 1-forem e’.

PozNAMKA

Opét, pro rizné systémy n-ad dostdvame ruzné kovariantni derivace. Derivace
tohoto typu hraji roli zejména pii zkoumani metrickych variet, kdy typicky pra-
cujeme s ortornormalnimi tetradami.

PozNAMKA

“n-a4dova kovariantni derivace” neni zrovna ‘nejstastnéjsi’ ndzev — ze stejnych
duvodu jako samotny pojem n-ada. Podivné slovo n-adda se v Cestiné neohyba
zrovna nejlépe a navic dimenze variety nemusi byt zrovna n. Jenze zkuste vyslovit
“d-adova derivace”. Nabizely by se nazvy “reperova” ¢i “frejmova” nebo dlouhé
“neholonomni soufadnicova kovariantni derivace.” Radéji vsak ztstaneme u n-
4dové derivace, at uz je dimenze oznacena jakkoli, a v konkrétnich piipadech
uteceme k béznému “tetradova,” poptipadé “triddovd” a “diddova” kovariantni
derivace pro d =4, 3 a 2.

Pro kovariantni derivaci asociovanou se systémem n-ad neplati
obecné obdoba lemmatu V7.3. To ukazuje, ze tyto derivace jsou obecné
odlisné od soufadnicovych kovariantnich derivaci. Ani n-adové deri-
vace vSak nevycerpavaji vSechny kovariantni derivace.

M?7.3 Globéalni rovnobé&znost derivace 0
n-addové kovariantni derivace jsou specifické
tim, Ze definuji globalni rovnobéznost.

Je-li @ asociovana s n-adou {e,}, derivace vek-
torového pole a 1ze jednoduse vyjadfit v sou-
fadnicich vzhledem k této tetradé

Ba=08(a"e,)=(da")e,=(e;[a"]) €'e, .

Soufadnice derivace @a jsou tedy derivace
e;[a"] soufadnic a” ve smérech e;.

Globalné rovnobézné vektorové pole je pole
spliiujici @a = 0. Tuto rovnici zFejmé spliuji
vechny pole s konstnimi soufadnicemi a’
vzhledem k bazi {e;}. Libovolny vektor v jed-
nom bodé muzeme tedy jednoduse roznést po
varieté uzitim stejnjch komponent a’ vzhle-
dem k {e;}.

To vSak v obecnosti neznamena, Ze by derivace
0 definovala trividlni plochou strukturu. V od-
dile 7.5 o torzi nize se vratime k otazce, ¢im se
globélni rovnobéznost definovana pomoci 8 lisi
od ‘trivialni’ rovnobéznosti afinntho prostoru.

PRIKLAD P7.2 (DERIVACE ASOCIOVANE S POLARNIMI SOURADNICEMI)

Mé&jme v euklidovské roving zadané pravoihlé souradnice {z, y} a po-
larni soufadnice {p, ¢} svdzané vztahy x = pcosp a y = psiny. Jed-
notkové vektory tecné k souradnicovym ¢ardm polarnich soutfadnic jsou
e,=0/0pae,= 18/, jednotkové 1-formy maji tvar e’ = dp a
e? = pde.
Souradnicovou kovariantni derivaci 8 asociovanou s polarnimi sou-
fadnicemi definujeme vztahy
o 9 13)

87_07 8780:

ap 0dp=0, 8dp=0.

0, pfipadné
Pro derivaci napft. vektoru e, pak dostavame

—_L1apd
p? T 9p

8e¢:8(%%) ! d 9 1epe

Obdobné, diddova kovariantni derivace 8 je ddna podminkami

2

de,=0, Oe,=0, 0e” =0.

v piipadné¢ de” =0,

Druhé diddova derivace funkce f je
80f =8df =08(f,dp+ fodp) =B(f,e” +p ' fe?)
= (df,) e’ +p ' (df,) e’ + f.(dp ") e’
= fyppepep + p72f,¢wewew + pilf,mp (epeip + ewe”)
— p72f,q,epe"’ .

7wz

Vidime, ze antisymetricka ¢ast je nenulova
8a0bf —063af = —p fpenhet .

Pro kovariantni derivaci asociovanou s diddou e,, e, vskutku neplati
analogie prvniho vztahu lemmatu V7.3.

verze 2.03 (2013-12-09)
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7.4 Slozky kovariantni derivace

V predchozich odstavcich jsme se seznamili s pfiklady kovariantnich
derivaci. Nyni se zaméfime na to, jak popsat obecnou kovariantni
derivaci.

Nejdfive zformulujeme lemma osvétlujici vztah dvou rtznych ko-

variantnich derivaci:
Lemma V7.4 ~
Rozdil dvou kovariantnich derivaci V a V

r=v-v

je pseudoderivace typu (0,1) ve smyslu definice D2.4. O
DUkAz:
Linearita I', platnost pravidla pro derivovani souc¢inu a komutativita s kon-
trakci jsou dusledkem jejich platnosti pro obé kovariantni derivace. Akce
na funkce plyne z faktu, Ze obé kovariantni derivace pusobi na funkce jako
obycejny gradient. [
POzZNAMKA
Pokud budeme chtit explicitné naznacit, ze rozdil I' pfidava jeden kovariantni
index (jedné se o pseudoderivaci typu (0,1)), budeme psat [ = Va — Va.

Nyni mtzeme pouzit nase znalosti o pseudoderivaci z véty V2.4:
(i) jednd se o operaci reprezentovatelnou tenzorem a (ii) jeji akce
na obecnych tenzorech je dana jednoznacné akci na vektorech.
Véta V7.5 (Rozdil kovariantnich derivaci)
Méjme dvé kovariantni derivace V a V. Jejich rozdil T je jedno-
znacné urcen svoji akci na vektorovych polich, kde lze reprezentovat
pomoci tenzoru I')%, typu (1, 2):

Ma®=v,a®—V,a® = I‘;’na" .

Akce rozdilu I' = tens|I'] na obecné tenzorové pole A pak explicitné
je
biby... b bo... by pbim...
rﬂAcic;.. = I‘mlLAZcZ... + I‘a;ACiZQ... + e
biby... bibs...
- I‘(Z':lAnlcQz... - Fangcin%.. -
Definice D7.11 (Rozdilovy tenzor)
Tenzor I' z pfedchozi véty budeme nazyvat rozdilovy tenzor mezi
dvémi kovariantnimi derivacemi. o

Touto vétou jsme ziskali nastroj k zadavani obecné kovariantni
derivace. Vidime totiz, ze kazda kovariantni derivace V se lisi od
zvolené soutadnicové derivace O linearni (ultralokdlni) operaci danou
tenzorem T'pe. Tento tenzor (pfipadné jeho slozky) muZeme chépat
jako ‘soutadnice’ V vzhledem 8. Véta V7.5 pak uréuje, jak V ptlisobi
na obecné tenzorové pole.

Definice D7.12 (Slozky kovariantni derivace [konexe])
SloZky kovariantni derivace V (té% koeficienty konexe ¢i Christoffelovy
symboly) vzhledem k soufadnicim {27} nazjvame soufadnice ijl
rozdilového tenzoru I mezi V a soutadnicovou kovariantni derivaci
0 asociovanou se systémem {z7}. Plati tedy

r=r/ dtdal O

V=0+T, kde I':tens[l"}7 52l

verze 2.03 (2013-12-09)

MT7.4 Transformace sloZzek konexe
Poznamenejme, e soufadnicovy systém {z7}
vstupuje do definice slozek kovariantni deri-
vace dvéma zpisoby. Za prvé, 'Y, jsou slozky
tenzoru I' vzhledem ke zvolenému systému. Za
druhé, I udava rozdil mezi V a soufadnicovou
derivaci @ spojenou se systémem {z7}.
Komponenty I'/} jsou sice slozky tenzoru I' a
jako takové se transformuji pfi zméné sourad-
nic od {7/} k {27}

o _ i ra ko1 *
Ly =Ty 2% aly xer . *)

Pii transformaci komponent kovariantni de-
rivace vSak musime navic zménit ‘pocatek’,
vici kterému kovariantni derivaci odecitame,
tj. musime misto souradnicové derivace 8 aso-
ciované s {27} pouzit soutadnicovou derivaci
&' asociovanou s {z'7'}:

V=9+I=9+T1",
o]

’_ 75 1k’ g
r 7tens[r o dz™™ da Fa

Pseudoderivace I' a I’ se od sebe lisi rozdilem
tens[y] = 8 — 9, pro tenzory generujici tyto
pseudoderivace tedy dostavame I = T' — ~.
Vyjdiime-li tento vztah v souradnicich, dosta-
neme s uzitim lemmatu V7.6 transformacni
vztah pro slozky kovariantni derivace

" y M
13 i m o anri m
oy =Ty, a7, 2 2% — o, '
—1n g ogm oan o t§ n
=Tn, 27, 2 ™ + 2, 2", .
’ 7 vz 7
Slozky T, v (*) tedy znaci Garkované sou-
fadnice nec¢arkovaného rozdilového tenzoru I',

y
IV 2, v predchozi rovnici znaéi ¢arkované sou-
fadnice ¢arkovaného rozdilového tenzoru I'V.
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Nejprve nalezneme slozky soutadnicové kovariantni derivace.
Lemma V7.6
Méjme dva systémy soufadnic {z7}, {2/} a s nimi asociované deri-
vace 8 a 8'. Oznacme 7,51 slozky kovariantni derivace 8 vzhledem
k {27} ay/ kj,/l, slozky 8 vzhledem k {z'7'}. Tyto slozky lze vyjé-
dfit pomoci derivaci transformacnich vztah mezi obéma systémy
soufadnic

’

J J rm m’
- 7I,m’n’ x ,kI )

i
5,2

i o_ i
Tt =T &
’

. . . -
13t i 12 Nz m n
Y k= x’k/l/l‘ ; X ’mnl‘ }k/x R

1; =
Pro tenzory v a v’ vytvofené z téchto komponent plati
Y=-". O

DUKAZ: L
Derivovanim vztahu dz'’ :m'{ ;da’, vyuzitim definice D7.9 a vztahu
8’ = O + tens|vy] dostaneme

0

’ 2 15" l 2 i
O adpr’ =04 (a: g dpz )—;r: i Yab d,z
_ 15" 7 k l
= (1: o — k) daz” doz

coz dokazuje prvni rovnost pro ’ykjl. Druhou rovnost dostaneme obdobné de-
. . . s

rivovanim vztahu 8/83c’]/ = x';,80/dx". Vyrazy pro ~'/,, jsou analogické.

Posledni vztah plyne pfimocare z

tens[y] =98 — 9, tens[y]=98-9". n

Slozky kovariantni derivace maji jasny geometricky vyznam — uda-
vajl derivace soufadnicovych vektort a 1-forem. Pfimou aplikaci
V = 0 + T totiz dostavame
Véta V7.7 (Kovariantni derivace vektorové a formové baze)

Necht V je kovariantni derivace urcéend vzhledem k soufadnicim

{27} slozkami T'/,. Pak plati

Vow ~ e do g

Vda! = -}, dz¥ dat . .
Pomoci slozek kovariantni derivace také muzeme vyjadiit explicitné
soutadnice derivace obecného tenzorového pole. Pfimé aplikace véty
V7.5 na pripad derivace V a soutfadnicové derivace @ spolu s uzitim
definice D7.12 vede k tomu, ze soufadnice kovariantniho diferencialu
V A tenzorového pole A jsou

Af = AP T A+ —THAR — . (7.3)

7.5 Torze

Na prikladu n-adové kovariani derivace jsme vidéli, ze antisymetricka
Cast druhé kovariantni derivace funkce nemusi byt obecné nulova.
Ukazuje se vSak, ze nemiize byt zcela libovolnd — musi byt propor-
cionalni gradientu funkce. Nez nalezneme tuto zavislost explicitné,
dokazme nejdfive nasledujici lemma:

verze 2.03 (2013-12-09)

MT7.5 Slozky n-adové kovariantni derivace
n-adové derivace hraje dulezitou roli hlavné v
kontextu ortonormalnich bazi na metrické va-
rieté (viz kapitoly 6 a 9). V typické situaci se
pouziva n-ada asociovand s néjakym systémem
soufadnic {27}, jeji# vektory e; se od soufad-
nicovych vektorti 8/8z7 lisi pouze $kalovanim

1 0

= J = hysyda?
€; hiy B2’ €’ = h; dr

—
*
~

(pfes j se nescita) .

(V tomto kontextu se vyskytuji vyrazy, ve
kterych se nescitd pres opakujici se index.
Zejména index u koeficientu h;) se nechovd
jako soufadnicovy a nebude se pfes néj séitat.
Na zbyvajici situace, kdy nebude pouzita s¢i-
taci konvence, budeme vzdy upozoriiovat.)
Spo¢téme nyni slozky v}, n-4dové kovariantni
derivace @ asociované s takto definovanou n-
4dou. Derivovanim vztahu (*), vyuzitim D7.10
a vztahu 8 = @ + tens[y] dostaneme

0=84€%, = 0q(hjy dpr’) — b7 S, dea?

= h(j)ndaz” dpz’ — h(jWIgl dgz" dpat

(pFes j se neséita) .

Odtud

0 proj #l.
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Lemma V7.8
Necht a, b jsou hladké vektorova pole a V kovariantni derivace.
Pak vyraz

a"Vpb™ —b"V,a™ — [a, b™

zévisi na a, b linedrné a ultraloklné (linearné vic¢i ndsobeni funkei).q

DUKAZ:
Linearita vici s¢itani je zfejma. Zbyva tedy dokazat ultralokalitu, tj. linea-
ritu vici nasobeni funkei f:
(fa™)Vpb™ —b"V,(fa™) — [fa,b]™
= fa"Vnb™ — fb" Vpa™ — (" du f) a™ — fla,b]"™ +b[f] a™
=f (a"anm —b"V,a™ — [a,b]m)
7 véty V2.3 vyplyva, Ze vyraz z lemmatu V7.8 lze reprezentovat

pomoci tenzoru. Tento tenzor se nazyva torzi:

Definice D7.13 (Torze)
Ke kovariantni derivaci V mutzeme pfifadit tenzorové pole T typu
(1,2) vztahem

T,na™b™ =a™V,b° — b"V,a® — [a, b]*

platnym pro libovolnd hladké vektorova pole a, b. Tento tenzor
nazyvame torzi kovariantni derivace V a piSeme

T = Tor[V] .

Zavedeme téz bilinearni vektor-zna¢né zobrazeni na teénych vekto-
rech

T"(a,b) = T¥a*b °

ekvivalentni tenzoru torze.

Nyni se mizeme vratit ke zkoumani druhé kovariantni derivace
funkce.
Véta V7.9 (Komutator funkce)
Necht V je kovariantni derivace s torzi T. Pak pro libovolnou hlad-
kou funkci f plati

vanf - anmf = _T:n,n dcf . 0O

DUKAZ:
Vyjrazem z definice torze zaptisobime na gradient funkce f

Trhna™b" dof =
= (@™ Vmb") dnf — (0" Vma") dnf
—a" dm (b" dn f) + 0" dm (a™ dn f)
=a"b" Vi Vaf—0"a" Vo, Vaf,
kde jsem uzili definice Lieovy zavorky D2.3 a faktu, ze gradient funkce

lze zapsat jako kovariantni derivace. Piejmenovanim indexi a zkracenim
libovolné zvolenych vektorovych poli a, b dostaneme tvrzeni véty. ™

V lemmatu V7.3 jsme si jiz ukazali, ze soufadnicovéd derivace ma
nulovou torzi:

verze 2.03 (2013-12-09)

M7.6 Geometricky vyznam torze

Tenzor torze ma nazorny geometricky vyznam
— charakterizuje, nakolik se neuzavira ‘rovno-
béznik’ slozeny z ¢ty po dvou stejnych ‘Gse-
¢ek’. Konkrétné, méjme v bodé x vektory a, b.
Ve sméru téchto vektoria protahneme ‘tsecky’
u a v (Casti geodetik u(a) a v(5) s tenymi
vektory a a b parametrizované afinnim pa-
rametrem — viz definici D7.15 nize). ‘Délky’
obou ‘Usecek’ zvolime tmérné ‘velikosti’ vek-
tort a, b s koeficientem s (tj. zvolime tseky ge-
odetik charakterizované stejnym afinnim para-
metrem s). Podél ‘Gsecky’ u pfeneseme rovno-
bézné vektor b z bodu u(0) = x do bodu u(s).
Odtud vedeme dalsi pfimou linii ¥ ve sméru
preneseného vektoru b, opét o tsek tmérny
vektoru b koeficientem s, az do bodu o(s) (ve-
deme dalsi geodetiku o(3) tecnou k b az do
bodu daného afinnim parametrem 5 = s). Ob-
dobné vedeme use¢ku v z x do v(s) a odtud
usecku @ do (s). Takto zkonstruovany rovno-
béznik se obecné neuzavird, o(s) # u(s). Roz-
dil mezi body o(s) a u(s), tj. jistd ‘nekomuta-
tivita paralelniho pfenosu’, je dan pravé ten-
zorem torze. Nepofadné zapsano totiz plati

o(s) — u(s) =~ —s*T(a,b) .

Tento intuitivni vztah lze zpfesnit pouzitim li-
bovolné skalarni funkce f

F(o(s) = f(u(s) = =s* T™(a,b) dnf(2) .

Tato geometricka interpretace torze je tzce
spojena s podobnou diskusi tykajici se Lie-
ovych zavorek — viz margindlie M3.1. Uka-
zali jsme, Ze nekomutativita prenosu podél
dvou vektorovych poli @ a b je dana jejich
Lieovou zavorkou [a,b]. Nyni pouze pracu-
jeme se specidlnimi vektorovymi poli, které
ziskdme z vektori a, b € T, M jejich rovno-
béZnym roznesenim podél geodetik v(3) a né-
sledné @(a) (pole a), pripadné podél geode-
tik u(a) a 9(3) (pole b). Pro takto zkonstruo-
vana pole mizeme definovat jejich Lieovu za-
vorku. Z defini¢niho vztahu pro tenzor torze
(definice D7.13) uvéaZzenim, Ze vektorové pole
a je paralelné prenasené ve sméru b a naopak,
b"V,a™ = a™V,b™ = 0, dostaneme
la,b] = —T'(a,b) .

Nekomutativita prenosu podél geodetik ve
smérech a, b je tak ddna vektorem T'(a,b).
(Poznamenejme jeste, Zze geodetiky uzité vyse
jsou v nésledujicim vztahu ke kfivkam de-
finovanym v dodatku 3.A: u(a) = uo(e),
(@) = u(a), v(8) = vo(B), 7(B) = v.(8).)
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Lemma V7.10 (Torze soufadnicové kovariantni derivace)
Necht 8 je soufadnicovéa kovariantni derivace. Pak

TOI‘[a] =0. O

Pro n-adovou kovariantni derivaci mame vztah

Lemma V7.11 (Torze n-adové kovariantni derivace)
Necht 8 je n-adové kovariantni derivace asociovand s n-adou {e;}
a ozna¢me t = Tor[d]. Pak

ton €r e = —leg, el (i)

pfipadné, v n-adovych slozkach,

th, = —[e e’
Dale plati
t,2 el = dmnel, . (i)
Pole {e’} jsou 1-formy baze dualni k vektorové n-adé {e;}. o
DUKAZ:
Prvni vyraz plyne pfimo z definice torze D7.13 dosazenim a = e, b = ¢,

a vyuzitim e; = 0. Rovnost (ii) plyne z vyjadieni vnéjsi derivace pomoci
derivace kovariantni (viz rovnici (8.4) nize) a uziti 8e’ = 0. n

n-adovéa kovariantni derivace 0 tak sice definuje globalni rovnobéz-
nost zptisobem popsaném v marginalii M7.3, nejedna se vSak o tri-
vialni plochou derivaci. Difeomorfismy indukované vektorovymi poli
e; spolu obecné nekomutuji (pro [e,,, €] # 0) a geodetiky ve smyslu
0 se proto neuzaviraji do soufadnicovych ¢ar. Tato nekomutativita je
zachycena pravé v torzi t.
Maéame-li dvé kovariantni derivace, rozdil jejich torzi je dan rozdi-

lovym tenzorem:
Véta V7.12 (Vztah torzi dvou kovariantnich derivaci)

Méjme dvé kovariantni derivace V a V. Rozdil jejich torzi T a T

je dan antisymetrickou ¢asti jejich rozdilového tenzoru I':

Ta’%_ aTZ: ;Lb_rl:z,:2r[:b] )

kde tens[['] =V — V. o
DUKAZ:

Aplikujeme vztah V =V + tens[['] ve vyrazu pro komutator funkce z
véty V7.9:

Tnfn dCf =-Vnm dnf + I‘T(r:rn, dCf +Va, dmf - F'rfm dCf
= Ty def + (Tiin = Tim) def -

Jelikoz funkce f byla zvolena libovolné, muzeme djf ‘zkratit’ a obdrzime
pozadovany vztah. n

Specialné dostavame

Lemma V7.13 (Rozdil kovariantnich derivaci bez torze)
Tenzor I' charakterizujici rozdil dvou kovariantnich derivaci bez
torze je symetricky:

Tor[V] =Tor[V]|=0 = T.2=Tg%,

kde tens[I'| =V — V. o

verze 2.03 (2013-12-09)
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Uvazime-li, ze torze soufadnicové derivace O je nulova, dosta-
vame jako piimocary disledek véty V7.12 téz vyjadieni tenzoru torze
obecné derivace V pomoci jejich slozek vzhledem k souradnicovému
systému {z7}.

Lemma V7.14 (Torze pomoci slozek kovariantni derivace)
Necht V je kovariantni derivace uréend vzhledem k soufadnicim
{27} slozkami ijl, respective prisluSnym rozdilovym tenzorem T'.
Torze T je pak urcena antisymetrickou ¢asti rozdilového tenzoru I'

Tye=Tpe T =2T3, . O

PRIKLAD P7.3 (POKRACOVANI PRIKLADU P7.2 — TORZE)
Nyni miizeme spocist torzi diddové kovariantni derivace 8 spojené s po-
larnimi soufadnicemi definované v prikladu P7.2. Podle lemmatu V7.11,
vyuzitim [e,,e,] = —p~'e,, dostavame

1
_ P ®
t=—-e"Ne" e, .

Neboli, jediné nenulové komponenty tenzoru torze jsou

7.6 Prostor kovariantnich derivaci

Nyni prozkouméme, jakou strukturu mé prostor vsSech kovariantnich
derivaci.
Definice D7.14 (Prostor kovariantnich derivaci)
Prostor kovariantnich derivaci oznacime & M. Prostor kovariantnich
derivaci bez torze oznacime &g M. °

Z véty V7.5 vime, ze rozdil mezi dvémi kovariantnimi derivacemi je
charakterizovan rozdilovym tenzorem. VSechny mozné rozdilové ten-
zory (tenzory typu (1,2)) tvoii vektorovy prostor. Prostor viech kova-
riantnich derivaci & M vSak vektorovy prostor neni. Mezi kovariant-
nimi derivacemi nelze vydélit nulovy prvek — v prostoru kovariantnich
derivaci nelze vybrat jednozna¢né pocatek.

Jelikoz vSak umime dvé kovariantni derivace odcitat a rozdil lezi
ve vektorovém prostoru, prostor & M ma strukturu afinniho prostoru.
Zaméreni tohoto afinniho prostoru je isomorfni prostoru vsech rozdi-
lovych tenzort, tj. prostoru T3 M.

V prostoru &M si mizeme zvolit pocatek a ostatni kovariantni
derivace popisovat pomoci jejich ‘pruvodi¢t’ vzhledem k tomuto po-
¢atku. Pokud za pocatek zvolime soutadnicovou kovariantni derivaci
9, ‘privodic¢’ obecné kovariantni derivace V neni nic jiného nez pseu-
doderivace T charakterizovana slozkami I'/;. Urceni obecné kovari-
antni derivace pomoci jejich slozek ijl znamena tak zadani slozek
jejiho ‘pruvodice’ vzhledem k ‘pocdatku’ 0.

Ackoli nelze v prostoru kovariantnich derivaci & M vybrat kano-
nicky pocatek, existuje v ném vyznacny podprostor — prostor &M
kovariantnich derivaci s nulovou torzi. Tento prostor mé opét struk-
turu afinniho prostoru. Podle lemmatu V7.13 je rozdilovy tenzor dvou
kovariantnich derivaci bez torze symetricky. Prostor ‘Ié) M symetric-
kych tenzort typu (1,2) je opét vektorovy prostor a tvoirl zaméfeni
afinniho prostoru &g M.
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Na podprostor ¢ M muzeme dokonce definovat projektor. ‘Od-
chylka’ kovariantni derivace od podprostoru oM je praveé jeji torze.
Pokud od kovariantni derivace jeji torzni ¢ast odeCteme, dostaneme
derivaci z podprostoru oM.

Lemma V7.15 (Beztorzni éast kovariantni derivace)
Necht V je kovariantni derivace s torzi T'. Kovariantni derivace

V=V- tens[%f"]
ma nulovou torzi a nazveme ji beztorzni st derivace V.
Maji-li dvé kovariantni derivace stejnou beztorzni ¢ast, jejich roz-
dilovy tenzor je antisymetricky. O

Obecnou kovariantni derivaci mizeme tedy kanonicky rozdeélit na
jeji beztorzni ¢ast (z afinniho prostoru &oM) a torzi (z vektorového
prostoru 5[21] M). Z tohoto hlediska je dostateéné zkoumat vlastnosti
kovariantnich derivaci bez torze. Derivace s torzi se pak dostanou ‘po-
sunem’ ur¢enym obycejnym tenzorovym polem — torzi. Ve fyzikalnich
aplikacich se skutecné pouzivaji hlavné kovariantni derivace bez torze.
Nicméné, jak jsme vidéli v lemmatu V7.11, kovariantnim derivacim s
torzi se nevyhneme pii uziti n-adovych kovariantnich derivaci.

Podprostor kovariantnich derivaci se stejnou beztorzni ¢asti lze
chrakterizovat i pfimo geometricky. Trochu pfedbéhneme a prozra-
dime, ze kovariantni derivace z tohoto prostoru definuji stejné geode-
tiky — viz nasledujici oddil.

Ttida beztorznich derivaci je stale velmi Siroky prostor obsahujici
jak obecné, tak pomérné ‘trividlni’ kovariantni derivace. Piikladem
téch ‘trividlnich’ jsou soutadnicové kovariantni derivace. Po zavedeni
pojmu kfivosti nize budeme schopni vymezit tuto ‘trivialitu’ pres-
néji — bude se jednat o tzv. ploché kovariantni derivace, derivace,
které maji nulovy Riemanntv tenzor kifivosti. V prostoru beztorz-
nich kovariantnich derivaci &y M tak mizeme identifikovat podpro-
stor &g M plochych kovariantnich derivaci. Lokalné lze kazda plocha
kovariantni derivace identifikovat jako soufadnicova derivace vhodné
zvoleného systému soufadnic. Konstrukce takového systému je zalo-
zena na obecnéjsi konstrukci tzv. normalnich souradnic.

7.7 Geodetiky a normalni okoli

Kovariantni derivace a s ni spojeny paralelni pfenos ndm umoziuje
zobecnit pojem ‘piimky’, ‘pfimé ¢ary’. Kiivku nazveme piimou, po-
kud jeji te¢ny vektor bude podél ni paralelni.
Definice D7.15 (Geodetika)
Parametrizovand kiivka w(7) se nazyva geodetika s afinnim para-
metrem 7 (ve smyslu kovariantni derivace V), pokud plati

V Dw
dr dr 7’
tj. pokud je teény vektor Dw/dr podél kiivky paralelné pfendsen.,

Je-li kovariantni derivace specifikovana vzhledem k soufadnicovému
systému 7 pomoci slozek I}/, piipadné pomoci rozdilového tenzoru
T, rovnice pro geodetiku lze zapsat

E D™w
dr dr

D*w D'w
=0 7.4
dr dr ’ (7-4)

+ T
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respektive, v soutadnicich w?(7) = 27 (w(7))

d27wn + n ka LwZ
dr? Modr dr
Dostavame tak obycejné diferencidlni rovnice druhého fadu s koe-
ficienty danymi slozkami konexe. Standardni véty o existenci a jed-
noznacnosti feSeni soustavy obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic nam
zarucuji, ze k danym pocatecnim podminkam — pocatecnimu bodu x
a pocateénimu teénému vektoru a — existuje jednoznacné maximalné
prodlouzena geodetika.
Definice D7.16
Geodetika se nazyva dplnd, pokud je definovana pro plnou skélu
hodnot afinniho parametru 7 € R. Varieta se nazyva geodeticky
dplnd, pokud kazda geodetika 1ze prodlouzit na plnou geodetiku.,

PozNAMKA

Pojem geodetické tplnosti hraje dulezitou roli v obecné teorii relativity, kde se
pomoci existence geodetik neprodlouzitelnych na tuplné detekuje pifitomnost sin-
gularit.

=0. (7.5)

Rozdilovy tenzor je v (7.4) zGZen symetricky s teénym vektorem.
Rovnice pro geodetiku tak neni citliva na antisymetrickou ¢ast rozdi-
lového tenzoru. Ta je vSak podle véty V7.14 dana torzi. Jak jsme jiz
zminili vysSe, geodetiky proto zavisi pouze na beztorzni ¢asti kovari-
antni derivace.

Pri zméné parametrizace geodetiky je potfeba rovnici geodetiky z
definice D7.15 modifikovat.

Lemma V7.16 (Obecna parametrizace geodetiky)
Parametrizovand k¥ivka w(n) je geodetika (ve smyslu kovariantni
derivace V), spliiuje-li

V Dw Dw
— X —.
dn dn — dn
Afinni parametr geodetiky je dan az na linearni transformaci. g

DUKkAz:
Pfimym dosazenim 7 = 7(n) do D7.15 dostavame

(dj)? V Dw | d’n Duw

dr/) dng dnp ' dr? dy

coz dava pozadovanou proporcionalitu.
Vidime téz, ze parametr geodetiky zustava afinnim parametrem, pokud

—2 2
je faktor (3—2) ZTQ nulovy. Zavislost jednoho afinniho parametru na jiném
tak musi byt linearni. n

Geodetiky miZzeme vyuzit pri reprezentaci bodu blizkych danému
bodu x pomoci teénych vektorti — reprezentaci, ktera se ¢asto zapisuje
heuristickym vyrazem z + ca + O(g?).

Definice D7.17 (Geodetické zobrazeni)
Geodetické zobrazeni geod, je zobrazeni z te¢ného prostoru T, M
do okoli bodu z pfifazujici vektoru a bod s afinnim parametrem 1
geodetiky vedouci z x ve sméru a:

geod, a =w(l), kde w(r) je geodetika spliiujici

Dw
0) = —(0)=a.
wo) =z, —2(0)=a
Pro z = geod, a budeme té7 psit a = geod; ! 2. o
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Geodetické zobrazeni geod, neni obecné definovano na celém tec-
ném prostoru T, M, protoze geodetiky obecné nelze prodlouzit na
geodetiky uplné. Nicméné vzdy existuje okoli Nyo C T, M nulového
vektoru 0, na kterém je geodetické zobrazeni geod, difeomorfismus
zobrazujici Ny jednoznac¢né a hladce na okoli N, C M bodu =.
Definice D7.18 (Normalni okoli)

Okoli N, bodu z, na kterém je zobrazeni geod, ! difeomorfismus,

se nazyva normalni okoli bodu x.

Normalni okoli N, ze nazyva konvexni, pokud kazdé jeho dva body

Ize spojit pravé jednou geodetikou celou pattici do N,. o

Ke kazdému bodu existuje konvexni normalni okoli.
V konvexnim normalnim okoli 1ze zvolit tzv. normalni souradnice
Definice D7.19
Necht N, je konvexni normélni okoli bodu x. Mé&jme dale v bodé
x zvolenou n-adu vektori {e;}. Na okoli N, definujeme normdini
soufadnice {Z?} pomoci komponent vektoru asociovaného s bodem
pomoci geodetického zobrazeni:

(2) =27 = z = geod, (z7e;) .

Bod  nazgvame pocatek systému {z’}. Zfejme 77 (z) = 0. o
Normalni soutfadnice jsou nejblizsi analogii linedrnich soufadnic zné-
mym z afinniho prostoru. Pfipomenme, Ze na afinnim prostoru mame
globalni rovnobéznost urcujici plochou kovariantni derivaci. Slozky
této derivace vzhledem k linearnim soufadnicim jsou nulové. Rozvi-
neme-li na obecné varieté v blizkosti bodu z slozky obecné konexe
vzhledem k normalnim soufadnicim, zjistime, Ze jsou v prvnim fadu
nulové a v dalsim fadu dany kiivosti variety. Trochu predbéhneme a
uvedeme zde tento rozvoj explicitné. Kfivost v ném bude popséna po-
moci tzv. Riemannova tenzoru — pojmem kfivosti véetné Riemannova
tenzoru se budeme zevrubné zabyvat nize.

Véta V7.17 (Slozky konexe v normaélnich soufadnicich)
Mé&jme v okoli bodu zp normélni soufadnice {77} zkonstruované po-
moci geodetik ve smyslu beztorzni kovariantni derivace V. Slozky
L/ této kovariantni derivace vzhledem k systému {27} jsou v bliz-
kosti x¢ dany rozvojem

_ 1, B i
Til, = =3 Bt + B, @ +0(@)%)
kde 7/ jsou soufadnice bodu z. Zde Rkl"j jsou slozky Riemannova
tenzoru (v systému {z7}), ktery charakterizuje kiivost kovariantni
derivace V — viz definici D7.21 a po ni nasledujici text.

Pro kovariantni derivaci s torzi mé rozvoj slozek tvar

™n 1 ™ 1 ™n 2 5 n =7 =1\2
Fkl|I:§ kl|$0+(§ kz,j—gRj(k 1)) o w4+ 0((@)?),
kde Tzz jsou slozky torze v normalnich soutfadnicich. O

DUkAZ:
Zacneme dikazem vztahu pro beztorzni derivaci. Rozvoj slozek konexe ma
obecné tvar

Thl, = T, + D0, & +0(@)%) . (0)
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pricemz diky predpokladu o nulové torzi jsou vSechny cleny symetrické v
indexech k a [. Kiivka w(e) = geod, (ea) je geodetika jdouci z z¢ ve sméru
Dw

a. Jeji soufadnice jsou #/ (w(g)) = ea’, kde a = a’e;. Teény vektor 2% (e)

mé podél celé geodetiky konstantni soufadnice a’. Rovnice geodetiky mé
tak tvar

kE l@n
aaI',?l| 0.

w(e) =

V bodé zo (tj. e = 0, 7 = 0) tedy mame a” o' T} ‘wo = 0, pfi¢emz vektor a
zde muzeme zvolit libovolné. Jelikoz jsou vsak slozky f‘mmn v k a | symet-
rické, dostavame

fgymo =0. (i)

V dalsim Fadu v € dostavame podminku a” o' ¢’ T | = 0 platici opét
kl,j z0

pro libovolné a. Z toho plyne, Ze symetricka ¢ast koeficient l_“,ﬁ, J |z0 vymizi:
ity |,y =0 (*)

Cést koeficientu f‘k’}, j |IO antisymetricka v poslednich dvou indexech je dana

Riemannovym tenzorem. Vskutku, z véty V7.27 nize uZitim rovnice (i)
dostaneme

(_jTZL,k _ I_‘jrlé,l)hco — Rklnj|z0 (**)

Piimym vyjadifenim symetrizace a antisymetrizace lehce nahlédneme, Ze
pro libovolny tenzor s tfemi kovariantnimi indexy symetricky v prvnim
paru indexu plati

nn Pn 2 (= n nn
Liig =Tog) + 3 (Pk[l,ﬂ + Fl[k,ﬂ) :

Uzitim (*) a (**) dostavame koeficient dalsiho fadu rozvoje (o)
N ]- D n D n .
Fkl’j‘zo = 75 (ng 1 + le k) ‘930 . (11)

Dosazenim (i) a (ii) do (o) dostaneme dokazované tvrzeni.

V pfipadé kovariantni derivace s torzi definice geodetiky a konstrukce
normalnich soufadnic na torzi nezavisi. Stejné odvozeni tedy dava beztorzni
symetrickou ¢ast slozek kovariantni derivace. Antisymetrickd ¢ast slozek
konexe je naopak urcena pravé torzi — viz lemma V7.14. Mame tedy

_ _ 1 -

Rozvinutim v soufadnicich Z7 a uZitim predchoziho vysledku pro symetric-
kou ¢ast dostaneme dokazované tvrzeni. n

7.8 Vztah mezi kovariantni a Lieovou de-
rivaci

Pomoci kovariantni derivace muzeme vyjadrit Lieovu derivaci zave-
denou v kapitole 3. Lieova derivace je definovana podél vektorového
pole a (definujiciho jednoparametrickou grupu difeomorfismi). V pii-
padé jeji akce na vektorovych polich je vztah k (libovolné zvolené)
kovariantni derivaci V zalozen na definici torze D7.13 a vyjadreni
Lieovy derivace pomoci Lieovy zévorky (véta V3.7)
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Lemma V7.18
Necht V je kovariantni derivace s torzi T a a, b jsou vektorova
pole. Pak

£ab™ = [a,b]" = a* Vib" — (Via™ + a* T}) b . 0

Akci Lieovy derivace na obecné tenzorové pole pak dostaneme na
zdkladé pozorovani, ze rozdil mezi £q a Vg je pseudoderivace.

Véta V7.19 (Lieova derivace pomoci kovariantni derivace)
Necht V je kovariantni derivace s torzi T' a a vektorové pole. Pak
£a — Va je pseudoderivace a mizeme psat

£a=Va+la, kde Lg=tens[-Via*—a"TF]. o

DUkAz:

Linearita viaci souc¢tu a pusobeni na soucin tenzoru rozdilu Lg = £a — Va
plyne z vlastnosti Lieovy a kovariantni derivace. Ultralokalita plyne z faktu,
ze jak Lieova, tak kovariantni derivace ptisobi na funkce jako obycejna
derivace ve sméru. Rozdil Lq je tak pseudoderivace a jeho ptisobeni je dano
podle véty V2.4 jeho akci na vektorech, ktera je dana lemmatem V7.18. m

Specidlné, pro vektor b, 1-formu w a metriku g dostavame
£qb™ = a* Vib™ — (Via™ + a* T ) b,
Lawn = af Viw, + (Vnal +aP Tkln) wy
£(1 9mn = a’k ngmn + (Vmal)gln + (Vnal)gml
+a* T, g1, + 0" Ty, g -

(7.6)

Vsimnéme si, Ze a¢ kovariantni derivace Vg zavisi na sméru a
ultralokalné, Lieova derivace £q jiz na a ultralokalné nezavisi. Rozdil
mezi Vg a £q totiz obsahuje derivaci Va, ktera je citliva na chovani
vektorového pole a v okoli bodu, ve kterém derivace pocitame.

V kapitole 3 jsme vidéli, ze vztah pro Lieovu derivaci se vyrazné
zjednodusuje, pokud derivujeme podél soutradnicového pole — feknéme
podle 8/8x! systému soufadnic {z7}. Rovnici (3.6) miZeme znovu
odvodit pomoci soufadnicové kovariantni derivace & asociované se
systémem {z7}. Vyuzitim véty V7.19 a vlastnosti 8 okamzité dosta-
vame

£o A=08s A, (7.7)
BT BT

pfipadné v soutfadnicich
(£o A)ir = AT (7.8)

POzZNAMKA

Pfipomenme, ze (£3/611 A)ﬂj v posledni rovnici znaci soufadnice Lieovy deri-
vace tenzoru, ne Lieovu derivaci soufadnic tenzoru — i kdyz to v tomto pfipadé
vede ke stejnému vysledku.

7.9 Vztah mezi kovariantni a vnéjsi derivaci

V kapitole 4 o antisymetrickych formach jsme se zminili, Zze vnéjsi
derivace je antisymetrizaci kovariantni derivace. Nyni jiz kovariantni
derivaci mame k dispozici a muzeme toto tvrzeni zformulovat piesné.
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Véta V7.20 (Vnéjsi derivace pomoci kovariantni derivace)
Necht V je libovolnd kovariantni derivace bez torze, Tor[V] = 0.
Pak vnéjsi derivace p-formy w lze vyjadrit

dw=VAw,
pripadné, uzitim tenzorovych index,
daowal...ap - Vao A wal...ap = (P + 1) V[aowal...ap]

Forméalné mtzeme téz psit d = VA. 0

(Viz dikaz za rovnici (7.12).) Zde jsme pouzili oznaceni motivované

definici vnéjsiho soucinu:

Definice D7.20 (Antisymetrizovana kovariantni derivace)
Necht w € A M. Pak budeme uzivat oznaceni

Vao/\ Wai...ap = (P + 1) V[aowal.“ap] . o
Konkrétné, pro 0-formu (funkei) f, 1-formu 4 a 2-formu o dostédvame

daf = Vaf ’
daYe = 2V eV = Vavs — VbYa ,
dao'bc = SV[anc] = Vao'bc + Vbo'ca + Vco'ab .

(7.9)

Vidime, ze antisymetricka ¢ast beztorzni kovariantni derivace p-for-
my nezavisi na kovariantni derivaci — je proporcionalni vnéjsi derivaci.
Vnéjsi derivaci mizeme vyjadrit pomoci libovolné kovariantni deri-
vace. Uzite¢né je napiiklad zvolit souradnicovou kovariantni derivaci
8 asociovanou se systémem {x7}. Pro soufadnice vnéjsi derivace dw
pak dostavame

daowal...ap = (p + 1) Wiay...ap,a0] - (710)
Specialné
daf = f,a P
da/Yb = 2'7[b,a] = Yb,a — Ya,b » (711)

deope = 30[bc,a] = Obc,a + Tca,b + Oab,c -

Vztah vnéjsi derivace ke kovariantni derivaci s torzi je slozitéjsi.
K vyrazim ze (7.9) pfibudou navic ¢leny obsahujici tenzor torze. Pro
1-formu a 2-formu Ize vnéjsi derivace vyjadiit nasledovné:

du.f = Vaf ;
dave = Vave — VeYa + T oy Y »
daobe = Vaobe + Vb0 ca + Veoap

n n n
+TpiOna+TonOny+ T 0pOne -

(7.12)

Obecny vyraz pro formy vyssiho stupné viz marginalie M7.7.
DUkAz:

Dokazeme si tvrzeni pro 1-formu -, diukaz pro formy vyssiho stupné je
analogicky. Vnéjsi derivaci dv zGzime s dvéma libovolnymi vektory a, b,
pouzijeme vztah z pfikladu P4.3, a v ném nahradime gradienty skalart
kovariantnimi derivacemi:

a”b" dmyn =a™ Vi, (b"’yn) —-b"V, (am'ym) —[a,b]® e -

verze 2.03 (2013-12-09)

MT7.7 Vztah d a V s torzi

Pro kovariantni derivaci V s nenulovou torzi T
je potfeba vétu V7.20 modifikovat. Ve vyrazu
pro vnéjsi derivaci pribudou c¢leny obsahujici
torzi:

daowal,,.ap =

= Van/\ Wa;...ap + Ta’éal A wnag,,.ap
=@+l V[an“-’al...a,,]
+1
+ (P2 )T[;Lual Inlas...ap] *

Vyznam ‘zvyraznéni’ indexu » bude objasnén
v pristi kapitole v definici D8.1 — zde nam po-
staci védét, ze se jedna o ekvivalentni zapis po-
sledniho vyrazu uzivajicitho pouze ‘obycejné’
tenzorové operace. Formalné bychom mohli téz
psat snadnéji zapamatovatelny vyraz bez in-
dexti: d=VA+TA .

RozepiSeme-li antisymetrizaci explicitné (viz
marginalie M4.2), dostaneme

daowal,,.ap =

= Z (—l)kvakwalmap

0<k=p mimo aj,
k+l+1gpn

+ § (1) Takal“-’nalu.a,, .

0<k<i<p M

mimo aj,, a;

Specialné, pro p=0,1,2 dostdvame rovnici
(7.12). Dikaz probiha analogicky dikazu pro
p=1 uvedenému za rovnici (7.12), pouze
misto vztahu z prikladu P4.3 je potfeba po-
uzit obecny vztah z marginalie M4.5.
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Uzitim pravidla pro derivovani sou¢inu dostaneme

a”b" dmyn =a VmYn —a VimYn
+a™ (Vmbd™) yn — 0" (Vna™) vn — [a,b] vc .

Srovnénim s definici torze D7.13 nalezneme
am™b" dm")’n =a™b" (Vm’)’n - Vn7m + T’ICYLTL 70) )

coz je pozadovany vyraz. n

7.10 Krivost

vvvvv 7

Nyni zavedeme nejdilezitéjsi charakteristiku kovariantni derivace —
jeji krivost. Kiivost kovariantni derivace charakterizuje jeji nekomu-
tativitu. Charakterizuje, jak moc se ptislusny paralelni pfenos odlisuje
od globalni rovnobéznosti.
Nejdrive definujeme Riemannuv tenzor kfivosti

Definice D7.21 (Riemannuv tenzor k¥ivosti)

Riemanniiv tenzor kfivosti R4 kovariantni derivace V je tenzor

typu (1, 3) splitujici pro libovolné vektorova pole a, b, ¢ vztah

Ry ™y, afbl ™ = Vo (Vpe™) = Vip(Vg ™) - V[a» b] .

Zavedeme téz bilinedrni tenzor-znacné zobrazeni na tec¢nych vekto-
rech typu (1,1)

R(a,b)", = a*b' Ry ™, ,

které je ekvivalentni Riemannovu tenzoru.
Konec¢né, budeme-li chtit zdiraznit asociaci Riemannova tenzoru s
kovariantni derivaci, budeme psat R = Riem[V]. o

Vyraz na pravé strané defini¢niho vztahu pro Riemanniiv tenzor obsa-
huje druhé kovariantni derivace a neni a priori jasné, ze jej lze repre-
zentovat tenzorové. Aby byla definice konzistentni, musi tento vyraz
zaviset na vektorovych polich ultralokdlné. Vskutku plati
Lemma V7.21

Vyraz

Va(Vpe") = Vp(Vgc™) - Via,b] " -

zavisi na a, b, c ultralokalné a linearné. 0
DUKAZ:
Linearita vtc¢i s¢itani plyne z linearity kovariantni derivace a Lieovy za-
vorky. Zbyva dokazat, ze vyraz je téz linedrni vuci nasobeni funkci. Za-
¢néme ultralokalitou v argumentu a (obdobné pro b):
fa* Vi ('Vic") —b*Vi(fa'Vic™) — [fa,b]" V™
= fa* Vi (b'Vic") — [b* Vi (a'Vic") — (b Vi f) a'Vic™
— fla,b]" Vc" — (b°dif) a™ V™

- f(aka (b'Vic™) = bV (a'Vic™) - [a,b}mvmc") .
Pro argument ¢ je rozderivovani soucina delsi, ale s pouzitim definice Lieovy
zavorky D2.3 vede opét k ultralokalité.
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M7.8 Geometricky vyznam k¥ivosti
Riemanniv tenzor ma nazorny geometricky
vyznam. Jednd se o ‘plosnou hustotu netri-
vialnosti’ paralelniho pfenosu podél uzaviené
kiivky. Pfeneseme-li v kifivém prostoru para-
lelné vektor podél uzaviené smycky zpét do
pocatec¢niho bodu, nedostaneme obecné stejny
vektor. Odchylka od ptivodniho vektoru je pro
malou smyc¢ku timérna ‘plose’ smycky s koefi-
cientem danym pravé Riemannovym tenzo-
rem.

Konkrétné, méjme dvoudimenzionalni plochu
¥, parametrizovanou souradnicemi «, 3 s po-
Citkem v bodé z, (tj. a(z,) = f(z,) =0).
Soufadnicové vektory v bodé z, oznacme a
a b. V této plose zvolme podél souradnicovych
¢ar malou ‘obdélnikovou’ kiivku w(7) o roz-
mérech Aa a AB. Vektor ¢’ = par;[w] ¢ pa-
ralelné preneseny podél této smycky se bude
obecné lisit od ptivodniho vektoru ¢ a pro ma-
lou smycku tato odchylka bude fadu AaApS:

par; [w] c® — c® =~ Aa AB R(a,b)*, ¢ .

Riemanntv tenzor je zde vycislen v bodé z,.
Poznamenejme, ze vektory a, b v uvedeném
vztahu urcuji pouze plochu, ve které smycka
lezi, a ‘jednotky’, ve kterych se méii rozmeéry
smycky. Neni dulezité, aby smycka zacinala a
koncila ve sméru téchto vektoru. Vskutku, v
dodatku 7.A dokazeme obecnéjsi verzi tvrzeni:
Zvolime-li v plose ¥ libovolnou malou kfivku
ws(7) linedrniho rozméru ¥adu O(s) ohrani-
¢ujici plogku o obsahu S ~ O(s?) (méfeno v
soufadnicich «, ), vektor paralelné pfeneseny
podél w je dan vztahem

par; [w,] c® = ¢* — S R(a,b)*, & + O(s%) .
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Definice Riemannova tenzoru D7.21 se odkazuje pouze na akci
kovariantni derivace na tetném bundlu, tj. pouze na vektorovych
polich. Nepotiebuje rozsifeni derivace na celou tenzorovou algebru.
My vSak vzdy toto rozsifeni predpokladdme a mizeme proto v defi-
nici D7.21 provést rozderivovani soucini typu b'V,c™. Uzitim definice
torze D7.13 okamzité dostavame
Lemma V7.22 (Komutétor pusobici na vektorové pole)

Necht R = Riem[V] a ¢ € M. Pak

ViVie" — ViV c™ + TZ‘; mct =Ry mc™ . O

Vidime, ze Riemanntiv tenzor charakterizuje nesymetrii kovariant-
ni derivace putsobici na vektorova pole. Jedna se o analogii vztahu
z véty V7.9 pro komutéator kovariantni derivace pusobici na funkce.
Nabizi se samoziejmé otazka, zda komutator kovariantni derivace pua-
rakterizujicim kovariantni derivace. Odpovéd je zapornd, komutator
libovolné tenzorové velic¢iny je jiz jednoznaéné dan Riemannovym ten-
zorem a torzi.

Definice D7.22 (Operator kfivosti)
Komutéator kovariantni derivace V ve smérech a a b (s opravou na
nekomutativitu vektorovych poli a, b),

R(CL, b) = VaVb — VbVa - V[a7 b] 5

pusobici na obecné tenzorové pole, nazyvame operdtor krivosti.

Stejné jako p¥i piisobeni na vektorova pole (definice D7.21, lemma V7.21)
miuZzeme zavislost na vektorech a, b reprezentovat tenzorové. K tomu
ucelu zavedeme tenzor-znaény (typu (0,2)) operator kiivosti Ry;:

R(CL, b) = akbl Rkl . o

PozZNAMKA
Zduraznéme, Ze oba operatory kiivosti jsou vskutku operdtory, pusobici doprava
na tenzorové algebfe — napr.

R(a,b) A7' " = a*b! R, AT

= Va (Vb AT) — Vb (Ve AR) = Vi, b AR'

Analogicky lemmatu V7.22 mtZeme operator kiivosti napsat expli-

citné.

Véta V7.23 (Antisymetricka ¢ast druhé kovariantni derivace)
Operator kiivosti Ry kovariantni derivace V lze vyjadrit

Ry = ViV, — ViVL + Tﬁvn . O

Véta V'7.24 (Pusobeni operatoru kfivosti)
Operéator kiivosti R(a,b) derivace V je pseudoderivace typu (0, 0)
charakterizovana tenzorem R(a,b). Respektive, operator kiivosti
Ry je pseudoderivace typu (0,2) charakterizované pfimo Rieman-
novym tenzorem R:

R(a,b) = tens[R(a,b)" ] ,
Rkl = tens[RkL"m] . 0

verze 2.03 (2013-12-09)
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DUkAZ:

Musime ovérit vlastnosti pseudoderivace z definice D2.4. Linearita komu-
tatoru plyne z linearity kovariantni derivace. Podobné je zarucena komu-
tativita s kontrakci. Anihilace funkce (ultralokalita) plyne z véty V7.9.
Zbyva ovérit, ze plati pravidlo pro derivovani sou¢inu. Opakovanym po-
uzitim Leibnizova pravidla zjistime, Ze ¢leny s prvnimi derivacemi poli A
a B se navzajem vyrusi a dostaneme

VoV (AL BR) — Ve Va (AL B ) + T & Ve (AL B )
= A7 (Va VBl — Vo Vo B + T3 Ve By )
+ (VaVo AL — Ve Vo AL + TSV AL ) B
Tim jsme ovéiili, ze komutédtor (s opravou na torzi) je pseudoderivaci a je

tedy dan svoji akci na vektorovych polich. Ta je vSak podle definice D7.21,
pfipadné lemmatu V7.22, ddna Riemannovym tenzorem. ™

Pro vektorova pole, 1-formy, opratory a tenzory typu (0,2) tak pro
Ry explicitné dostavame

Ruc"” = Rp"m c™

Reiwn = —Ri™nwWm ,

Rui A% = Rp " A" — Rt "y A%,

Rit gab = —Rii"a gno — Rii™s gan -

(7.13)

Souradnicové a n-adové kovariantni derivace jsou z hlediska kii-
vosti trividlni. Plati
Lemma V7.25 (Kfivost soufadnicové a n-ddové derivace)
Necht 9 je soufadnicové kovariantni derivace asociovana se soufad-
nym systémem {z*} a 8 n-ddovana kovariantni soufadnice n-ady
{e;}. Pak

Riem[0] =0, Riem[0] =0. o

DUKAZ:

Operator kiivosti derivace @ piisobici na vektorové pole a déva Ra = a"Re,,.

Ovsem 8e; =0, tedyiRe; = 0 atedy Ra = 0. Z véty V7.24 pak dostavame
Riem|[d] = 0. 9 je speciélni pfipad n-ddové derivace. n

Ani definice Riemannova tenzoru kiivosti D7.21, ani véta V7.24 o
komutatoru kovariantni derivace nedavaji explicitni pfedpis pro vy-
pocet Riemannova tenzoru. Jak jsme diskutovali v pfedchozim textu,
kovariantni derivaci typicky zadavame pomoci jejich slozek vici né-
jakému soufadnému systému (viz definice D7.12). Radi bychom vy-
jadrili Riemanntv tenzor pomoci téchto slozek. Slozky kovariantni
derivace jsme zavedli jako soufadnice rozdilového tenzoru mezi V a
soufadnicovou derivaci 8. Proto bude uzite¢né zacit obecnym vzta-
hem mezi Riemannovymi tenzory dvou kovariantnich derivaci.

Véta V7.26 (Vztah Riemannovych tenzoru)
Necht V a V jsou dvé kovariantni derivace (s torzi T, respektive T)
lisici se rozdilovym tenzorem I' (tj. V — V = tens[I']). Pak pro
pfislusné Riemannovy tenzory R a R plati

Rav*i = Rap* + V,I'f — V,Th
k k k
+ (;’Ii)rnl—’_ra Fl;;_rbn]:‘&’

n
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DUkAZ:

Pomoci lemmatu V7.22 zapiSeme vyraz Rav*1 ct. Derivaci V pak nahra-
dime derivaci V pomoci véty V7.12 a torzi pomoci véty V'7.5. Pouzitim
pravidla pro derivovani soucinu a piimocarymi upravami se vyrusi ¢leny
obsahujici V¢ a zbydou ¢leny z pravé strany véty V7.26, vynasobené vek-
torem c. ™

Zvolime-li za jednu z derivaci soufadnicovou kovariantni derivaci
asociovanou se systémem {27}, rozdilovy tenzor dava slozky druhé
kovariantni derivace. Uvazime-li navic, ze Riem[8] = 0 a Tor[d] = 0,
dostaneme hledany pfedpis pro slozky Riemannova tenzoru
Lemma V7.27 (Slozky Riemannova tenzoru)

Komponenty Riemannova tenzoru R kovariantni derivace V s tor-
zi T vzhledem k soufadnému systému {27} vyjadiené pomoci slozek
kovariantni derivace Ffb jsou:

Rabkl = Fbkl@ - I-‘ul,cl,b + an FleL - Flfn Fc?l :
Alternativné, mizeme zapsat Riemanniv tenzor pomoci rozdilo-
vého tenzoru T’

Rap*t =2 (8(aT; + T Tl - o

aln

PozNAMKA
Zduraznéme, ze tento vyraz pro Riemanntv tenzor plati i pro kovariantni derivace

s nenulovou torzi. To se projevi v tom, ze slozky Ffb budou obecné nesymetrické
v dolnich dvou indexech.

PozZNAMKA
Vyraz pro Riemanuv tenzor mé jednoduchy tvar v teci tzv. vnéjsi kovariantni
derivace, kterou zavedeme v pristi kapitole — viz véta V8.3.

7.11 Vlastnosti tenzoru krivosti

Z definice Riemannova tenzoru je zfejmé, Ze je antisymetricky v prv-
nich dvou indexech

Rabkl = —Rbakl . (7.14)

Riemanniiv tenzor mé vSak dalsi symetrie, a to zejména v pripadé
beztorzni kovariantni derivace.

Nejdtlezitéjsi jsou tzv. Bianchiho identity. Prvni z nich se tyka
antisymetrické casti Riemannova tenzoru R, druhd antisymetrické
¢asti derivace VR.

Véta V7.28 (Bianchiho identity)

Necht V je kovariantni derivace s tenzorem kiivosti R a torzi T'.
Pak

R[abnc] = V[aTbZ] — T[stc?k , (Bianchi 1)
ViaRpg*t = T Ren”1 - (Bianchi 2)

Konkrétné, pro kovariantni derivaci bez torze, T = 0, dostavame

Rigp") =0, (Bianchi 1)
V[aRbc]k'l =0, (Bianchi 2)

tj., Riemanav tenzor a jeho derivace jsou v dolnich tfech indexech
antisymetrické. o
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DUkAz: (PrRvVNI BINACHIHO IDENTITA)
Mame dokazat

Riab" o) = V(o Toe — Tigo Tl -
Zac¢neme antisymetrizaci akce operatoru kfivosti na 1-formu w. Podle (7.13)
méame

—Riapwe] = Riap " ¢ wWn -
Podle véty V7.23 vsak plati

—Riapwe) = —Via Vb we) + Vi Va we) — T(0t Vim | wel

(Va (Vo we — Ve ws) + T Vim wa

1
3
+ cyklické zameény indexti a, b, c )

1
-3 (Va (dowe) — (VaT3) wn — T2 Ve wim + T Vin wa
+ cyklické zameény indexti a, b, c )

3 (Va(dowe) — (VaTi) wn — Tft dawn + T2 Tl om

+ cyklické zémény indexd a, b, )

~(Via (dowe) + T dnjea)
+ (ViaT5e) wn = Tfpe Tl wn
= —dadvwe + (ViaToe] = Tlap Teéfm) wrn -

Zde jsme opakované pouzili vztahy (7.12). Uvazime-li, ze ddw =0 a Ze
forma w byla zvolena libovolné, je prvni Binachiho identita dokdzéna. m
DUKAZ: (DRUHA BINACHIHO IDENTITA)

Chceme dokazat

V[aRbc]kl = T[:bRc]nkl .

Uzitim pravidla pro derivovani soucinu a vyjadreni operatoru kfivosti po-
moci Riemannova tenzoru (7.13) dostavame
(VaRbcmn> a”
=V, (Rbcmn an) - Rbcm'n. Vaan
=V, (Rbc am) — Rpe Vaam - Rbcna Vna'm
Rozepiseme-li nyni operator kiivosti podle véty V7.23, obdrzime
(VaRbcmn> a”
= V,VV.,a™ —-V,V.V,a™ + V, (T,;Vn am)
-V V.Vea™ +V.VyV,a™ — TyeV, Vo a™
- Rbcna Vnam
Pokud tento vyraz antisymetrizujeme v indexech a, b, ¢, ¢leny VVVa se

vyrusi. Dale uzitim prvni Bianchiho identity eliminujeme ¢len s derivaci
torze a dostaneme:

(ViaRpe) ™ n) @™
= (V[aTbycl]) Vn a™ — R[abnc] Vnam
+ T[gch] Vn a™ — T[gbVWVc] a™
=T Ve Vi @™ — Ti2y Vin Ve @™ + Tiy T Vie a™

Zpétnym vyjadienim operatoru kiivosti pomoci Riemannova tenzoru (napf.
Lemma V7.22) dostaneme dokazované tvrzeni

(ViaRpe™n) a™ = Tigp Rejn™ n a™ n

verze 2.03 (2013-12-09)
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PozNAMKA

Obé¢ Bianchiho identity odpovidaji v podstaté trividlnim tvrzenim (viz véta V8.4)
zapsanym v feci vnéjsi kovariantni derivace, kterou zavedeme v pristi kapitole.
Zde se k Bianchiho identitdm znovu vratime a za pomoci bohatsiho aparatu je
dokazeme mnohem rychleji.

V nékterych aplikacich hraji roli ty ¢asti Riemannova tenzoru,
které lze dostat jeho zuzenim. JelikoZ se jedné o tenzor typu (1,3),
miZzeme provést t¥i riznd zaZeni, diky antisymetrii (7.14) ale pouze
dvé z nich jsou nezévisla. Definujeme
Definice D7.23 (Ricciho tenzor a stopa Riemannova tenzoru)

Necht Rgp*; je Riemanntv tenzor kovariantni derivace V. Pak
Ricciho tenzor kfivosti nazgvame tenzor Ric typu (0, 2)

Ricap = Rna™p ,

a budeme psit Ric = Ricci[V].
Pod stopou Riemannova tenzoru budeme rozumét antisymetricky
tenzor TrR. typu (0, 2)

’I‘I‘Rab = Rabnn . o

PozNAMKA

Tenzor TrR je typicky nulovy a proto se v literatufe obvykle nedefinuje. My se
k otézce nulovosti stopy Riemannova tenzoru vratime v kontextu derivaci zacho-
vavajicich objemovy element — viz vétu V10.12 a margindlii M10.3 v kapitole
10.

Nyni mtizeme zformulovat dtsledky Bianchiho identit pro zizeni
Riemanova tenzoru
Véta V7.29 (ZuZené Bianchiho identity)
Pro kovariantni derivaci V s Ricciho tenzorem Ric, stopou Riema-
nova tenzoru TrR a torzi T plati
2Ric[gp) + TrRap = d, 7y + V., T

n—-ab

dgTrRpe =0, . V[a,Terc] - T[;Lb ’I‘I.Rc]n =0.
Pro kovariantni derivaci bez torze dostavame

2Ric(gp) = —TrRgp ,
doTrRpe =0, tj. V[ TRy =0. 0

Vidime tedy, ze stopa Riemannova tenzoru je uzaviena a lze ji alespon
lokalné napsat jako gradient néjaké 1-formy. V kapitole 10 si explicitné
tuto 1-formu zkonstruujeme, viz véty V10.12 a V10.11. Ukaze se, ze
pokud pfislusna kovariantni derivace V zachovava néjaky objemovy
element, bude tato 1-forma uzaviena a TrR vymizi — viz margina-
lii M10.3. Je-li V navic bez torze, vidime zZe Ricciho tenzor je pak
symetricky.

verze 2.03 (2013-12-09)
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7.A Geometricky vyznam kfivosti

V marginalii M7.8 jsem uvedli, ze odchylka vektoru paralelné pte-
neseného podél malé smycky od puvodniho vektoru je imérna plose
smycky s koeficientem danym Riemannovym tenzorem. V tomto do-
datku toto tvrzeni upresnime a dokazeme.

Stejné jako v marginélii M7.8 zvolime dvoudimenzionalni plochu
Y parametrizovanou soufadnicemi «, s pocatkem v bodé z, (tj.
a(z,) = B(zo) = 0). Ozna¢ime a = 8/8a|,,, b=8/80|,,. Nyni v
této plose chceme zvolit kiivku ‘linedrniho rozméru fadu O(s)’. Kon-
krétné, zvolime sekvenci (oéislovanou parametrem s) kiivek wg(7) s
ki¥ivkovym parametrem 7 € (0,1), které vSechny zac¢inaji a koné¢i v
bodé x, (tj. ws(0) = ws(1) = ). Tyto smycky nazveme fddu O(s),
pokud pro s — 0 plati

d d
a(ws) ~ B(ws) ~ O(s),  ——a(ws) ~ —B(ws) ~O(s) . (7.15)
dr dr
Potom vektor ¢ paralelné pieneseny podél smycky ws(7) z bodu
T, zpét do z, je do fadu s? dan vztahem

par; [w,] ® = c* — S R(a,b)¥, ! + O(s%) . (7.16)

Zde je Riemanntv tenzor vydcislen v bodé z, a S je obsah plosky
3s C X ohrani¢ené smyckou ws méfeny v soutadnicich «, [:

S:/dadﬂ ~ O(s?) . (7.17)

Zs

Pro ‘obdélnikovou’ k¥ivku podél souradnicovych ¢ar o rozmérech Ax
a AS pouzitou v marginalii M7.8 samoziejmé dostaneme S = Aa Af.
DUKAZ:

V okoli bodu z, zvolime soufadnice x’ pfizptisobené ploge X:

tt=a, =0, 2 (Z)=0 proj=3,4,... . (7.18)

Soutadnice kiivky ws(7) ozna¢ime wi(7) a soufadnice jejiho te¢ného vek-
toru w! (7). Ziejmé pouze komponenty j = 1,2 jsou nenulové, a pfedpoklad,
7e kfivka je fadu O(s), tika, ze wl ~ wl ~ O(s).

Pro zkraceni zapisu si operator paralelniho prenosu podél kiivky ws z
bodu z, do bodu ws(7) oznac¢ime IL,(7):

II,(7) = par_ [ws] . (7.19)

Jedna se bi-tenzor — objekt z prostoru T,;) M ® T, () M. Vzhledem k sou-
fadnému systému z’ bude reprezentovan soufadnicemi Hsf (pokud to ne-
bude pottfeba, nebudeme zavislost na parametru 7 explicitné psét). Poc¢a-
te¢ni podminka déva IIs(0) = § a nds zejména zajima koncova hodnota
II,(1) odpovidajici pfenosu podél celé smycky.

Podminka paralelniho pfenosu ¥ika dV—THs = 0. Pokud je kovariantni
derivace V vzhledem k systému 2/ déana komponentami Fﬁ, dostavame

d .

= ] =0. (7.20)

’ws

(Kovariantni derivovani se zde tyk4 pouze indexu k pfislusejicimu vektoru
v bodé ws(7). Index [ odpovidd kovektoru v bodé z,, ktery zlstavd pii
derivovani fixni.)
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Nyni rozvineme slozky kovariantni derivace v blizkosti bodu z,
Iy =In y% + T \IO & 4+ 0(()?) . (7.21)

Druhy ¢len v rovnici (7.20) je fadu O(s) a proto bude vyhodné hledat feSeni
II.¥ jako rozvoj v parametru s:

T} =) +sTeyr + 8" Typ + O(s”) . (7.22)
Dosazenim (7.21) a (7.22) do (7.20) v fadu O(s°) obdrzime

d

EH(Q)? =0 = l_I(o);€ = 5lk s (723)

kde jsme uvéazili pocateéni podminky I1,F(0) = 6F. Po dosazeni zpét do
(7.20) v fadu O(s) dostaneme

d .n n
SEHU);C = —Ws Fv’fl|$0 = 'Sl—I(l)gC = —Ws F7ILCI|.,EO ) (724)

kde jsme wzili trividlnost pocatecnich podminek ve vysSSich fadech,
O, F(0) =0, 5 =1,2,.... V dal§im ¥adu rovnice (7.20) dava

d .m n i
SQEH(Z)QC = TWs W (Frlfll,nlzo - FT’:M zol—‘"l’zo) . (725)

Integrace podél celé smycky vede na kfivkovy integral, pro ktery lze pouzit
vicedimenzionalni analogii Stokesovy véty (viz vétu V10.15 v kapitole 10):

1
Pty = [ @0l (T~ D), dr
0

= — Ty — Ts jzl)|% / z" dxm|623 (7.26)
OX g
= — (mptt,m) + Tngat Do) |, /df’f" A daz™ |y
s

Podle lemmatu V7.27 je vSak vyraz pfed integralem dan slozkami Rie-
mannova tenzoru f%ank ;- Podintegralni vyraz dz" A dxm|):s (pfipadné
dz" ‘azs v kiivkovém integralu) je restrikce 2-formy dz™ A dz™ na plochu
Y, (respektive 1-formy dz" na kiivku 03,). Restrikci 2-formy lze provést
pomoci projektoru

A(%{%) da A dg, (7.27)
pricemz v blizkosti x, mizeme v nejvyssim fadu aproximovat g—z ~a" a
% ~ b™. Tzn.

dz" A da™|, ~ 24" dandB . (7.28)
Dostavame tak

s Ty |, = =R, a"b™ /da AdS (7.29)

s

Dosazenim vztahti pro Iy, Il1yF a M) do rozvoje (7.22) (piicems
diky ws(1) = zo je sH(UﬂT:l = 0), dostavame

Ly _, =6 —Sa™b" Ry, +0(s%), (7.30)

kde S = fz da df. Prejdeme-li od soufadnic zpét k tenzorovym veli¢inam,
miizeme psat

I.(1) = 6 — S R(a,b) + O(s*) , (7.31)

Tim jsme tvrzeni (7.16) dokézali. n
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Kapitola 8

Kovariantni vnéisi
derivace

V této sekci zobecnime vnéjsi kalkulus z kapitoly 4 — operaci vnéjsiho
soucinu a vnéjsi derivace — na obecnéjsi tenzorové objekty. Tento ma-
teridl je pomérné pokrocily a je mozné ho vynechat. V dalsim textu
se sice na zde zavedené operace budeme odvolavat, vzdy ale jen jako
na alternativni zpusob zapisu vét a vyrazi, které primarné zapiseme
jinak.

Uziti kovariantni vnéjsi derivace mutze zkratit leckteré vyrazy v
riemanovské geometrii, jeji hlavni uplatnéni je vSak az v kontextu
vektorovych bundli. V tomto kontextu je zavedeni kovariantni vné;jsi
derivace velmi prirozené a pfimocaré. Zavedeni kovariantni vnéjsi de-
rivace na tec¢nych prostorech je pouze aplikace obecného konceptu
ve specialni situaci, kdy vektorovym bundlem je tenzorovy prostor
TfM . V tento okamzik vSak nemame jesté vybudovanu teorii fib-
rovanych prostori a proto se zaméiime pouze na teéné kovariantni
vnéjsi derivace.

8.1 Tenzor-zna¢né antisymetrické formy

Nasim cilem je rozsifit vnéjsi kalkulus definovany pro antisymetrické
formy, tj. pro antisymetrické tenzory typu AP M = Tg]M , na ten-
zory, které vedle antisymetrickych indext maji jesté da[éi tenzorovou
strukturu. Budeme tedy mluvit o tenzor-zna¢nych antisymetrickych
forméch typu (k, () stupné p — tenzorech z prostoru A?® T¥ M, tj. ten-
zorech typu (k, [ + p), které maji p antisymetrickych kovariantnich in-
dext. Jinak feceno, budeme uzivat antisymetrické p-formy, které maji
navic k kontravariantnich a [ kovariantnich indext. Pro tyto tenzor-
znacné p-formy zavedeme vnéjsi soucin a vnéjsi derivaci cinkujici na
antisymetrické indexy a ‘ignorujici’ dodate¢nou tenzorovou strukturu.

Navrzené koncepce je jasné, nese s sebou vSak problémy s ozna-
¢enim. Pouzivané objekty mohou byt pomérné slozité a mize dojit k
nejasnostem, které tenzorové indexy odpovidaji antisymetrické formé
a které dodatec¢né tenzorové struktuie. Naptiklad tenzor wg, ...q, mtze
byt chapan jako p-forma z AP M ¢i (0,1) znaénd (p — 1)-forma z pro-
storu AP 1@ TY9M. Abychom byli schopni tyto interpretace odlisit,
zavedeme oznaceni:

8-1
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Definice D8.1 (Tenzor-zna¢né antisymetrické formy)
Antisymetrickou tenzor-znaénou formou typu (k, 1) stupné p nazgvame
tenzor z prostoru Tl’j_pM , ktery je antisymetricky v p kovariant-
nich indexech. Tyto indexy budeme nazyvat formové. Rozdéleni na
p formovych indext a zbyvajici £ a [ indexti budeme indikovat
nasledovne:

ai...ag
MN1..MNpa1...0

w

Alternativné, pokud nebude hrozit nedorozuméni a struktura do-
date¢nych indext bude jasné z kontextu, budeme dodateéné indexy
zcela vynechavat:

wnl...np . o
PozNAMKA
Jak jiz bylo feCeno, jeden a tyz tenzor muze byt chapan rtzné. Napriklad tenzor
Al = A[szbc] Ize chapat jako vektor-zna¢nou 3-formu A7, . nebo jako tenzor-

znacnou 2-formu typu (1,1) — nabizeji se hned t¥i moznosti Ay,  nebo A,

nebo A7, .. Dalsi moznost je 1-forma typu (1,2) (napf. AL, ) a koneéné A7, —
0-forma typu (1, 3).

Tenzor-znacéné formy typu (k,!) mizeme chapat jako antisymet-
rické formy, jejichZ soufadnice jsou tenzory typu (k,l). Obdobné k
rovnice (4.6) miZeme psét

b... __ b... ni np
wal...ap c... _wnl...np c... eal eap
= b... _ni np 8.1
- Z wnl...np(z.._ eal/\'--/\eap s ( )

1<n; < <np<d

kde {e’} je baze v kotecném prostoru T9 M.

Rozliseni na formové a dodatecné tenzorové indexy neméni vy-
znam samotného tenzoru. Jedna se pofad o tentyz tenzor. Rozliseni
na dva typy indext vSak muze ovlivnit operace, které s danym tenzo-
rem budeme provadét. Na tenzor-znacné formy nyni totiz zobecnime
bézné operace s antisymetrickymi tenzory s tim, Ze tyto operace bu-
dou ‘ignorovat’ dodatecné indexy — budou pracovat pouze s indexy
formovymi. Rozlisenim indexd na dvé skupiny mizeme tedy ovlivnit,
jak se tenzor ‘G€astni’ riznych operaci.

Prvni takovou operaci je vnéjsi soucin. Vnéjsi soucin se na tenzor-
znacnych antisymetrickych formach definuje presné stejné jako v ka-
pitole 4 s tim, Ze tento soucin bude ignorovat dodate¢nou tenzorovou
strukturu.

Definice D8.2 (Vnéjsi nasobeni)
Necht w’/ € AP ® lej M, j=1,...,n, jsou tenzor-zna¢né antisymet-
rické formy stupnt p; typu (k;, ;). Vnéjsi soudin w! Aw? A+ Aw”
téchto forem je tenzor-znac¢né antisymetricka forma w stupné p =
p1+--+pn typu (k1) = (k1 + -+ + kn,l1 + - - - + 1) dand antisy-
metrizaci tenzorového soudinu forem w’ ve formovych indexech.

|
w=w A AWt = Alw! - w™) .
pil-- - pal

Ptesnéji, pomoci indext mé definice tvar

|
_ p: wl bi.. __ . ..n .. b
-Ck ap]...cp

p1|pnl l[ai...|ei..]

verze 2.02 (2013-12-09)
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8.2 Kovariantni vnéjsi derivace

Vnéjsi kalkulus pro antisymetrické formy ma velky vyznam zejména
proto, Zze vnéjsi derivaci d miZeme zavést i bez znalosti kovariantni
derivace ¢i jiné dodatecné struktury. Toto jiz neni pravda pro vnéjsi
kalkulus s tenzor-zna¢nymi antisymetrickymi formami. V tomto pfi-
padeé lze zavést vnéjsi derivaci pouze s pomoci silnéjsi struktury, ktera
urci, jak zachéazet s dodatecnymi tenzorovymi indexy. Touto silnéjsi
strukturou je kovariantni derivace. Zavedeme tedy tzv. kovariantni
vnéjsi derivaci, kterd na formovych indexech funguje jako obycejna
vnéjsi derivace a na dodatecnych indexech jako derivace kovariantni.
Definice D8.3 (Kovariantni vnéjsi derivace)
Kovariantni vnéjsi derivace ¥d (asociovana s kovariantni derivaci V)
je zobrazeni z prostoru antisymetrickych tenzor-znacnych p-forem
do prostoru tenzor-zna¢nych (p 4+ 1)-forem stejného typu spliiujici
nasledujici vlastnosti:

¥d : Sect(AP® T} M) — Sect (AP @ Ty M),

Vd(aa+rB) =Vda +rVdg3, reR, (1)
daAB)="daAB+ (1)’ aAYdS, (ii)
Vdo = do pro o€ APM, tj.kI1=0, (iii)
VdA=VA pro Ac%FM, tj.p=0. (iv)

prow € APM a o € AIM.
P1i pouziti tenzorovych indexti budeme vysledek vnéjsiho deri-
vovani zapisovat Vd, w,, br--br_ Jeho slozky budeme oznacovat

c.@pCi ...
by...by
@pCr...Cp° o

Vd, Wa,
Tato definice urcuje jiz vnéjsi derivaci jednozna¢né. Vskutku, uzi-

jeme-li rozpis do soufadnic (8.1), definice D8.3 dava
dw =

Z Vwn,.m, A dz™ A--- A da™ (8.2)

ny<---<np
pfipadné s tenzorovymi indexy

b.. _
1.--Q@p C...

Z Vae@nyom, o Adg @™ A A d, a"r. (8.3)

daowa ,,.TLP C...
ny<---<np
Zde n,.....n, jsou soufadnicové indexy. Objekty w,, b vsak nejsou
skalarni funkce (jak tomu je u komponent antisymetrické formy), ale
tensory typu (k,[) — zbyvaji jim neformové abstraktni indexy a,s.....
Analogicky vyraztim z predchozi kapitoly muZzeme vyjadiit ko-
variantni vnéjsi derivaci ¢isté pomoci prislusné kovariantni derivace.
Tentokrat uvedeme vztah v plné obecnosti — pro kovariantni derivaci
s obecné nenulovou torz{ (srovnej s marginalii M7.7).
Véta V8.1 (Yd pomoci V)
Necht V je libovolna kovariantni derivace s torzi T. Pak kovari-
antni vnéjsi derivace p-formy w typu (k,1) lze vyjadfit pomoci V
nasledovne:

Vd b... __
w =
ao~aj...apc...
_ b... n b...
- Vao A wal...ap c... + Ta,oa,l A wna;;...ap c...

_ b... +1 b...
- (p + 1) V[aowal...ap]c... + (;02 )T£0a1w|n|a3.,.ap] c...
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MS8.1 Vnéjsi kalkulus na n-adovych slozkach

Vnéjsi kalkulus zobecnény na tenzor-znacné
formy se ¢asto pouZivd v n-ddovém forma-
lismu. V pfipadé, Ze mame na varieté v kaz-
dém bodé zvolenou n-adu {e;} a k ni dudlni
bazi {e’}, mizeme zobecnit vn&jsi kalkulus na
tenzor-znacné formy jednodussim zpusobem.
Dodate¢nych tenzorovych indext se zbavime
tak, ze je vyjadiime vzhledem ke zvolené n-
adé, tj. ze budeme pocitat s n-adovymi sloz-
kami. Misto p-formy w,, o . typu (k,l) pak
budeme mit soubor antisymetrickych p-forem
Wa,..a, b Eislovanych indexy b,c=1,...,n.
Jelikoz se jedna jiz o obycejné antisymetrické
formy, mizeme na né aplikovat bézné operace
vnéjsiho kalkulu. Samozfejmé, pfi zméné n-
ady se tetradové slozky méni a budou se ménit
i nase antisymetrické formy w, o b,
Takto zobecnény vnéjsi kalkulus na tenzor-
znacné formy vsSak je jen specialni pfipad na-
Seho obecného pfistupu. Je zfejmé, ze u vnéj-
§tho soucinu je cesta pres zavedeni n-adovych
slozek jen jiny zpisob jak Fici, ze vnéjsi soucin
‘ignoruje’ dodatecné tenzorové indexy. Pro-
blematickd operace je vnéjsi derivace. V na-
Sem formalismu odpovida vnéjsi derivovani
tetradovych slozek specidlni volbé kovariantni
vnéjsi derivace. Staci zvolit kovariantni vnéjsi
derivaci ®d asociovanou s n-ddovou vnéjsi de-
rivaci 8. Jelikoz @ anihiluje n-ddové vektory,
ptsobi ®d pravé jen na n-adové slozky. Ne-
boli, vnéjsi derivace n-adovych slozek je rovna
n-adovym slozkdm kovariantni vnéjsi deri-
vace 0:

b
aj..apc...

g w

r,..)eb.“es el

1...Qp S... T c

= (da,wq
(Slozky Wa,..a,s.. Jsou zde samoziejmeé vyja-
dfeny vzhledem k bézi e;.)

Specialné, jelikoz n-adova slozka v hornim in-
dexu jednotkového tenzoru je pfimo 1-forma
béze, 8% = e’,, vztah pro torzi z lemmatu
V8.2 vede na vztah (ii) lemmatu V7.11

oy = dg0y = (daejb) e/ .
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= > (-1)'Va,wa, a2
0<k<p ~—~

mimo aj

k+Il+1 n b...
+ E (_1) Takalwnal...ap c...
0<k<i<p N

mimo ay,, a;

O
Specidlng, pro p = 0, 1,2 dostdvame vztahy analogické rovnici (7.12).
Vdo AL = VoA,
YdaVp = VaTes  — VoYas + Tab s »
YdaOpe. =VaOpes + Voo o0 + Voo,

n ... n r... n ...
+Tbca-nas. +Tcaanbs. +Tabancs...'

(8.4)

Lehce nahlédneme, ze pro kovariantni derivaci bez torze je kovariantni
vnéjsi derivace (az na numericky faktor) antisymetrizaci kovariantni
derivace ve formovych indexech

Vdw =VAw, tj.

vdaowalmap ? = (p + 1) V[aowal.“ap] lc7 (8 5)
= Y () Vawa, 4, 2
0<k<p —~—

mimo ay,

Pomoci kovariantni vnéjsi derivace mizeme napsat explicitni vzo-
rec pro torzi prislusné kovariantni derivace. Aplikaci druhého vztahu
z (8.4) na jednotkovy tenzor chipany jako 1-forma typu (1,0) dosta-
neme
Lemma V8.2 (Torze pomoci vd)

n _ v n
Tbc - da(sb ’

kde T je torze kovariantni derivace V. 0

8.3 Operator krivosti a Bianchiho iden-
tity

Pfi porovnani definic obycejné vnéjsi derivace D4.3 a kovariantni
vnéjsi derivace D8.3 vidime, ze pro kovariantni vnéjsi derivaci ne-
mame analogii vztahu d dw = 0. Vskutku, druha kovariantni vnéjsi
derivace neni obecné nulova. Pfesto vSak pro ni plati specidlni vztah.
Ukazuje se, ze YdVd A sice neni nulové, ale chova se ultralokalné, tj.
lze reprezentovat tenzoroveé.
Véta V8.3 (Druha kovariantni vnéjsi derivace)
Meéjme kovariantni derivaci V s Riemannovym tenzorem R a s ni
asociovanou kovariantni vnéjsi derivaci ¥d. Pak piisobeni druhé ko-
variantni derivace na tenzorové pole A chapané jako tenzor-zna¢na
0-forma je ddno operatorem kiivosti Rgp, tj. jde o pseudoderivaci
charakterizovanou Riemannovym tenzorem:

vy Vv, k... _ k...
d,"dy, A = Rap A7
Obecnéji, pusobeni na tenzor-zna¢nou p-formu w lze zapsat

©,tji.  Ydd=RA .
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M8.2 Kiivost pomoci vnéjsi derivace
Vyraz z véty V7.26 lze zapsat pomoci vnéjsi
kovariantni derivace nasledovneé:
Rap*i = Rap®1 +¥d, Ty, + T, AT,
Zvolime-li za jednu z derivaci soufadnicovou
derivaci 8, dostaneme (viz lemma V7.27)
Rabkl = adarlfl + I‘akrfv, A FI;’I s
kde rozdilovy tenzor I hraje roli tenzor-
znacné 1-formy potencidlu. Zapis v tomto
tvaru je obvykly zejména v analogickych vyra-
zech pro kiivost kovariantnich derivaci na vek-
torovych bundlech.
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Zde pod Rgp A w, | chidpeme operaci, ktera se chova jako vnéjsi
nasobeni ve formovych indexech a,b,c,.. a jako operator kiivosti
v dodatec¢nych tenzorovych indexech k,1..... O
DUkAz:
Zacnéme druhou vnéjsi derivaci tenzorového pole A. Pomoci vztaha 8.4
muzeme postupné psat
Y,y AL = VoV, AL -
=V Vp Al =V Vo AL + Tay VR AL
coz je podle véty V7.23 presné akce operatoru k¥ivosti Ras A
Obecnou tenzor-zna¢nou p-formu w,. ;' miZeme vidy napsat jako sou-
Eet &lentt v soudinovém tvaru o, AJ. Druha vnéjsi derivace takovych
¢lend lze upravit

¥dvd(Aa) = ¥d(A(da) + (Ya4) A a)
=VAAda+ Adda + (YdYdA) Aa — VA Ada (8:6)
= (Yd"dA) Aa =RA Aa.

Zde jsme uzili vsech vlastnosti kovariantni vnéjsi derivace z definice D8.3,
identity dd = 0 a pravé dokazaného vztahu (*). Platnost YdVdw = R A w
pro obecnou formu w pak plyne z linearity. n

V feci kovariantni vnéjsi derivace maji pak Bianchiho identity tvar
Véta V8.4 (Bianchiho identity pomoci vnéjsi derivace)
Bianchiho identity z véty V7.28 lze zapsat nasledovneé:

R, N0, =Vd, T, (Bianchi 1)
YdaRp:. = 0. (Bianchi 2)
o

V prvni identité operator kiivosti R (definice D7.22) ptsobi pouze
na index n. Toto pisobeni je podle (7.13) ddno pfimo Riemannovym
tenzorem. Vyraz na levé strané je tak v podstaté Riemanniv tenzor
s operaci A mezi prvnimi dvéma a tfetim spodnim indexem. To vSak
nelze rozumné zapsat pomoci znaménka A a pokud bychom chtéli
prepsat levou stranu explicitné pomoci Riemannova tenzoru R, museli
bychom si pomoci antisymetrizaci podle definice D4.2:

Ry A0 = 3R,," (8.7)

ab ]

V druhé Bianchiho identité nesmime zapomenout, ze operator kii-
vosti R je pseudoderivace, ktera ptisobi doprava na libovolné tenzo-
rové pole (véta V7.23). Vyrazu YdR z Bianchiho identity je nutno
rozumeét tak, ze vnéjsi derivace v ném pusobi pouze na R, tj. pouze
na Riemantv tenzor R, ze kterého lze R ‘poskladat’. Mohli bychom
psat VdR = tens[Vd R]. Identita YdR = 0 je tedy ekvivalentni identité
pfimo pro Riemantiv tenzor

Yd, R,.", =0. (8.8)
Vidime, ze diky druhé Bianchiho identité se operator kfivosti R chova
vici kovariantnimu vnéjsimu derivovani jako konstanta:

vda (Rbc A;v) = Rbc A vd'a,‘4;v ’

8.9
vda (Rbc A wc;») = Rbc A vd w - ( )

a%*ec...l...

Upozornéme v8ak znovu (viz vétu V8.3), Ze zde R piisobi na Vd A také
jako pseudoderivace a to v neformovych indexech; naopak, operace A
bere v tivahu pouze formové indexy.
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DUkAz: (VETA V8.4)
Prvni Binachiho identita vyplyva z rovnosti rozpisi druhé vnéjsi derivace
jednotkového tenzoru Vd,Vd,d. pomoci lemmatu V8.2 a pomoci véty
V8.3.

Druhéd Binachiho identita plyne z ‘asociativity’ vnéjsiho derivovani.
Treti derivace libovolné tenzor-znac¢né formy w lze totiz rozepsat podle
véty V8.3 pfi pouziti razného ozavorkovani dvéma zpusoby

¥d(Yd¥dw) = Yd(RAw) = (YdR) Aw + R A (Ydw)

¥avd(Ydw) = RA (Ydw) .
Odtud okamzité dostavame YdR = 0. =
Nyni ukazeme, ze Bianchiho identity ve tvaru véty V8.4 jsou ekvi-
valentni jejich standardni tenzorové reprezentaci z véty V7.28.
DUKAz: (VETA V7.28)
Rovnice (8.7) ukazuje, Ze leva strana obou prvnich Bianchiho identit je az

na trividlni faktor stejnd. Vyraz VdT na pravé strané lze rozepsat pomoci
véty V8.1

Yd,Tie =V, A Toe + Tap AT .

Nahrazenim vnéjsiho nasobeni antisymetrizaci a uzitim antisymetrie torze
dostaneme pravou stranu prvni Bianchiho identity véty V7.28.

Jiz jsme fekli, ze VAR = 0 je ekvivalentni vyrazu (8.8). Pokud vyjadiime
vnéjsi derivaci pomoci kovariantni derivace (véta V8.1), dostaneme

0="d,Rp.", = Vo ARy.", + Ty ANR,..",

Opét nahrazenim vnéjsiho nasobeni antisymetrizaci nasobeni tenzorového
a uzitim antisymetrie Riemannova tenzoru v prvnich dvou indexech dosta-
neme pravou stranu ptivodniho tvaru druhé Bianchiho identity. ™

verze 2.02 (2013-12-09)
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Kapitola 9

Metricka kovariantni
derivace
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Kapitola 10

Derivace hustot a
integralni véty

Nyni navazeme na latku vylozenou v kapitole 5. Zde byly zavedeny
integrovatelné hustoty, hustotni duél a definovali jsme integrovani ten-
zorovych hustot a forem. V nasledujicich kapitolach jsme zavedli dalsi
geometrické struktury jako je metricka a kovariantni derivace. Mame
tak pripravené prostiedky pro definici diferencialnich operatort ptiso-
bicich na rizné typy tenzorovych hustot a pro formulaci integralnich
vét — zobecnéni Gausovy a Stokesovy véty.

10.1 Diferencialni operatory divergence a
rotace

V euklidovském tfidimenionélnim prostoru jsou velmi uzite¢né vekto-
rové diferencidlnich operatory grad, div a rot. Tyto operatory hraji
klicovou roli ve formulaci integralnich vét. Pomoci hustotniho dualu
muzeme definovat analogie téchto vektorovych operatort pusobicich
na vhodné tenzorové hustoty a antisymetrické formy. Ukazuje se, ze
takto definované operatory divergence div a rotace rot nepotiebuji
dodatec¢nou geometrickou strukturu. Jak operator div, tak rot jsou
totiz modifikaci vnéjsi derivace pomoci operace hustotniho dualu. Di-
vergence div neni nic jiného nez operace dudlni k vnéjsi derivaci a
rotace rot je dana hustotnim duélem vnéjsi derivace.
Definice D10.1 (Divergence a rotace)

Pro tenzorovou hustotu o € Sect AP M stupné p + 1 definujeme

divergenci div o € Sect AP M nésledovné:

diva =*d*a . (divergence)

Podobné definujeme rotaci rét w € Sect A% M antisymetrické formy

w € AP M vztahem

rotw = "dw . (rotace)
(o)

PozNAMKA
Operator divergence se v literatufe zavadi s riznou znaménkovou konvenci. Zde

zvolend konvence vede k jednoduchému tvaru Gaussovy véty. V aplikacich za-
méfenych na antisymetrické formy (a k nim duélni tenzorové hustoty) se Castéji

10-1
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zavadi operator § liSici se pfi akci na tenzorovou hustotu stupné p 4+ 1 znaménkem
da = (—1)P*1 div c. Jelikoz symbol § mame jiz znaéné pretizeny, zavedeme alter-
nativni znaceni d-a = —da. Pomoci abstraktnich indext budeme tento operator
psat dpa™®1%p. Oznaceni divergence formalni kontrakci d-a je motivovano
vyrazem pro divergenci pomoci kovariantni derivace — viz vétu V10.9 nize.

PozZNAMKA

Operator rotace rot se pro formy vyssiho stupné v obecné dimenzi vétsinou ne-
zavadi. Zde uvedend definice zobecnuje standardni operator rotace z tfidimen-
zionalniho euklidovského prostoru tak, aby pro néj platilo zobecnéni Stokesovy
véty, viz véta V10.15. Vinka pouzitd v oznaceni tohoto operatoru zduraznuje, ze
vysledkem je tenzorova hustota. V definici D10.2 totiz jesté zavedeme rotaci rot
jejiz vysledek je antisymetricka forma.

Diky vlastnostem hustotniho duédlu a vnéjsi derivace okamzité do-
stavame:
Lemma V10.1 (Vlastnosti divergence a rotace)
Pro libovolnou tenzorovou hustotu a € Sect AP M a antisymetric-
kou formu w € AP M plati

divdiva =0,

divrotw =0. o

V kapitole 6 jsme pomoci metrické struktury zavedli Hodgetv dual
(definice D6.14). Ten ndm umozni definovat diferencidlni operatory
i na objektech, které nemaji charakter hustot. Konkrétné mizeme
zavést operatory div a rot pulsobici na antisymetrickych formach,
davajici jako vysledky opét antisymetrické formy.

Definice D10.2 (Divergence a rotace antisymetrickych forem) M10.1 Vektorové operatory pro d = 3

Divergence a rotace na antisymetrickych forméach jsou definované
vztahy:

divw = (signg)(—1)P4P) *d*w ,

pro we AP M, divwe APM
rot w = (signg)(—1)?*P *dw ,

pro we A*PIM | rotwe APM .

Zde d je dimenze variety. o

PozNAMKA
Obdobné jako pro divergenci na tenzorovych hustotich zavedeme na forméach
oznaceni pro divergenci s alternativni znaménkovou konvenci

dw=—-6w=(-1)Pdivw pro we€ APTIM .

Operator § se nazyva ko-derivace.

Neprehledné znaménko v téchto definicich se zjednodusi, pokud si uve-
domime, e inverze k Hodgeovu dudlu * je pravé (signg)(—1)P(¢» *,
Vztahy pro oba operatory muzeme pak prepsat v alternativni formeé:
Lemma V10.2 (Divergence, rotace a Hodgeuv dual)

“divw = d*w,

*rotw = dw . O

DUKAzZ:
Viz lemma V6.5 a definici D10.2. ™

Préavé zavedené operatory jsou analogické operatorim definova-
nym v definici D10.1 pomoci hustotniho dudlu. Plati totiz

verze 1.03 (2013-12-09)

V tfidimenzionalnim prostoru s riemanovskou
metrikou se definuji operatory divergence a ro-
tace pro vektorova pole. Vyuzitim identifikace
vektort a 1-forem muzeme tyto operatory za-
vést nasledovné:
diva =tdivla = "*d*’a,
rota =‘rot’a =% d’a.
Pomoci hustotniho dualu maji tyto operace
tvar
diva = g div(g"?a) = g ¥**d*(g"a) ,
rota =g ”rot’a =g d’ .

Déle se zavadi gradient skalarni funkce
grad f = 'df

a Laplacetv operator skalarni funkce a vekto-
rového pole

Af=—divgrad [,

Aa = —graddiva + rotrota .
Pii pouziti konvence automatického snizovani
a zvySovani indexi jsou tyto operatory spe-

cidlnim pripadem operatorti zavedenym v de-
finicich D10.2 a D10.3.
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Lemma V10.3 (Vztahy pro divergence a rotace)
Divergence a rotace antisymetrické formy w € AP M lze vyjadfit
pomoci divergence a rotace definovanych pomoci hustotniho dualu

divw =g 2 bdiv(gl/Q fw) = g2 qr (91/2 ﬁw) ’

rotw=g?’ rétw =g »?"*dw . O
DUKAz:
Oba vztahy se dostanou pomoci lemmatu V6.5 a porovnanim definic D10.1
a D10.2. n

Dale definujeme tzv. vnéjsi Laplacetv operator:
Definice D10.3 (Vnéjsi Laplaceuv operator)
Méjme varietu M dimenze d s metrikou g. Vnéjsi Laplaceliv operator
(nazyvany téz de Rhamiv—Laplaceiiv operdtor) pisobici na antisy-
metrickych formach stupné p definujeme

Aw = —(signg)(—1)*(*d *dw + (-1)*d *d *w) . o

Pomoci definice D10.2 mizeme prepsat vnéjsi Laplaceav operator v
alternativnich formach

Aw = (-1’ (divdw — ddivw)
= (=1)Pddivw + (signg)(—1)P* Y rot rot w
=—ddw-ddw=[d-dJ?w
=ddw+ déw=[d+d6]*w,

(10.1)

kde jsme vyuzili dd = d-d- = 0.

Poznamenejme, ze vnéjsi Laplaceiv operator se v obecnosti lisi
od Laplaceova operatoru definovaného pomoci kovariantni derivace —
viz vétu V10.13 nize.

10.2 Kovariantni derivace integrovatelnych

hustot

V kapitole 7 jsme zavedli kovariantni derivaci, pomoci které mtzeme

zkoumat zmény obecnych tenzorovych poli. Obdobné mizeme zavést

kovariantni derivaci na integrovatelnych hustotach. V analogii s defi-

nici D7.4 (viz téz vétu V7.1) definujeme

Definice D10.4 (Kovariantni diferencial na hustotach)
Kovariantni diferencidl Va integrovatelné hustoty a € ¥ M vahy w
je tenzorova hustota z 9 M spliujici

Vn(a + rb) =Vn,a+1rV,b, (linearita)
Vn (ab) = (Vna) b+a (an) , (Leibniz)
Vnf=dnf, (ptisobeni na funkce)

kde f je funkce, a, b integrovatelné hustoty obecnych vah a r € R.
Kovariantni derivace Vya ve sméru v je pak dana ztzenim vekto-
rového pole v s kovariantnim diferencidlem Va

Vya=v"V,a. o

verze 1.03 (2013-12-09)
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Lemma V10.4 (Derivace mocniny)
Kovariantni diferencal mocniny hustoty a je

Va¥ =wa* 1 Va. O
DUKAZ:

Dokéaze se obdobnym zpusobem jako vzorec pro derivaci mocniny funkce
uzitim Leibnizova pravidla a faktu, Ze na funkcich se kovariantni derivace

chova jako gradient. =
Cvi¢ent C10.1
Ukaite! v

Kovariantni derivace na integrovatelnych hustotéch neni dana jed-
nozna¢né. Prostor vSech kovariantnich derivaci na hustotach lze vy-
Setfovat stejnymi prostiedky jaké jsme pouzili v kapitole 7 pfi zkou-
mani prostoru kovariantnich derivaci na teénych tenzorovych prosto-
rech. Rozdil dvou kovariantnich derivaci je pseudoderivace typu (0, 1)
ptisobici na integrovatelnych hustotach (viz definici D2.4 pfimodcate
roz§ifenou na prostor integrovatelnych hustot). Analogicky vété V2.4
lze akce pseudoreivace na hustoté vahy w vyjadrit pomoci akce psu-
doderivace na hustoté vahy 1:

Lemma V10.5 (Pusobeni pseudoderivace na hustotach)
Necht M je pseudoderivace typu (p, ¢) pusobici na integrovatelnych
hustotéch. Jeji ptisobeni na hustotach vahy 1 lze reprezentovat ten-
zorovym polem M € TLM:

Ma=Ma , acFM.
Akce pseudoderivace na hustotu b vahy w pak je
Mh=wMbh , heF°M. o

DUKAZ:

Prvni vztah dostaneme, uvazime-li, ze akce pseudoderivace je ultralokalni.
Pseudoderivace Ma musi tedy jit napsat jako tenzorova operace a diky
tomu, Ze prostor integrovatelnych hustot (v jednom bodé) je jednodimen-
zionalni, dostaneme faktorizaci M a.

Druhy vztah je analogicky vzorci pro derivace mocniny, ktery lze odvodit
pomoci Leibnizova pravidla a faktu, Ze pseudoderivace anihiluje hustoty
vahy 0 (tj. funkce). L]

Dvé kovariantni derivace na integrovatelnych hustotach se tedy
1isi pseudoderivaci typu (0,1), kterd lze charakterizovat 1-formou =.
Konkrétné, pro hustotu a vahy w mame

Va=Va+w~va. (10.2)

Je-li zadana kovariantni derivace jak na tenzorovych polich, tak
na integrovatelnych hustotdch, miZeme definovat kovariantni deri-
vaci ptisobici na tenzorovych hustotach ’:{wf M, tj. na fezech prostori
T;"M ® HY M. Stadl pozadovat, aby vysledna kovariantni derivace
(¢i diferencél) spliiovala standardni vlastnosti kovariantnich derivaci.
Pomoci linearity a Leibnizova pravidla pak mtzeme akci kovariantni
derivace na tenzorovych hustotach redukovat na derivaci na prostych
tenzorech a prostych hustotach.

V kapitole 5 jsme vSak ukézali, ze prostor hustot HU je na kazdé
orientovatelné oblasti U variety M isomorfni s prostorem totalné an-
tisymetrickych forem A?U. Diky tomu mtizeme indukovat kovariantni

verze 1.03 (2013-12-09)
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derivaci na hustotich z kovariantni derivace na te¢nych tenzorech —
staci pozadovat, aby jeji akce byla ekvivalentni odpovidajici akci na
totalné antisymetrickych forméch.

Isomorfismus zprostiedkujici pfechod od hustot k formam je ur-
¢en tenzorem orientace &€ zavedenym v definici D5.18. Akci kovariantni
derivace na hustoty mtzeme tedy zavést pozadavkem, aby tenzor ori-
entace byl kovariantné konstantni:

Definice D10.5 (RozSifeni kovariantni derivace na hustoty)
Méjme na varieté M kovariantni derivaci V. Jeji rozsifeni na inte-
grovatelné hustoty obecné vahy musi splinovat

Vve=0,
kde € je tenzor orientace. °
POzZNAMKA

Jelikoz podminka V& = 0 nezavisi na zméné znaménka tenzoru orientace, definice
neni zavisla na volbé orientace. Neni potfebna ani orientovatelnost variety, jelikoz
je dostate¢né vyzadovat platnost podminky pouze lokalné, na orientovatelnych
oblastech.

Obdobné rozsifime i akci pseudoderivace
Definice D10.6 (RozSifeni pseudoderivace na hustoty)

Méjme na varieté M pseudoderivaci derivaci M. Jeji rozsifeni na
integrovatelné hustoty obecné vahy musi spliovat

kde € je tenzor orientace. °

Véta V10.6 (Akce rozsifené pseudoderivace na hustotach)
Méjme pseudoderivaci M, jejiz akce na vektorech je ddna tenzorem
M € T} M, tj. M = tens[M]. Pak rozsifeni pseudoderivace na hus-
toty vahy w splnuje

n
Ma=—-wM, a. o

DUKAZ:

Podminka Mé& = 0 je ekvivalentni podmince M&™ = 0. Vskutku, §67 = al9lg,

¢ili M (ééﬁl) = 0 a pomoci Leibnizova pravidla dostaneme M&™ = 0.

Lokalné miizeme inverzni tenzor orientace &' reprezentovat pomoci
libovolné positivng orientované formy w € A% M jako &' = |w| w™ . Pou-
7itim Leibnizova pravidla dostavame 0 = w™'M|w| + |w|Mw™! a s pomoci
lemmat V1.2 a V1.3 pak muzZeme psat

1 _
M|UJ‘ — _E |(.4)| walA“ad M(A) laj...ayg

1 _ _
_E|w| wa1a2.“ad (lew lnagmad_*_MZ‘zw 1a1nmad+.“)

d a 1 n as...a
_ 1, —lnas...ag __ aq [d] 2 d
- _Ek”’l Wajas...aq Mn w - _d‘w|Mn 5a1a2..4ad

= M o]

Tim jsme dokazali tvrzeni véty pro hustotu vahy 1 tvaru |w|. OvSem v
tomto tvaru lze (lokdlné) zapsat kazda hustota véhy 1. Pro hustoty vahy
w tvrzeni véty plyne z lemmatu V10.5. ™

Dvé kovariantni derivace rozsitené z tecného prostoru na hustoty
se pak lisi o pseudoderivaci indukovanou pseudoderivaci definovanou
na teéném prostoru

verze 1.03 (2013-12-09)
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Véta V10.7 (Vztah dvou kovariantnich derivaci na hustotich)
Méjme kovariantni derivace V a V ligici se pseudoderivaci I cha-
rakterizovanou rozdilovym tenzorem I' Pak rozsifeni na hustoty
véhy w spliuje

@Ea:VeaJrl'ea:VEawa‘e’}La. O

Dulezity priklad rozsifeni kovariantni derivace na hustoty je pfi-
pad soufadnicové kovariantni derivace & spojené se soufadnicemi 7.
Diky tomu, ze d% = ‘ dazt Ao A dxd|, rozsifeni soutradnicové kova-
riantni derivace bude splnovat

ddlz=0, (10.3)
¢ili, pro obecnou hustotu a s komponentou a = «] azi] dostaneme
da = da dz . (10.4)

Komponenty kovariantni derivace tenzorové hustoty pak lze vyja-
dfit pomoci parcidlnich derivaci komponent a Christoffelovych sym-
bolu:

Véta V10.8 (Soufadnice kovariantni derivace tenzorovych hustot)

Necht je kovariantni derivace V charakterizovand vzhledem k sou-

fadnicim 27 slozkami I'/,. Pro obecné tenzorové pole o, které je
, v , . kiks... /2

zéroven hustotou vahy w, s komponentami o;;"*, dostavame

kikaw.. _  _kika... e kiko...
Yl om = Ylgn wl'yeop 2

kl 8’62... k‘z kle...
+ Fne alllg... + Fne alllg... +..

_ e k:lk‘z‘., _ e k:lk‘z‘.. _
Fnll aelg... Fnlg alle... ’
kde ¢arka znadi parcidlni derivovani podle 7. O

Divergence tenzorové hustoty zavedena v definici D10.1 lze jedno-
duse vyjadfit pomoci libovolné beztorzni kovariantni derivace
Véta V10.9 (Divergence pomoci kovariantni derivace)
Pro libovolnou kovarinatni derivaci V bez torze plati

(diV a)al...ap _ Vn aal...a,,n ,
pripadné
da=V «. O

PozNAMKA

Tento vztah divergence ke kovariantni derivaci je motivaci pro oznaceni alternativ-
niho operatoru divergence d-o zavedeného v poznamce k definici D10.1. Nabizelo
by se dokonce uzit pfimo oznaceni V - a.. Znak d ve vyrazech d-aa =V - ¢ (pfi
uziti indexi (d-a)®1%r = d, a™®1% = V,, a™®1-%p) viak zduraziiuje fakt,
ze divergence nezavisi na konkrétni volbé beztorzni kovariantni derivace. Navic,

nalii M10.2.

DUkAz:

Vyjdeme z definice D10.1 divergence, definice D5.19 hustotniho dudlu a
vyjadieni vnéjsi derivace pomoci derivace kovariantni (véta V7.20):

(diva)al,..ap — (*d*a)ayuap _ ﬁ éflalmad dawl*aamg...ad

d—p ~lai...aq *
m € V[apH Qg o...a4)

1 F121--%d 2 by...b
@ ipr Ve T b aga® )

d d]ga1-..a c ...c by...b ...a,
(1) Vap (050 Grierzct qbieben ) = v, @t

verze 1.03 (2013-12-09)

M10.2 Divergence a derivaci s torzi
Pro kovariantni derivaci s torzi se vztah k di-
vergenci mirné komplikuje. Pro p > 1 plati

(diV a)al-l'ap —_ Vk aalu.a,,k

+Tk7:1, aalma,,k

_ (71)172 TLﬂil aaz...ap]kl .
Pro p =0 posledni ¢len vymizi. Pfi alterna-
tivni volbé znamének lze s vyhodou uzit jiné
poradi indext

(d'a)ﬂl*--ai) _ Vk ak:al...a.p

+ Tk"”:’, akar-ap _ gTﬁl a\kl\a;...ap] .

Tyto vztahy odvodime rozkladem kovariantni
derivace na jeji beztorzni ¢ast a pseudoderivaci
determinovanou torzi podle lemmatu V7.15 a
uzitim véty V10.9.
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V zévéru jsme pouzili vlastnosti tenzoru orientace (vztah (ii) véty V5.6) a
antisymetrické jednotky (véta V1.2). n

Uzitim soufadnicové kovariantni derivace dostaneme vyjadreni di-
vergence a rotace pomoci souradnic:
Lemma V10.10 (Divergence a rotace v soufadnicich)
Pro tenzorovou hustotu a stupné p + 1 plati

. ni..n .
(diva) ™" =t (div)
SR — AN1..NpN a o d
t_].lea—O[l p)nm...mdl'.

Pro rotaci antisymetrické formy w stupné d — p — 1 dostaneme

(rotw)™ " = Z 0 Wnpyio..ngmpyr s (rot)

Npt1#NL,...Np

kde hodnoty indexfi ny1a, ..., nq jsou jednozna¢né dany podmin-
kou, Ze jsou rtizné od hodnot indexti ny, ..., ny41 a jsou uspora-
dané podle velikosti, tj. 7,42 < -+ < ng. Znaménko o je znaménko
permutace vSech indexti nq, ..., ng vaci d-tici 1, 2, ..., d. 0
DUKAZ:
Prvni vztah je pfimé uziti souradnicové kovarinatni derivace ve vété V10.9.
Druhy vztah pak plyne ze soufadnicového vyjadfeni vnéjsi derivace (viz
lemma V4.1) a tenzoru orientace (vztah (iv) v lemmatu V5.6). n
Déle se obratme k druhym kovariantnim derivacim hustot.

Véta V10.11 (Operéator kfivosti na hustotéch)
Komutétor druhé kovariantni derivace je dan operatorem kiivosti

Vle — Vle + T]?lvn - Rkl P

ktery na hustotach pisobi jako pseudoderivace — pro hustotu a vahy
w lze psat

Rkla = —WTk O .
Tenzor krivosti ry; derivace V. na H M lze explicitné vyjadrit jako
rp = —dg (o’lVlo) s

kde o je libovolna hustota vahy 1. O

DUKAz:

To ze komutator pusobi na hustotach jako pseudoderivace se dokazuje
stejné jako obdobné tvrzeni platné pro teéné tenzory (lemma V7.21). Akce
operatoru kfivosti na hustoty je pak dana vétou V10.6, kde rx; charakte-
rizuje akci na hustotach vahy 1.

Vyjadfeni tenzoru rg; dostaneme, rozepiseme-li vnéjsi derivaci pomoci ko-
variantni derivace (véta V7.20 ¢i margindlie M7.7), pouzijeme Leibnizovo
pravidlo a pravidlo pro derivovani mocniny:

di(07'Vi0) = Vi (0 'Vi0) — Vi(0 ' Vo) + T 0 ' Vo
=0 (ViVio — ViVio + Ti Vno)
— 0 2((Vr0)(Vi0) — (V10)(Viko))
=0 'Rpio = —7h . ™

Pokud je piisobeni kovariantni derivace na hustotach dédno rozsitenim
derivace z teéného prostoru, dostaneme i rozsifeni tenzoru kiivosti.

verze 1.03 (2013-12-09)

M10.3 Derivace anihilujici hustotu
Podle (10.3) soufadnicova kovariantni deri-
vace anihiluje soufadnicovy objemovy element
dz. Je pfirozené se ptat, zda ke kazdé hus-
toté a existuje kovariantni derivace, ktera ji
anilihuje. Odpovéd je kladni. Necht 8 je li-
bovolna soufadnicova derivace, pomoci které
definujeme 1-formu A = a~'da. Pak beztorzni
kovariantni derivace V lisici se od 0 rozdilo-
vym tenzorem

1
T = g (ORA 07 M)

tj. V = @ + tens[I'], zachovava hustotu a:
Va=0.

Diky Tor[d] = 0 a symetrii I okamzité dosta-
vame torzi derivace V

T=0,

aplikaci vét V10.11 a V10.12 na hustotu a pak
podminku na Riemanniv tenzor

R"n =0. *)

Miuzeme si polozit i opacnou otazku: kdy k
dané beztorzni kovariantni derivaci existuje
hustota, kterd je touto derivaci anihilovéna?
Odpovéd je (alespori lokdlné, na topologicky
jednoduchych oblastech) dédna pravé podmin-
kou (*). Jiz jsme ukdzali, Ze se jednd o pod-
minku nutnou. Pfedpokladejme nyni, ze je
tato podminka splnéna. Podle véty V10.11 tak
pro libovolnou hustotu o vahy 1 mame

d(0™'Vo) =0.

Podle Poincareho lemmatu V4.5 musi (na
topologicky jednoduché oblasti) existovat
funkce, nazvéme ji —log f, takova ze

0 Vo=—dlogf=—f"tdf.

Dostavame tak, ze hustota fo je derivaci V
anihilovana:

V(fo)=0.
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Véta V10.12 (Riemannuv tenzor pusobici na hustotéch)
Pro kovariantni derivaci indukovanou z teéného prostoru je opera-
tor kfivosti dan Riemannovym tenzorem, tj. na hustotach vahy w
ptisobi:

Rklo =—wTrRy 0.

Pﬁpomeflme, 7e ’I‘I’Rkl = Rklnn 0

PozNAMKA
Obdobné jako pro operator kiivosti piisobici na teéném prostoru (viz definice
D7.21 a D7.22 a vétu V7.23) budeme uzivat téz operator

R(a,b) = a*b'Ris = VaV, — VaVp, — V(g ) »
pro ktery plati
R(a,b) o = tens[R(a,b)]o = —w R(a,b)"n 0.

DUKAZ:

Vztahy mezi komutatory a operatory kfivosti kopiruji obdobné vztahy na
te¢ném prostoru — viz definice D7.21, D7.22 a vétu V7.23. Operator kiivosti
na tecném prostoru je pseudoderivace dana Riemanovym tenzorem. Jeji
rozsifeni na hustoty je dano vétou V10.6. n

Nakonec ukazeme vztah mezi Laplaceovym operatorem vytvore-
nym pomoci kovariantni derivace a vnéjsim Laplaceovym operatorem
zavedenym v definici D10.3. Plati
Véta V10.13 (Weitzenbsckova identita)

Mé&jme varietu s metrikou g. Necht V? = g%V, V, je Laplaceiv
operator definovany pomoci metrické kovariantni derivace a A je
vnéjsi Laplacetv operator z definice D10.3. Pro vnéjsi formu w
stupné p plati tzv. WeitzenbGckova identita

_ 2 : n
A"'Ju.l..,ap =-V wal...ap +p Rlcn[a1 w as...ap]

_p(p_l) mn o

2 Rmn[a1a2 w as...ap] *

DUKAZ:

Podle (10.1) k uréeni Aw potiebujeme vy¢islit divd w a d div w. Pouzitim
véty V10.9 a vyjadfenim vné&jsi derivace pomoci kovariantni (véta V7.20)
a vlastnosti antisymetrizace dostaneme

(dinw)al...ap =V"da,Way..apn

P
= (_1)p V2 walmap - Z(_l)kvnvakw ai..apmn -
k=1 v

mimo aj

Obdobné
- k
dal(dlvw)az...ap =da, V Wasy...apn :_;(_1) Va,V ""al. c-@p Mot
mimo ak
Vidime, #e pro Aw = (—1)P"(divdw — ddiv w) dostavame —V? w plus
¢len, ktery budeme dale upravovat:

p

(_l)p Z(_l)kgan [Vavak - Vakva]wal .apm
k=1 N——

mimo ay,

I
T
—
)
S
+
ol
o
3

9" Raa,Way...apn -

mimo ay,
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Zde jsme zaménili komutator beztorzni kovariantni derivace operatorem
kiivosti. Akce operatoru kfivosti na w je soué¢tem ztzeni Riemannova ten-
zoru s kazdym indexem formy w. Rozdélime scitance na ty se ztzenym
indexem pfed a po ‘chybéjicim’ indexu a;, a na sc¢itanec odpovidajici in-
dexu n. Dostaneme

S
e
|
—

£l
Il
—
Il
-

k=11l=k+1

+kpn m +kpn m
(_l)p R ap a; Waj..a_m. apn + g g p R ap a; Waj...
~—~

may;...

mimo a.k mimo ap,

p+k n m
+ E ap n Waj..apm
~——

mimo ay,

kH+H pm n k+l n m
= Z (71) R a; ap Wa .. llpm" + E R ap a wal.”apmn
k, 1 \,_/
1<i<k<p mimo %“L 1<k<l<p mimo ay,a;

P
E ptkps . m
- (_1) Ric ap Wai...apm
k=1 ~—
mimo ak

Zde jsme v prvni sumeé vyuzili symetrii Riemannova tenzoru vic¢i zaméné
prvniho a druhého paru indext a s pomoci antisymetrie w jsme prokomuto-
vali index m na predposledni pozici. V poslednim ¢lenu jsme vedle symetrii
Riemannova tenzoru uzili definic Ricciho tenzoru. Nyni v prvni sumé zamé-
nime indexy m a » a scitaci indexy k a [ a tak s vyuzitim antisymetrie w v
indexech m a n zjistime, Ze obé sumy jsou totozné. Dohromady dostavame:

1
2 Z k-H+ makna, Way.. apmn + Z RlC ap Wmaj...
\V_/
1§k<l§p mimo ak a; mimo aj,
= 72'(17_2)' R a1 a2 Wajs...aplmn — 1 (pil) RlCm @1 ¥ ag..ap] >

pri¢emz jsme pouzili rozpis vngjsiho ndsobeni pomoci antisymetrizace (de-
finice D4.2) a pomoci vztahii z margindlie M4.2. Zbyva ndm tedy dokézat

m n _ mn *
2R a1 a2 Wajs...aplmn = Rmn[a1a2 w az...ap] - ( )

Tento vztah plyne ze symetrii Riemanova tenzoru a prvni Bianchiho iden-
tity (viz véta V7.28) zZené ve dvou indexech s antisymetrickou tenzorem

0= (Rmnab + Rimabn + Rmbna) o™

mn mn
Rynab O - (Rmanb - Rnamb) o .

Uzitim antisymetrie v mn dostaneme tvrzeni (*) a po dosazeni i dokonceni
celého dikazu. -

verze 1.03 (2013-12-09)
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10.3 Integralni véty

Tato podkapitola je nelplnd — obsahuje pouze znéni nékolika podob in-
tegralnich vét bez dalSich komentari. Podkapitola bude ¢asem rozsirena.

Véta V10.14 (Gaussova—Stokesova véta pro formy)
we AT M

[ o= fola

QCM o0

w € AP M, N je podvarieta M dimenze dimN =d —p+ 1

/ d“"’N:/“’|aQ' o

QCN o0

Véta V10.15 (Stokesova véta)
w € A¥PM, N je podvarieta M dimenze dimN =d —p + 1

~ ai...ap-1 75 Aptl...Qq
/ (rotw) "dSNay..ap, = /‘-"apﬂ.,.ad d¥ g .0
QCN oQ

Véta V10.16 (Gaussova véta)
a € Sect XP M, N je podvarieta M dimenze dimN =d—p+1

. a...a r ~
/ (le Ot) 1 }HdSNal...apA = /aal...ap dSaQal...ap .0
QCN o0

PRIKLAD P10.1 (SPECIALNI PRIPADY)
Newtontv vzorec
p = d, v ohrani¢end kfivka v M, dim~y =1, dim9dy =0, f € M

/ dff, = [f1,, (10.5)

Stokesova véta
p=d—1, S ohrani¢ena plocha v M, dim S = 2, dimdS =1, w € A* M

/(r6t w)-dSs = /w -dZ s (10.6a)
S oS

/dw|s :/w|as (10.6b)
S oS

Gaussova véta
p = 1, Q ohraniéen4 oblast v M, dimQ = d, dim 9Q = d—1, a € Sect AL M

/diva = /avd~539 (10.7)

Q 219
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