Kapitola 10

Derivace hustot a
integralni véty

Nyni navdZeme na latku vyloZenou v kapitole 5. Zde byly zavedeny
integrovatelné hustoty, hustotni dual a definovali jsme integrovani ten-
zorovych hustot a forem. V nasledujicich kapitolach jsme zavedli dalsi
geometrické struktury jako je metricka a kovariantni derivace. Mame
tak pripravené prostiedky pro definici diferencidlnich operatoru piso-
bicich na rtzné typy tenzorovych hustot a pro formulaci integralnich
vét — zobecnéni Gausovy a Stokesovy véty.

10.1 Diferencialni operatory divergence a
rotace

V euklidovském t¥idimenionalnim prostoru jsou velmi uzite¢né vekto-
rové diferencidlnich operatory grad, div a rot. Tyto operatory hraji
klicovou roli ve formulaci integralnich vét. Pomoci hustotniho dudlu
muzeme definovat analogie téchto vektorovych operatortu pusobicich
na vhodné tenzorové hustoty a antisymetrické formy. Ukazuje se, Ze
takto definované operatory divergence div a rotace rot nepotiebuji
dodatecnou geometrickou strukturu. Jak operator div, tak rot jsou
totiz modifikaci vnéjsi derivace pomoci operace hustotniho dudlu. Di-
vergence div neni nic jiného nez operace dudlni k vnéjsi derivaci a
rotace rot je dana hustotnim dudlem vnéjsi derivace.
Definice D10.1 (Divergence a rotace)

Pro tenzorovou hustotu o € Sect AP M stupné p + 1 definujeme

divergenci div o € Sect AP M néasledovné:

diva ="d"a. (divergence)

Podobné definujeme rotaci rot w € Sect A%P M antisymetrické formy

w € AP1 M vztahem

rotw = *dw . (rotace)
o

PozNAMKA
Operator divergence se v literatufe zavadi s rtiznou znaménkovou konvenci. Zde

zvolend konvence vede k jednoduchému tvaru Gaussovy véty. V aplikacich za-
méFenych na antisymetrické formy (a k nim dudlni tenzorové hustoty) se Castéji
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zavadi operator § liSici se pfi akci na tenzorovou hustotu stupné p 4+ 1 znaménkem
da = (—1)P*1 div c. Jelikoz symbol § mame jiz znaéné pretizeny, zavedeme alter-
nativni znaceni d-a = —da. Pomoci abstraktnich indext budeme tento operator
psat dpa™®1%p. Oznaceni divergence formalni kontrakci d-a je motivovano
vyrazem pro divergenci pomoci kovariantni derivace — viz vétu V10.9 nize.

PozZNAMKA

Operator rotace rot se pro formy vyssiho stupné v obecné dimenzi vétsinou ne-
zavadi. Zde uvedend definice zobecnuje standardni operator rotace z tfidimen-
zionalniho euklidovského prostoru tak, aby pro néj platilo zobecnéni Stokesovy
véty, viz véta V10.15. Vinka pouzitd v oznaceni tohoto operatoru zduraznuje, ze
vysledkem je tenzorova hustota. V definici D10.2 totiz jesté zavedeme rotaci rot
jejiz vysledek je antisymetricka forma.

Diky vlastnostem hustotniho duédlu a vnéjsi derivace okamzité do-
stavame:
Lemma V10.1 (Vlastnosti divergence a rotace)
Pro libovolnou tenzorovou hustotu a € Sect AP M a antisymetric-
kou formu w € AP M plati

divdiva =0,

divrotw =0. o

V kapitole 6 jsme pomoci metrické struktury zavedli Hodgetv dual
(definice D6.14). Ten ndm umozni definovat diferencidlni operatory
i na objektech, které nemaji charakter hustot. Konkrétné mizeme
zavést operatory div a rot pulsobici na antisymetrickych formach,
davajici jako vysledky opét antisymetrické formy.

Definice D10.2 (Divergence a rotace antisymetrickych forem) M10.1 Vektorové operatory pro d = 3

Divergence a rotace na antisymetrickych forméach jsou definované
vztahy:

divw = (signg)(—1)P4P) *d*w ,

pro we AP M, divwe APM
rot w = (signg)(—1)?*P *dw ,

pro we A*PIM | rotwe APM .

Zde d je dimenze variety. o

PozNAMKA
Obdobné jako pro divergenci na tenzorovych hustotich zavedeme na forméach
oznaceni pro divergenci s alternativni znaménkovou konvenci

dw=—-6w=(-1)Pdivw pro we€ APTIM .

Operator § se nazyva ko-derivace.

Neprehledné znaménko v téchto definicich se zjednodusi, pokud si uve-
domime, e inverze k Hodgeovu dudlu * je pravé (signg)(—1)P(¢» *,
Vztahy pro oba operatory muzeme pak prepsat v alternativni formeé:
Lemma V10.2 (Divergence, rotace a Hodgeuv dual)

“divw = d*w,

*rotw = dw . O

DUKAzZ:
Viz lemma V6.5 a definici D10.2. ™

Préavé zavedené operatory jsou analogické operatorim definova-
nym v definici D10.1 pomoci hustotniho dudlu. Plati totiz

verze 1.03 (2013-12-09)

V tfidimenzionalnim prostoru s riemanovskou
metrikou se definuji operatory divergence a ro-
tace pro vektorova pole. Vyuzitim identifikace
vektort a 1-forem muzeme tyto operatory za-
vést nasledovné:
diva =tdivla = "*d*’a,
rota =‘rot’a =% d’a.
Pomoci hustotniho dualu maji tyto operace
tvar
diva = g div(g"?a) = g ¥**d*(g"a) ,
rota =g ”rot’a =g d’ .

Déle se zavadi gradient skalarni funkce
grad f = 'df

a Laplacetv operator skalarni funkce a vekto-
rového pole

Af=—divgrad [,

Aa = —graddiva + rotrota .
Pii pouziti konvence automatického snizovani
a zvySovani indexi jsou tyto operatory spe-

cidlnim pripadem operatorti zavedenym v de-
finicich D10.2 a D10.3.
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Lemma V10.3 (Vztahy pro divergence a rotace)
Divergence a rotace antisymetrické formy w € AP M lze vyjadfit
pomoci divergence a rotace definovanych pomoci hustotniho dualu

divw =g 2 bdiv(gl/Q fw) = g2 qr (91/2 ﬁw) ’

rotw=g?’ rétw =g »?"*dw . O
DUKAz:
Oba vztahy se dostanou pomoci lemmatu V6.5 a porovnanim definic D10.1
a D10.2. n

Dale definujeme tzv. vnéjsi Laplacetv operator:
Definice D10.3 (Vnéjsi Laplaceuv operator)
Méjme varietu M dimenze d s metrikou g. Vnéjsi Laplaceliv operator
(nazyvany téz de Rhamiv—Laplaceiiv operdtor) pisobici na antisy-
metrickych formach stupné p definujeme

Aw = —(signg)(—1)*(*d *dw + (-1)*d *d *w) . o

Pomoci definice D10.2 mizeme prepsat vnéjsi Laplaceav operator v
alternativnich formach

Aw = (-1’ (divdw — ddivw)
= (=1)Pddivw + (signg)(—1)P* Y rot rot w
=—ddw-ddw=[d-dJ?w
=ddw+ déw=[d+d6]*w,

(10.1)

kde jsme vyuzili dd = d-d- = 0.

Poznamenejme, ze vnéjsi Laplaceiv operator se v obecnosti lisi
od Laplaceova operatoru definovaného pomoci kovariantni derivace —
viz vétu V10.13 nize.

10.2 Kovariantni derivace integrovatelnych

hustot

V kapitole 7 jsme zavedli kovariantni derivaci, pomoci které mtzeme

zkoumat zmény obecnych tenzorovych poli. Obdobné mizeme zavést

kovariantni derivaci na integrovatelnych hustotach. V analogii s defi-

nici D7.4 (viz téz vétu V7.1) definujeme

Definice D10.4 (Kovariantni diferencial na hustotach)
Kovariantni diferencidl Va integrovatelné hustoty a € ¥ M vahy w
je tenzorova hustota z 9 M spliujici

Vn(a + rb) =Vn,a+1rV,b, (linearita)
Vn (ab) = (Vna) b+a (an) , (Leibniz)
Vnf=dnf, (ptisobeni na funkce)

kde f je funkce, a, b integrovatelné hustoty obecnych vah a r € R.
Kovariantni derivace Vya ve sméru v je pak dana ztzenim vekto-
rového pole v s kovariantnim diferencidlem Va

Vya=v"V,a. o

verze 1.03 (2013-12-09)
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Lemma V10.4 (Derivace mocniny)
Kovariantni diferencal mocniny hustoty a je

Va¥ =wa* 1 Va. O
DUKAZ:

Dokéaze se obdobnym zpusobem jako vzorec pro derivaci mocniny funkce
uzitim Leibnizova pravidla a faktu, Ze na funkcich se kovariantni derivace

chova jako gradient. =
Cvi¢ent C10.1
Ukaite! v

Kovariantni derivace na integrovatelnych hustotéch neni dana jed-
nozna¢né. Prostor vSech kovariantnich derivaci na hustotach lze vy-
Setfovat stejnymi prostiedky jaké jsme pouzili v kapitole 7 pfi zkou-
mani prostoru kovariantnich derivaci na teénych tenzorovych prosto-
rech. Rozdil dvou kovariantnich derivaci je pseudoderivace typu (0, 1)
ptisobici na integrovatelnych hustotach (viz definici D2.4 pfimodcate
roz§ifenou na prostor integrovatelnych hustot). Analogicky vété V2.4
lze akce pseudoreivace na hustoté vahy w vyjadrit pomoci akce psu-
doderivace na hustoté vahy 1:

Lemma V10.5 (Pusobeni pseudoderivace na hustotach)
Necht M je pseudoderivace typu (p, ¢) pusobici na integrovatelnych
hustotéch. Jeji ptisobeni na hustotach vahy 1 lze reprezentovat ten-
zorovym polem M € TLM:

Ma=Ma , acFM.
Akce pseudoderivace na hustotu b vahy w pak je
Mh=wMbh , heF°M. o

DUKAZ:

Prvni vztah dostaneme, uvazime-li, ze akce pseudoderivace je ultralokalni.
Pseudoderivace Ma musi tedy jit napsat jako tenzorova operace a diky
tomu, Ze prostor integrovatelnych hustot (v jednom bodé) je jednodimen-
zionalni, dostaneme faktorizaci M a.

Druhy vztah je analogicky vzorci pro derivace mocniny, ktery lze odvodit
pomoci Leibnizova pravidla a faktu, Ze pseudoderivace anihiluje hustoty
vahy 0 (tj. funkce). L]

Dvé kovariantni derivace na integrovatelnych hustotach se tedy
1isi pseudoderivaci typu (0,1), kterd lze charakterizovat 1-formou =.
Konkrétné, pro hustotu a vahy w mame

Va=Va+w~va. (10.2)

Je-li zadana kovariantni derivace jak na tenzorovych polich, tak
na integrovatelnych hustotdch, miZeme definovat kovariantni deri-
vaci ptisobici na tenzorovych hustotach ’:{wf M, tj. na fezech prostori
T;"M ® HY M. Stadl pozadovat, aby vysledna kovariantni derivace
(¢i diferencél) spliiovala standardni vlastnosti kovariantnich derivaci.
Pomoci linearity a Leibnizova pravidla pak mtzeme akci kovariantni
derivace na tenzorovych hustotach redukovat na derivaci na prostych
tenzorech a prostych hustotach.

V kapitole 5 jsme vSak ukézali, ze prostor hustot HU je na kazdé
orientovatelné oblasti U variety M isomorfni s prostorem totalné an-
tisymetrickych forem A?U. Diky tomu mtizeme indukovat kovariantni

verze 1.03 (2013-12-09)
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derivaci na hustotich z kovariantni derivace na te¢nych tenzorech —
staci pozadovat, aby jeji akce byla ekvivalentni odpovidajici akci na
totalné antisymetrickych forméch.

Isomorfismus zprostiedkujici pfechod od hustot k formam je ur-
¢en tenzorem orientace &€ zavedenym v definici D5.18. Akci kovariantni
derivace na hustoty mtzeme tedy zavést pozadavkem, aby tenzor ori-
entace byl kovariantné konstantni:

Definice D10.5 (RozSifeni kovariantni derivace na hustoty)
Méjme na varieté M kovariantni derivaci V. Jeji rozsifeni na inte-
grovatelné hustoty obecné vahy musi splinovat

Vve=0,
kde € je tenzor orientace. °
POzZNAMKA

Jelikoz podminka V& = 0 nezavisi na zméné znaménka tenzoru orientace, definice
neni zavisla na volbé orientace. Neni potfebna ani orientovatelnost variety, jelikoz
je dostate¢né vyzadovat platnost podminky pouze lokalné, na orientovatelnych
oblastech.

Obdobné rozsifime i akci pseudoderivace
Definice D10.6 (RozSifeni pseudoderivace na hustoty)

Méjme na varieté M pseudoderivaci derivaci M. Jeji rozsifeni na
integrovatelné hustoty obecné vahy musi spliovat

kde € je tenzor orientace. °

Véta V10.6 (Akce rozsifené pseudoderivace na hustotach)
Méjme pseudoderivaci M, jejiz akce na vektorech je ddna tenzorem
M € T} M, tj. M = tens[M]. Pak rozsifeni pseudoderivace na hus-
toty vahy w splnuje

n
Ma=—-wM, a. o

DUKAZ:

Podminka Mé& = 0 je ekvivalentni podmince M&™ = 0. Vskutku, §67 = al9lg,

¢ili M (ééﬁl) = 0 a pomoci Leibnizova pravidla dostaneme M&™ = 0.

Lokalné miizeme inverzni tenzor orientace &' reprezentovat pomoci
libovolné positivng orientované formy w € A% M jako &' = |w| w™ . Pou-
7itim Leibnizova pravidla dostavame 0 = w™'M|w| + |w|Mw™! a s pomoci
lemmat V1.2 a V1.3 pak muzZeme psat

1 _
M|UJ‘ — _E |(.4)| walA“ad M(A) laj...ayg

1 _ _
_E|w| wa1a2.“ad (lew lnagmad_*_MZ‘zw 1a1nmad+.“)

d a 1 n as...a
_ 1, —lnas...ag __ aq [d] 2 d
- _Ek”’l Wajas...aq Mn w - _d‘w|Mn 5a1a2..4ad

= M o]

Tim jsme dokazali tvrzeni véty pro hustotu vahy 1 tvaru |w|. OvSem v
tomto tvaru lze (lokdlné) zapsat kazda hustota véhy 1. Pro hustoty vahy
w tvrzeni véty plyne z lemmatu V10.5. ™

Dvé kovariantni derivace rozsitené z tecného prostoru na hustoty
se pak lisi o pseudoderivaci indukovanou pseudoderivaci definovanou
na teéném prostoru

verze 1.03 (2013-12-09)
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Véta V10.7 (Vztah dvou kovariantnich derivaci na hustotich)
Méjme kovariantni derivace V a V ligici se pseudoderivaci I cha-
rakterizovanou rozdilovym tenzorem I' Pak rozsifeni na hustoty
véhy w spliuje

@Ea:VeaJrl'ea:VEawa‘e’}La. O

Dulezity priklad rozsifeni kovariantni derivace na hustoty je pfi-
pad soufadnicové kovariantni derivace & spojené se soufadnicemi 7.
Diky tomu, ze d% = ‘ dazt Ao A dxd|, rozsifeni soutradnicové kova-
riantni derivace bude splnovat

ddlz=0, (10.3)
¢ili, pro obecnou hustotu a s komponentou a = «] azi] dostaneme
da = da dz . (10.4)

Komponenty kovariantni derivace tenzorové hustoty pak lze vyja-
dfit pomoci parcidlnich derivaci komponent a Christoffelovych sym-
bolu:

Véta V10.8 (Soufadnice kovariantni derivace tenzorovych hustot)

Necht je kovariantni derivace V charakterizovand vzhledem k sou-

fadnicim 27 slozkami I'/,. Pro obecné tenzorové pole o, které je
, v , . kiks... /2

zéroven hustotou vahy w, s komponentami o;;"*, dostavame

kikaw.. _  _kika... e kiko...
Yl om = Ylgn wl'yeop 2

kl 8’62... k‘z kle...
+ Fne alllg... + Fne alllg... +..

_ e k:lk‘z‘., _ e k:lk‘z‘.. _
Fnll aelg... Fnlg alle... ’
kde ¢arka znadi parcidlni derivovani podle 7. O

Divergence tenzorové hustoty zavedena v definici D10.1 lze jedno-
duse vyjadfit pomoci libovolné beztorzni kovariantni derivace
Véta V10.9 (Divergence pomoci kovariantni derivace)
Pro libovolnou kovarinatni derivaci V bez torze plati

(diV a)al...ap _ Vn aal...a,,n ,
pripadné
da=V «. O

PozNAMKA

Tento vztah divergence ke kovariantni derivaci je motivaci pro oznaceni alternativ-
niho operatoru divergence d-o zavedeného v poznamce k definici D10.1. Nabizelo
by se dokonce uzit pfimo oznaceni V - a.. Znak d ve vyrazech d-aa =V - ¢ (pfi
uziti indexi (d-a)®1%r = d, a™®1% = V,, a™®1-%p) viak zduraziiuje fakt,
ze divergence nezavisi na konkrétni volbé beztorzni kovariantni derivace. Navic,

nalii M10.2.

DUkAz:

Vyjdeme z definice D10.1 divergence, definice D5.19 hustotniho dudlu a
vyjadieni vnéjsi derivace pomoci derivace kovariantni (véta V7.20):

(diva)al,..ap — (*d*a)ayuap _ ﬁ éflalmad dawl*aamg...ad

d—p ~lai...aq *
m € V[apH Qg o...a4)

1 F121--%d 2 by...b
@ ipr Ve T b aga® )

d d]ga1-..a c ...c by...b ...a,
(1) Vap (050 Grierzct qbieben ) = v, @t

verze 1.03 (2013-12-09)

M10.2 Divergence a derivaci s torzi
Pro kovariantni derivaci s torzi se vztah k di-
vergenci mirné komplikuje. Pro p > 1 plati

(diV a)al-l'ap —_ Vk aalu.a,,k

+Tk7:1, aalma,,k

_ (71)172 TLﬂil aaz...ap]kl .
Pro p =0 posledni ¢len vymizi. Pfi alterna-
tivni volbé znamének lze s vyhodou uzit jiné
poradi indext

(d'a)ﬂl*--ai) _ Vk ak:al...a.p

+ Tk"”:’, akar-ap _ gTﬁl a\kl\a;...ap] .

Tyto vztahy odvodime rozkladem kovariantni
derivace na jeji beztorzni ¢ast a pseudoderivaci
determinovanou torzi podle lemmatu V7.15 a
uzitim véty V10.9.
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V zévéru jsme pouzili vlastnosti tenzoru orientace (vztah (ii) véty V5.6) a
antisymetrické jednotky (véta V1.2). n

Uzitim soufadnicové kovariantni derivace dostaneme vyjadreni di-
vergence a rotace pomoci souradnic:
Lemma V10.10 (Divergence a rotace v soufadnicich)
Pro tenzorovou hustotu a stupné p + 1 plati

. ni..n .
(diva) ™" =t (div)
SR — AN1..NpN a o d
t_].lea—O[l p)nm...mdl'.

Pro rotaci antisymetrické formy w stupné d — p — 1 dostaneme

(rotw)™ " = Z 0 Wnpyio..ngmpyr s (rot)

Npt1#NL,...Np

kde hodnoty indexfi ny1a, ..., nq jsou jednozna¢né dany podmin-
kou, Ze jsou rtizné od hodnot indexti ny, ..., ny41 a jsou uspora-
dané podle velikosti, tj. 7,42 < -+ < ng. Znaménko o je znaménko
permutace vSech indexti nq, ..., ng vaci d-tici 1, 2, ..., d. 0
DUKAZ:
Prvni vztah je pfimé uziti souradnicové kovarinatni derivace ve vété V10.9.
Druhy vztah pak plyne ze soufadnicového vyjadfeni vnéjsi derivace (viz
lemma V4.1) a tenzoru orientace (vztah (iv) v lemmatu V5.6). n
Déle se obratme k druhym kovariantnim derivacim hustot.

Véta V10.11 (Operéator kfivosti na hustotéch)
Komutétor druhé kovariantni derivace je dan operatorem kiivosti

Vle — Vle + T]?lvn - Rkl P

ktery na hustotach pisobi jako pseudoderivace — pro hustotu a vahy
w lze psat

Rkla = —WTk O .
Tenzor krivosti ry; derivace V. na H M lze explicitné vyjadrit jako
rp = —dg (o’lVlo) s

kde o je libovolna hustota vahy 1. O

DUKAz:

To ze komutator pusobi na hustotach jako pseudoderivace se dokazuje
stejné jako obdobné tvrzeni platné pro teéné tenzory (lemma V7.21). Akce
operatoru kfivosti na hustoty je pak dana vétou V10.6, kde rx; charakte-
rizuje akci na hustotach vahy 1.

Vyjadfeni tenzoru rg; dostaneme, rozepiseme-li vnéjsi derivaci pomoci ko-
variantni derivace (véta V7.20 ¢i margindlie M7.7), pouzijeme Leibnizovo
pravidlo a pravidlo pro derivovani mocniny:

di(07'Vi0) = Vi (0 'Vi0) — Vi(0 ' Vo) + T 0 ' Vo
=0 (ViVio — ViVio + Ti Vno)
— 0 2((Vr0)(Vi0) — (V10)(Viko))
=0 'Rpio = —7h . ™

Pokud je piisobeni kovariantni derivace na hustotach dédno rozsitenim
derivace z teéného prostoru, dostaneme i rozsifeni tenzoru kiivosti.

verze 1.03 (2013-12-09)

M10.3 Derivace anihilujici hustotu
Podle (10.3) soufadnicova kovariantni deri-
vace anihiluje soufadnicovy objemovy element
dz. Je pfirozené se ptat, zda ke kazdé hus-
toté a existuje kovariantni derivace, ktera ji
anilihuje. Odpovéd je kladni. Necht 8 je li-
bovolna soufadnicova derivace, pomoci které
definujeme 1-formu A = a~'da. Pak beztorzni
kovariantni derivace V lisici se od 0 rozdilo-
vym tenzorem

1
T = g (ORA 07 M)

tj. V = @ + tens[I'], zachovava hustotu a:
Va=0.

Diky Tor[d] = 0 a symetrii I okamzité dosta-
vame torzi derivace V

T=0,

aplikaci vét V10.11 a V10.12 na hustotu a pak
podminku na Riemanniv tenzor

R"n =0. *)

Miuzeme si polozit i opacnou otazku: kdy k
dané beztorzni kovariantni derivaci existuje
hustota, kterd je touto derivaci anihilovéna?
Odpovéd je (alespori lokdlné, na topologicky
jednoduchych oblastech) dédna pravé podmin-
kou (*). Jiz jsme ukdzali, Ze se jednd o pod-
minku nutnou. Pfedpokladejme nyni, ze je
tato podminka splnéna. Podle véty V10.11 tak
pro libovolnou hustotu o vahy 1 mame

d(0™'Vo) =0.

Podle Poincareho lemmatu V4.5 musi (na
topologicky jednoduché oblasti) existovat
funkce, nazvéme ji —log f, takova ze

0 Vo=—dlogf=—f"tdf.

Dostavame tak, ze hustota fo je derivaci V
anihilovana:

V(fo)=0.
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Véta V10.12 (Riemannuv tenzor pusobici na hustotéch)
Pro kovariantni derivaci indukovanou z teéného prostoru je opera-
tor kfivosti dan Riemannovym tenzorem, tj. na hustotach vahy w
ptisobi:

Rklo =—wTrRy 0.

Pﬁpomeflme, 7e ’I‘I’Rkl = Rklnn 0

PozNAMKA
Obdobné jako pro operator kiivosti piisobici na teéném prostoru (viz definice
D7.21 a D7.22 a vétu V7.23) budeme uzivat téz operator

R(a,b) = a*b'Ris = VaV, — VaVp, — V(g ) »
pro ktery plati
R(a,b) o = tens[R(a,b)]o = —w R(a,b)"n 0.

DUKAZ:

Vztahy mezi komutatory a operatory kfivosti kopiruji obdobné vztahy na
te¢ném prostoru — viz definice D7.21, D7.22 a vétu V7.23. Operator kiivosti
na tecném prostoru je pseudoderivace dana Riemanovym tenzorem. Jeji
rozsifeni na hustoty je dano vétou V10.6. n

Nakonec ukazeme vztah mezi Laplaceovym operatorem vytvore-
nym pomoci kovariantni derivace a vnéjsim Laplaceovym operatorem
zavedenym v definici D10.3. Plati
Véta V10.13 (Weitzenbsckova identita)

Mé&jme varietu s metrikou g. Necht V? = g%V, V, je Laplaceiv
operator definovany pomoci metrické kovariantni derivace a A je
vnéjsi Laplacetv operator z definice D10.3. Pro vnéjsi formu w
stupné p plati tzv. WeitzenbGckova identita

_ 2 : n
A"'Ju.l..,ap =-V wal...ap +p Rlcn[a1 w as...ap]

_p(p_l) mn o

2 Rmn[a1a2 w as...ap] *

DUKAZ:

Podle (10.1) k uréeni Aw potiebujeme vy¢islit divd w a d div w. Pouzitim
véty V10.9 a vyjadfenim vné&jsi derivace pomoci kovariantni (véta V7.20)
a vlastnosti antisymetrizace dostaneme

(dinw)al...ap =V"da,Way..apn

P
= (_1)p V2 walmap - Z(_l)kvnvakw ai..apmn -
k=1 v

mimo aj

Obdobné
- k
dal(dlvw)az...ap =da, V Wasy...apn :_;(_1) Va,V ""al. c-@p Mot
mimo ak
Vidime, #e pro Aw = (—1)P"(divdw — ddiv w) dostavame —V? w plus
¢len, ktery budeme dale upravovat:

p

(_l)p Z(_l)kgan [Vavak - Vakva]wal .apm
k=1 N——

mimo ay,

I
T
—
)
S
+
ol
o
3

9" Raa,Way...apn -

mimo ay,

verze 1.03 (2013-12-09)
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Zde jsme zaménili komutator beztorzni kovariantni derivace operatorem
kiivosti. Akce operatoru kfivosti na w je soué¢tem ztzeni Riemannova ten-
zoru s kazdym indexem formy w. Rozdélime scitance na ty se ztzenym
indexem pfed a po ‘chybéjicim’ indexu a;, a na sc¢itanec odpovidajici in-
dexu n. Dostaneme

S
e
|
—

£l
Il
—
Il
-

k=11l=k+1

+kpn m +kpn m
(_l)p R ap a; Waj..a_m. apn + g g p R ap a; Waj...
~—~

may;...

mimo a.k mimo ap,

p+k n m
+ E ap n Waj..apm
~——

mimo ay,

kH+H pm n k+l n m
= Z (71) R a; ap Wa .. llpm" + E R ap a wal.”apmn
k, 1 \,_/
1<i<k<p mimo %“L 1<k<l<p mimo ay,a;

P
E ptkps . m
- (_1) Ric ap Wai...apm
k=1 ~—
mimo ak

Zde jsme v prvni sumeé vyuzili symetrii Riemannova tenzoru vic¢i zaméné
prvniho a druhého paru indext a s pomoci antisymetrie w jsme prokomuto-
vali index m na predposledni pozici. V poslednim ¢lenu jsme vedle symetrii
Riemannova tenzoru uzili definic Ricciho tenzoru. Nyni v prvni sumé zamé-
nime indexy m a » a scitaci indexy k a [ a tak s vyuzitim antisymetrie w v
indexech m a n zjistime, Ze obé sumy jsou totozné. Dohromady dostavame:

1
2 Z k-H+ makna, Way.. apmn + Z RlC ap Wmaj...
\V_/
1§k<l§p mimo ak a; mimo aj,
= 72'(17_2)' R a1 a2 Wajs...aplmn — 1 (pil) RlCm @1 ¥ ag..ap] >

pri¢emz jsme pouzili rozpis vngjsiho ndsobeni pomoci antisymetrizace (de-
finice D4.2) a pomoci vztahii z margindlie M4.2. Zbyva ndm tedy dokézat

m n _ mn *
2R a1 a2 Wajs...aplmn = Rmn[a1a2 w az...ap] - ( )

Tento vztah plyne ze symetrii Riemanova tenzoru a prvni Bianchiho iden-
tity (viz véta V7.28) zZené ve dvou indexech s antisymetrickou tenzorem

0= (Rmnab + Rimabn + Rmbna) o™

mn mn
Rynab O - (Rmanb - Rnamb) o .

Uzitim antisymetrie v mn dostaneme tvrzeni (*) a po dosazeni i dokonceni
celého dikazu. -

verze 1.03 (2013-12-09)
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10.3 Integralni véty

Tato podkapitola je nelplnd — obsahuje pouze znéni nékolika podob in-
tegralnich vét bez dalSich komentari. Podkapitola bude ¢asem rozsirena.

Véta V10.14 (Gaussova—Stokesova véta pro formy)
we AT M

[ o= fola

QCM o0

w € AP M, N je podvarieta M dimenze dimN =d —p+ 1

/ d“"’N:/“’|aQ' o

QCN o0

Véta V10.15 (Stokesova véta)
w € A¥PM, N je podvarieta M dimenze dimN =d —p + 1

~ ai...ap-1 75 Aptl...Qq
/ (rotw) "dSNay..ap, = /‘-"apﬂ.,.ad d¥ g .0
QCN oQ

Véta V10.16 (Gaussova véta)
a € Sect XP M, N je podvarieta M dimenze dimN =d—p+1

. a...a r ~
/ (le Ot) 1 }HdSNal...apA = /aal...ap dSaQal...ap .0
QCN o0

PRIKLAD P10.1 (SPECIALNI PRIPADY)
Newtontv vzorec
p = d, v ohrani¢end kfivka v M, dim~y =1, dim9dy =0, f € M

/ dff, = [f1,, (10.5)

Stokesova véta
p=d—1, S ohrani¢ena plocha v M, dim S = 2, dimdS =1, w € A* M

/(r6t w)-dSs = /w -dZ s (10.6a)
S oS

/dw|s :/w|as (10.6b)
S oS

Gaussova véta
p = 1, Q ohraniéen4 oblast v M, dimQ = d, dim 9Q = d—1, a € Sect AL M

/diva = /avd~539 (10.7)

Q 219

verze 1.03 (2013-12-09)



