Kapitola 5

Integrovani na varietach

Dosud jsme se zabyvali pfevazné lokalnimi objekty na varieté. V této
kapitole vybudujeme aparat pro zkouméani globalnich extenzivnich
veli¢in. Naucime se, co a jak 1ze na varieté integrovat.

5.1 Souradnicové integrovani

Budeme predpokladat, ze ze standardni matematické analyzy vime
jak spocitat integral funkce f od d proménnych pies obecnou oblast
O C R4

/f(xl,...,a:d)d:cl...dzd. (5.1)
(@)

Vyznam tohoto integralu je ‘spojita suma’ ‘infinitezimalni kvantity’
fdx!... dx? pies oblast O. Pokud zvolime specialné f = 1, integral
udava souradnicovy objem oblasti O, méfeny v poctu jednotkovych
soutadnicovych krychlicek. Integrovani samoziejmé vycisluje tento
objem ‘chytrym’ zptusobem fungujicim i pro oblasti, které nerespek-
tuji mi{z souradnic 27 — rozdéli si oblast na nekone¢né malé krychlicky
a pres né pak provede sumu. Kvantitu dz!...dz? tak lze formalné
chapat, jako souradnicovy objem elementarné malé krychlicky.
Integrovani v R¢ lze pfenést na obecnou varietu pomoci soufad-
nicové mapy.
Definice D5.1 (Soufadnicové integrovani)
Pro zvoleny soufadnicovy systém 27/ zadany na oblasti U d-dimen-
zionalni variety M definujeme souradnicové integrovani funkce f
pres oblast Q C U nasledovné:

/fdd = / f(xl,...,xd)dzl...dxd.
Q 23 (Q)

Zde 27(Q) je obraz oblasti Q v R? a f je funkce f chapana jako
funkce od soufadnic

f2) = f@'(2),....a%0), zeU. °

POzZNAMKA )
Obvykle se funkce f a f nerozlisuji.

verze 2.02 (2013-12-09)
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Takto definovany integral méfi objem v jednotkach souradnicovych
krychli¢ek soufadnic 2/ a d% lze chépat jako soufadnicovy objem
infinitezimalni oblasti.

Na obecné varieté vSak mame k dispozici mnoho soufadnicovych
systému a vyse definované integrovani zavisi na volbé jednoho z nich.
Véta o substituci pro integrovani v d proménnych ndm da vztah mezi
integrovanim v rtiznych souradnicovych systémech
Lemma V5.1

Necht 27 a y7 jsou dva soufadnicové systémy definované na ob-
lasti U, f funkce definovand na U a Q) C U. Pak plati

!fdd=g/f

Determinant prechodové matice 9z*/dy', neboli Jacobian, je faktor
prevadéjici ‘pocet krychlicek’ napnutych na soufadnicich 7 na ‘pocet
krychlicek’ napnutych na y’.

oy d% . .

det

5.2 Integrovatelné hustoty — motivace

Nas vsak vétsinou nezajima soufadnicovy objem: v geometrii nas za-
jimé skutecny objem, nezévisly na volbé soutadnic. Ve fyzice nas pak
vétSinou zajimaji mnozstvi urcitych extenzivnich veli¢in — hmotnosti,
energie, naboje, atd. — v dané oblasti. Extenzivni veli¢inou minime
kvantitu, kterd je lokdlné rozprostfend po varieté a je aditivni vici
sklddani disjunktnich oblasti. Urceni mnozstvi takové veli¢iny v za-
dané oblasti §2 se pak redukuje na sumu pres infinitezimalné malé ¢asti
této oblasti. Potfebujeme proto zavést matematicky objekt vystihu-
jici velikost infinitezimalni oblasti ¢i 1épe mnoZstvi zkoumané kvantity
v infinitezimalni oblasti. Integral pak 1ze chapat jako ‘spojitou sumu’
této velic¢iny. Hledany objekt se nazyva objemovy element ¢i integro-
vatelnd hustota.

Nez uvedeme piesnou definici integrovatelné hustoty, ujasnime si
jeji vlastnosti. Integrovatelnd hustota (v daném bodé) je intuitivné fe-
¢eno nekone¢né malé ¢islo urcujici mnozstvi kvantity v infinitezimalni
oblasti kolem bodu. Toto mnozstvi nelze vycislit pfimo, miizeme s nim
vSak formalné manipulovat. Nap¥. mizeme dvé hustoty secist (slozeni
dvou extenzivnich veli¢in) nebo zkoumat jejich pomér. Ten by mél ur-
Covat, kolik je v elementarni oblasti prvni kvantity na jednotku druhé
kvantity — napf. mnozstvi naboje na jednotku objemu ¢i mnozstvi en-
tropie na jednotku hmotnosti. Pomér dvou integrovatelnych hustot je
konecné ¢islo.

PozNAMKA

Nazev objemovy element muze byt trochu matouci, protoze oznac¢uje matematicky
objekt, ktery muze mit i zcela negeometrickou interpretaci — viz tfeba mnozstvi
hmoty ¢i nédboje. Objemovy element mé¥ici ‘skuteény’ objem dV (zadany napf.
pomoci metriky — budeme téz fikat geometricky objem) je jen jeden konkrétni
ptiklad objemového elementu. Castéji proto budeme pouzivat oznaéeni integrova-
telnd hustota (¢i kratce hustota) — napt. hustota energie nebo naboje. Je potieba
ale odlisit integrovatelnou hustotu (napf. naboje) dg od objemové hustoty p. Ta

udava pomér mezi hustotou naboje dgq a hustotou geometrického objemu dV,
tj. dg = pdV.

Ze své povahy maji integrovatelné hustoty skaldrni charakter —
k jejich urceni stac¢i podchytit jejich velikost. Zvolime-li v daném bodé

verze 2.02 (2013-12-09)

M5.1 Jednodimenzionalni integrovani
Poznamenejme, ze pro d =1 umoznuje inte-
gral zavedeny v textu integrovat pies neo-
rientovanou oblast. Pro interval I = (z,,xy)
méme integral || 1 fdx nezévisejici na orientaci
realné osy, tj. na tom, kterd z mezi x,, xx je
dolni a kterd horni. Vedle toho se ¢asto po-
uzivd zapis pomoci orientovaného integrdlu,
[ fda, rozlidujici pofadi mezi. V prvnim pii-
Jz,

padé musime pii substituci y = y(x) pouzit
Lemma V5.1

[ru- [ 1t

zel yey(I)

dy .

V druhém piipadé se musi uzit transformacni
faktor bez absolutni hodnoty,

75]" dz = y7k)f

Tz y(@2)

% dy,

pfi¢emz znaménko obstardva potradi mezi —
pfi zdméné horn{ a dolni meze (napf. pfi vze-
stupném preusporadani mezi pokud substituce
zméni jejich pofadi) je nutné piidat dodateéné
minus.

Jelikoz moznost usporadat meze je specidlni
vlastnost integralu v jedné dimenzi, kterd
nelze pfimocafe zobecnit na obecné oblasti ve
vice dimenzich, nebudeme orientovany integral
pouzivat.



Integrovani na varietach

5-3

jednu referen¢ni hustotu (napf. dV'), kazda dalsi hustota (feknéme
dm) bude jiz jednozna¢né ddna svym pomérem k referencni hustoté

dm = pdV . (5.2)

Hustoty v daném bodé tak tvofi jednodimenzionalni vektorovy pro-
stor a pomeér p hraje roli souradnice hustoty dm vzhledem k dV.

K urceni obecné hustoty tedy staci zadat jeji vztah k jistym spe-
cidlnim hustotam, které mame dobfe pod kontrolou. V piedchozim
oddile jsme se s takovymi hustotami jiz setkali — jednalo se o kvantitu
d% méFici souradnicovy objem, tj. objem méfeny v po¢tu soufadnico-
vych krychlicek napnutych na soufadnicové ¢ary. Souradnicovou hus-
totu mizeme charakterizovat i mirné odliSnym zpiisobem — zadanim
infiniteziméalnich soufadnic. V okoli daného bodu lze soufadnicové
¢ary systému 27 aproximovat te¢nymi vektory 8/8x7. Elementarni
soufadnicova krychlicka je tak dana bazi vektort. S kazdou bazi vek-
tortt mizeme tedy asociovat soufadnicovou hustotu méfici objem v
poctu krychli¢ek napnutych na této bazi.

Je pfirozené se nyni ptat, jak se méni souradnicovd hustota se
zménou soutfadnic. Zvétsime-li souradnicové krychlicky napt. dvakrat
(zdvojnésobime jeden z vektort béze), zméni se soufadnicova hus-
tota na polovinu (do elementarni oblasti se vejde jen polovina zvétse-
nych soufadnicovych krychliéek). Tento princip uréuje transformacni
vlastnosti souradnicovych hustot i pfi obecné zméné baze. Konkrétné,
mame-li soufadnicovou hustotu d% definovanou pomoci krychli¢ek
napnutych na bazi /827 a hustotu d% danou bazi 8/8y’, pak je-
jich pomeér je dan faktorem J urcujicim, kolikrat musime krychlicku
napnutou na 8/8z7 zvétsit, abychom dostali krychlicku napnutou na

d/dy,
dly=J"1d% . (5.3)

7 elementarni vektorové algebry vime, ze faktor J je dan velikosti

determinantu matice pfechodu mezi obéma bazemi. Ta je v nasem
o Ozt weqe

pripadé D7 cili

oz’

J = -
oyJ

det

: (5.4)

¢imz jsme v podstaté zreprodukovali Lemma V5.1 o chovani soutad-
nicového integrovani pri zméné souradnic.

Zvolme nyni soufadnicové hustoty d% a d% jako dvé referenéni
hustoty. Poméry integrovatelné hustoty dm k témto referenénim hus-
totdm oznacime i, a fiy:

dm = piz d% = p, d% . (5.5)

Pak okamzité dostavame transformacni vztah

det ai

Hy =

Tento transformacni vztah je klicem k exaktni definici integrovatel-
nych hustot.

verze 2.02 (2013-12-09)
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5.3 Integrovatelné hustoty — definice

V predchozim oddile jsme motivovali pojem integrovatetelné hustoty
potfebou umét integrovat extenzivni veli¢iny rozprostfené na varieté.
Aditivita téchto veli¢in vSak umoziuje zkoumat integrovatelné hus-
toty lokalné. Hustotu v bodé x lze definovat jako wltralokdlni objekt
‘Zijici’ pouze v tomto bodé, tj. nezavisejici na propojeni s okolnimi
body. Integrovatelné hustoty se budou vztahovat pouze k teénému
prostoru daného bodu. Obecné lze hustoty vybudovat nad kazdym
vektorovym prostorem, stejné jako umime nad kazdym vektorovym
prostorem vybudovat tenzorovou algebru. Hustoty tak lze chapat,
jako jisté rozsifeni pojmu tenzoru. Samoziejmé, v praxi nas budou
hlavné zajimat hustoty definované ne v jednom bodé, nybrz na celé
oblasti, pfes kterou chceme integrovat.
Obecné hustota je dana svym vztahem k soufadnicové hustoté

a transformac¢nimi vlastnostmi pfi zméné soufadnic. Souradnicovou
hustotu budeme lokalné specifikovat zadanim ‘referencni kosticky’,
tj. zadanim vektorové baze, na které je kosticka napnutd. Obecna
hustota pak bude urc¢ena svoji souradnici vici takto zadané referenc¢ni
hustoteé.
Definice D5.2 (Integrovatelné hustoty)

Integrovatelnd hustota (téz objemovy element) a v bodé x variety M

je objekt, ktery je urcen vzhledem k libovolné bézi e; vektori z tec-

ného prostoru T, M svoji soutadnici ale;] € R. Soutadnice hustoty

se pritom pfi zméné baze

I At
e, =4 e
transformuje

a[e/j/] = ’det A;/ Cl[el] .

Prostor hustot v bodé x oznac¢ime H, M, prostor poli téchto hustot
(funkci pfitazujicich kazdému bodu hustotu v tomto bodé) budeme
znacit § M.

Pole hustoty na oblasti £ nazveme hladké, pokud jeho soufad-
nice vzhledem k bazi tvorené hladkymi vektorovymi poli je hladka
funkce. o

PozZNAMKA
Hustoty budeme znacit gotickymi pismeny (napf. a, b) nebo stylem dV, dm, pfi-
rozenym z hlediska pouziti hustot pfi integrovani.

PozNAMKA

V definici by se misto te¢ného prostoru Tz M mohl pouzit libovolny vektorovy
prostor V' a obdrzeli bychom prostor hustot H asociovany s V. Lze téz zavést
prostor komplexnich hustot, jejichz souradnice nabyva hodnoty z C.

PozNAMKA
V terminologii teorie miry odpovida pole integrovatelné hustoty diferencidlu do-
state¢né hladké miry.

Lemma V5.2
Prostor hustot H, M tvori jednodimenzionalni vektorovy prostor s
operacemi séitani a nasobeni ¢islem danymi nasledovné:

(a+b)le;] = ale;] +ble] ,
(ra)le;] = rale;] ,

a, b € H, M ar € R. Transformacni vlastnosti soutadnice vysledku
jsou evidentné splnény. O

verze 2.02 (2013-12-09)

MS5.2 Souvislost s fibrovanymi prostory
V definici D5.2 integrovatelnych hustot vzta-
hujeme soufadnici hustoty k vektorové bazi a
ne k referenéni hustoté — to provedeme aZ poz-
déji, v lemmatu V5.3. Skrytym divodem pro
tento postup je, Ze se jedna o obecnou metodu
tvorby objektii asociovanych s te¢nou struktu-
rou. Prostor bazi je tzv. hlavni te¢ny bundle,
na kterém ptisobi grupa obecnych nesingulér-
nich linedrnich transformaci GL(d). Pro kaz-
dou reprezentaci této grupy na R”" lze defi-
novat jisty typ objektt asociovanych s tec-
nou strukturou (konkrétné, lze definovat vek-
torovy bundle asociovany s hlavnim tecnym
bundlem). Pro defini¢ni reprezentaci na R?
timto postupem dostaneme 1-formy, pro du-
alni reprezentaci dostaneme obycejné vektory.
Hustoty jsou pak dany reprezentaci na R
Al —|det A5, A} e GL(d) .

Vice o této konstrukci viz ¢ast o fibrovanych
prostorech.
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V definici hustoty vztahujeme souradnice k vektorové bazi, ktera
zadava ‘referencni krychlicku’. Muzeme vSak pfimo identifikovat i re-
ferenc¢ni souradnicovou hustotu.

Definice D5.3 (Soufadnicova hustota)
S kazdou vektorovou béazi e; mizeme asociovat soufadnicovou hus-
totu ¢ pozadavkem

ele;] =1.
Méme-li zadany systém soufadnic 2/ (j =1,...,d), budeme sou-
fadnicovou hustotu asociovanou s béazi 8/9x7 oznacovat d%. o
POZNAMKA

V pripadé, ze mame jednotlivé souradnice pojmenovany vlastnimi symboly, jako
napf. u sférickych soutadnic {z!,22,23} = {r, 9, ¢}, budeme psat misto d3x for-
malni souéin drdddep.
Ziejmé plati
Lemma V5.3
Necht ¢ je soufadnicovéa hustota asociovand s bazi e ;- Pak libovol-
nou hustotu a mizeme zapsat

a=ale;le. o

Kazdé hladké pole hustot dg mizeme tedy na oblasti pokryté soutad-
nicovym systémem x7 vyjadrit

dg = dq[a‘z_j] d% (5.7)

tj. jako soucin hladké funkce dq[%} a soufadnicové hustoty d%.

Timto zptisobem se hustota dg také typicky zadava. Inspirovani vzta-
hem (5.7), budeme pro soufadnici hustoty také uzivat znaceni

d
da[ 5] = 2o - (5.8)

PRIKLAD P5.1 (PLOSNY ELEMENT V ROVINE A NA SFERE)
Jako ptiklad si uvedeme vyjadieni ploSného elementu dS v euklidovské
roviné. dS je integrovatelna hustota na E?, ktera je nejjednoduseji za-
dana v kartézskych soufadnicich z, y
— 9 901 _

dS = dzxdy , dS[E, ny] =1.
Jedn4 se tedy pfimo o souradnicovou hustotu asociovanou s kartézskymi
soufadnicemi. Vyuzitim transformacnich vlastnosti soufadnic hustoty
(definice D5.2) dostaneme vyjadieni v polarnich soufadnicich r, ¢

dS =rdrdp .
Vskutku, matice pfechodu od z, y k 7, ¢ je
cosp —rsing
sing  rcose

a determinant d& dS[2., a%] =

Jen trochu netrivialn&jsi pifklad je zadani plosného elementu na sféfe S2.

Tato hustota jiz neni soufadnicovd vzhledem k béznym systémum sou-
fadnic. Ve standardnich sférickych souradnicich ¥, ¢ mame

dS = sind didy .
CviCeni C5.1

Naleznéte soufadnice na S2, ve kterych bude dS z piikladu P5.1 soufadnicovou
hustotou. v

verze 2.02 (2013-12-09)
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5.4 Integrovani hustot

Nyni se vratime k hlavnimu tématu této kapitoly — integrovani. Hus-
toty jsme zavedli hlavné proto, ze ndm umoznuji definovat jejich in-
tegral.
Definice D5.4 (Integrovani hustot)
Méjme pole integrovatelné hustoty a definované na oblasti €2, pak
integral této hustoty pfes oblast ) je

/a :/a[a‘?cj]ddx,
o) o)

kde 27 je libovolny soufadnicovy systém definovany na okoli ob-

lasti 2. Prava strana této rovnosti je chapana ve smyslu definice D5.1.,

POZNAMKA
Daéle budeme jiz misto ‘pole integrovatelné hustoty na oblasti 2’ kratce fikat
‘hustota na .

UZitim lemmatu V5.1 a transformac¢nich vlastnosti soufadnice hus-
toty (definice D5.2) lehce ovétime, Ze se integral nezméni p¥i zméné
soufadnicového systému.

Integral z definice D5.4 je vSak pouzitelny pouze pro oblasti, které
1ze pokryt jednim soufadnicovym systémem. To vsak nemusi byt vzdy
mozné — typicky pfi integraci pres topologicky netrivialni variety nelze
zvolit globalni souradnicovy systém. Praktickd odpovéd na tuto obtiz
je rozdélit oblast integrace na podoblasti, které jiz lze pokryt soutad-
nicovym systémem (jednotlivé podoblasti riznymi systémy), spocitat
integraly pres tyto podoblasti a vysledky secist.

Elegantnéjsi alternativa tohoto postupu (vyhybajici se potencial-
nim potizim s hladkosti pii délenim oblasti na podoblasti) vyuziva
tzv. rozkladu jednotky.

Definice D5.5 (Rozklad jednotky)
Méjme varietu pokrytou souradnicovymi systémy definovanymi na
oblastech Uj. Rozklad jednotky pro takovéto pokryti je prifazeni
ke kazdé oblasti Uy, hladké funkce ¢y s nosicem v této oblasti tak,

ze
Z@kzl o
k

Lze ukazat, ze takovyto rozklad jednotky vzdy existuje. Rozklad jed-
notky nédm zprostiedkuje ‘hladké’ rozdéleni variety na podoblasti lo-
kalizované jiz v oblastech definice soufadnicovych systému. Muzeme
tak definovat integral pfes libovolnou oblast €
Definice D5.6 (Globalni integrovani hustot)

Integral hustoty a pfes obecnou oblast 2 definujeme

Q/az / $ra,

k QMU

kde Uy jsou oblasti definice soufadnicovych systéma pokryvajici

celou varietu a {¢y} je rozklad jednotky pro toto pokryti. Integraly

na pravé strané lze jiz chapat ve smyslu definice D5.4. o
Z nahledu je zfejmé, Ze integral nezavisi na volbé pokryti variety a
vybéru rozkladu jednotky — prestoze formalni dikaz vyzaduje jisté
technické usili.

verze 2.02 (2013-12-09)
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PozNAMKA
Definice D5.6 samoziejmé definuje i integral typu fQ fa, jelikoz fa je téz integro-
vatelna hustota.

Timto jsme zavrsili definici integralu obecné integrovatelné hus-
toty pres obecnou oblast variety. Shriime jesté jednotlivé kroky. In-
tegral se nejdiive rozdéli pomoci rozkladu jednotky na integraly pies
oblasti, z nichz kazda je pokrytd jednim souradnicovym systémem
(definice D5.6). V téchto oblastech se hustota vyjadii pomoci soutad-
nicové hustoty (definice D5.4) a integral ze soufadnicové hustoty se
pievede na integral v R? (definice D5.1).

PRIKLAD P5.2 (INTEGROVANI NA VALCOVE PLOSE)
V tomto prikladé provedeme podrobné vSechny pravé popsané kroky pii
integrovani pres valcovou plochu.

Valcovéa plocha C' je varieta topologie R x S*. Pro jeji pokryti po-
tfebujeme alespoil dva soufadnicové systémy, které oznacime x, p a y, 1.
Souradnice x,y € R bézici ve sméru podél osy valce zvolime totozné,
x = y. Soufadnice ¢, € (—m, ) &isluji smér okolo valce a zvolime je
posunuté o polovinu valce

= p—m pro ¢ >0,
p+m pro ¢ <0.

Oba soufadnicové systémy pokryvaji cely védlce mimo jedné piimky —
systém z, p nepokryva piimku ¢ =0 (oblast U), systém y,t p¥imku
¢ =0 (oblast V). Rozklad jednotky je dén napi. funkcemi cos*£ na U
a cos2% = sin2§ na V.

Pfirozeny plo$ny element dS je pfimo soufadnicovd hustota asoci-
ovana s témito systémy, tj. dS = dzxdy na U a dS = dydy na V. Na
pruniku U NV je definice zjevné konzistentni .

Chceme-li nyni zintegrovat napt. hustotu

a = exp(—z?) cos’p dS = exp(—y°) cos’y) dS

pres cely valec C', postupujeme nasledovné:

/a:/c052£a+/cos2gu
2 2
C U 14

= /cos2§ exp(—x?) cos?p dedp + /cosZ% exp(—y?) cos?ep dydip
U %
= /exp(—mz)dac / coszg cos? o dp
2ER pe(=mm)
+ / exp(—y?) dy / 00325 cos? 1 dip
yER Ppe(—m,m)
— 73/2

V praxi si samoziejmé vypocet integralu mizeme usnadnit. Vyuzi-
jeme faktu, Ze oblast U pokryva cely valec C aZ na jednu pfimku. Ta
je vsak miry nula vzhledem k hladké integrovatelné hustoté a. Mizeme
proto tuto pfimku ignorovat a preskocit prvni krok v uvedeném postupu:

/u :/exp(f:ﬂ)coszap dedp = /exp(fo)d:r /0052 odp =73/ .
C U zeR pe(—m,m)

verze 2.02 (2013-12-09)
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5.5 Vlastnosti hustot a operace s nimi

Hustoty v daném bodé mutzeme rozlisit na kladné a zaporné.
Definice D5.7 (Absolutni hodnota hustoty)
Hustotu nazyvame kladnou (zdpornou), pokud jeji souradnice viici
libovolné bézi je kladna (zapornd). Prostor kladnych a zépornych
hustot budeme znacit H,” M a H, M.
Absolutni hodnotu hustoty a definujeme zadanim jeji soufadnice:

|al [e;] = |ale;]] - °

Zjevné |a| € H;' M. Stejné tak jsou kladné vSechny soutfadnicové hus-
toty d%.

Jelikoz mé prostor hustot linedrni charakter, mizeme ho tenzo-
rové vynasobit s prostorem tecnych tenzord. Dostaneme tak objekty,
které maji zaroven charakter hustoty i tenzoru. Ve vétsiné ohledd se
tyto objekty chovaji jako bézné tenzory. Fakt, ze se jedna i o hustoty
intuitivné znamena, ze jsou preskdlované nekonecné malym cislem.
Definice D5.8 (Tenzorové hustoty)

Prvky tenzorového soucinu prostoru hustot a tecnych tenzort na-

zyvame tenzorové hustoty. Prostor tenzorovych hustot oznacime
T.M, tj.

T,M=H,M®T,M .

Prostor prislusnych poli oznacime TM. o

POZNAMKA
Tenzorové hustoty budeme nékdy odlisSovat od béznych tenzort vilnovkou, napf. a.

Vzhledem k tomu, Ze prostor hustot je jednodimenzionélni, kazdou
tenzorovou hustotu a lze faktorizovat na soucin hustoty a obycejného
tenzoru, a = a a. Tento rozklad vsSak neni jednoznacény.

Samoziejmeé se nabizi provést i tenzorovy soucin prostoru hustot se
sebou. To, Ze dim H, M = 1 ndm dokonce dovoli definovat obecnou
w-tou tenzorovou mocninu, w € R. Vytvoiime tak objekty nového
druhu nazyvané hustoty vahy w.

Definice D5.9 (Hustoty vahy w)
Hustoty vahy w jsou definoviany obdobné jako integrovatelné hus-
toty (definice D5.2) pomoci své soufadnice viici bazi e; v te¢ném
prostoru. a je hustota vahy w, pokud se jeji souradnice afe,] trans-
formuje

ale,] .

Prostor hustot vdhy w v bodé x oznacime H," M. °

Integrovatelné hustoty z definice D5.2 jsou pak hustoty vahy w =1 a
hustoty vahy w = 0 se redukuji na obycejné ¢isla (jejich ‘soufadnice’
se pii zméné baze neméni).
Definice D5.10 (Souéiny a mocniny hustot)
Obecnd r-t4 mocnina (r € R) kladné hustoty a vahy w je hustota
vahy rw, jejiz souradnice je

a"le;] = (a[ej])r

Celo¢iselné mocniny mtzeme definovat i pro zaporné hustoty.

verze 2.02 (2013-12-09)
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Souéin dvou hustot a, b vdh a a b je hustota vahy a + b dana opét
soutfadnicové

(ab)le;] = ale;] ble;] . o

Na varieté bez dodatecné struktury neexistuje néjaka kanonicka,
specialni integrovatelnd hustota. Rtzné geometrické struktury vsak
metricka struktura, umoznujici definovat délky kiivek, velikosti uhli a
— jak nyni ukdzeme — méfit objem. Metrickou strukturou se budeme
podrobné zabyvat v kapitole 6, nyni ndm vsSak postaci védét, ze je
urc¢ena metrikou, coz je symetricky nedegenerovany tenzor typu T9 M
(viz definici D6.1). Metrika g,,,,, definuje skalarni sou¢in vektora a™,
b™ vztahem (a,b) = g,,,a™b". S metrikou lze asociovat objemovy
element dV, ktery méii objem v mnozstvi ‘krychlicek’ napnutych na
ortonormalni bazi, tj. na bazi na sebe kolmych a normalizovanych
vektort ve smyslu metrického skaldrniho sou¢inu (viz definici D6.2).
Definice D5.11 (Metricky objemovy element)

Metricky objemovy element (téz metrickd hustota) dV asociovany s
metrikou g spliuje

dVie;] =1,
pro kazdou bézi e; ortonormélni ve smyslu metriky g. o

Diky tomu, Ze determinant matice pfechodu mezi dvémi ortonormal-
nimi bazemi je +1, definice metrického objemového elementu nezévisi
na volbé baze. Jinymi slovy, objem referenc¢ni ortonormalni krychlicky
nezavisi na jejim natoceni.
PozNAMKA
Na varietach dimenze 1,2 a 3 se metrické objemové elementy obvykle znaci d¢,
dS adV.

Soufadnice metrického objemového elementu vzhledem k obecné
bézi jsou dany pomoci slozek metriky:
Véta V5.4

Necht dV je metricky objemovy element metriky g. Pak
dVie,] = |det g;j|"*

kde g;; jsou slozky metriky vzhledem k bazi e;. O

DUKAz:
Necht A% je matice pfechodu od ortonormalni baze e’;; k obecné bézi e;,

€; = A;, e’i/ .
Pro slozky metriky dostavame

gi; = A" A g
kde g,/ jsou komponenty metriky vzhledem k ortonormaélni bazi €'/, tj.
diagonalni matice majici na diagonale pouze 1, pfipadné —1 (viz definici
D6.2). Absolutni hodnota determinantu je

|det gi;| = (det Aé-/)2 .

Na druhou stranu vSak transformac¢ni vlastnosti soufadnice hustoty (viz
definici D5.2) davaji

dVie,] = ’det A avie .
Porovnanim poslednich dvou rovnic a uvazenim, ze dV[e’;;] = 1, dostavame
dokazované tvrzeni. =
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Véta V5.4 nas muze inspirovat k definici nové operace.
Definice D5.12 (Determinant metriky)
Zobrazen{ Det ptifazujici kazdému tenzoru g typu (0,2) hustotu
Det g vahy 2,

Det: T,9M — H>M , g— Detg,
je definovano vzhledem k libovolné bazi e; podminkou
(Det g)[e;] = det g;; - o

Transformadéni vlastnosti soufadnice vysledné hustoty (definice D5.9)
jsou ziejmé splnény. Poznamenejme, Ze jsme v definici nepouzili ab-
solutni hodnotu a hustota Det g tak nemusi byt nutné kladna.

Pomoci operace Det miizeme napsat metricky objemovy element
dV nasledovné

dV = |Det g|*/* . (5.9)

Pro absolutni hodnotu determinantu metriky se casto zavadi samo-
statny symbol — napf. pro metriky g a q symboly g = |Detg| a
q = |Det q|. Metricky objemovy element pak bude g2, piipadné q*2.
V soufadnicich 27 lze tuto hustotu zapsat

g2 = |det gij\m d% . (5.10)

Casto se miiZeme setkat se zapisem
/fglfz - /f \det g;;|"* d% . (5.11)
Q Q

PRIKLAD P5.3
Euklidovska metrika na E? je v kartézskych soufadnicich ddna vjrazem

g = dztda' 4+ - + dztdz? .
S ni asociovany metricky element samoziejmé je

91/2 =d% .

Pokud zapiseme euklidovskou metriku v polarnich (d = 2), pfipadné
sférickych (d = 3) soufadnicich

*g=dpdp+p*dedyp,

83g = drdr+r? ( dv dd + sin®9 do dap)
odpovidajici objemové elementy budou

dS = pdpdy ,

dV = r?sind drdddey .

V kapitole 6 uvidime, ze standardni metriky na 2-sféie a 3-sféfe jsou

’g = d9 dv +sin®0 dpdy

’g = dxdx +sin’x(dv¥ dv + sin®9 dpdy) .
Odpovidajici objemové elementy jsou

dS = sin?d dddy

dV = sin®x sin 9 dxdddep .

Vice ptikladu viz kapitolu 6.

verze 2.02 (2013-12-09)
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CviCeNi C5.2
Naleznéte souradniceovy objemovy element na Lobacevského roviné dané me-
trikou

g = dxdx +sinh?x dedyp .

Naleznéte euklidovsky plosny element dS v parabolickych soufadnicich wu, v
danych vztahy

T=uv, y:%(u27v2). v

5.6 Vztah hustot k antisymetrickym d-formam

Integrovatelné hustoty maji velmi blizko k antisymetrickym formam
maximalniho stupné d = dim M, tj. k totalné antisymetrickym ten-
zorum typu (0, d). Jak jsme se zminili v kapitole 4, prostor d-forem
A‘iM je jednodimenzionélni, stejné jako prostor hustot H, M. Navic,
soufadnice d-formy se transformuje podobné jako soufadnice hustoty.
Pro hustotu a je tato transformace dana definici D5.2

ale’;)] = |det A%/ | ale,] (5.12)
pro d-formu « jsme odvodili v marginalii M4.3 vztah
oy = (det A%) ay.q - (5.13)

Oba vztahy se 1isi pouze absolutni hodnotou. d-forma tedy nese po-
dobnou informaci jako hustota — ke kazdé bazi pfifadi ¢islo uréujici
objem méfeny v poctu ‘krychli¢ek’ napnutych na bazi. Oproti husto-
tam vsak jeSté nese informaci o orientaci baze — pfi zméné orientace
zméni souradnice formy znaménko.

Diky této podobnosti mizeme svéazat oba prostory nékolika vztahy.
Za prvé, muzeme zavést operaci smazavajici informaci o orientaci.
Definujeme absolutni hodnotu d-formy, jejiz vysledek bude integrova-
telna hustota
Definice D5.13 (Absolutni hodnota d-formy)

Necht o € A% M, d = dim M. Absolutni hodnotu d-forem

|| ALM - H, M, a—laf,
definujeme soutadnicovym vztahem
la[e;] = |ai..4] ,
kde 1.4 je komponenta formy vzhledem k béazi e;. Diky (5.12) a

(5.13) nezavisi definice na volbé béze. o

Absolutni hodnota neni prosté zobrazeni — pfifazuje formam o a —a
stejny vysledek. Hustota ziskana absolutni hodnotou d-formy je vzdy
kladna. Pro soufadnicové hustoty muzeme psat

d = |dx1 Ao A da:d‘ . (5.14)

Kazdé dva jednodimenzionalni vektorové prostory si jsou isomorfni,
neexistuje vSak obecné kanonicky isomorfismus. V pfipadé hustot a
d-forem v8ak mame pro kanonicky isomorfismus k dispozici dva kan-
didaty. Jednéa se o isomorfismy, které ztotozni ‘kladnou’ d-formu s jeji
absolutni hodnotou. Nejednoznacnost spo¢iva v tom, Ze na rozdil od
hustot u d-forem nelze pfirozenym zpusobem rozhodnout, které jsou
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kladné a které zaporné. Prostor A‘i,M se rozpadad do dvou tfid, re-

prezentanti kazdé z nichZ se navzajem lisi o nasobek kladngm ¢islem.

Ani jedna z téchto t¥id vSak neni preferovand; nelze uréit, kteréd z nich

reprezentuje ‘kladné’ a ktera ‘zaporné’ d-formy. Proto mame k dispo-

zici dva kanonické isomorfismy mezi A‘iM a H,M. Vybér jednoho z

nich znamend konvenéni volbu kladnych d-forem.

Takové volba souvisi s pojmem orientace. Baze vektort v te¢ném
prostoru muzeme téz rozdélit na dvé t¥idy lisici se vzajemnou orien-
taci.

Definice D5.14 (Orientace béze)

Rekneme, ze dvé baze e;a e’j, v T, M maji stejnou orientaci, pokud
determinant matice pfechodu je kladny. Tato ekvivalence rozdéli
vSechny baze na dvé t¥idy. Jednu z nich nazyvame pozitivné orien-
tované baze, druhou negativné orientované. Volba, ktera je ktera, se
nazyva orientace tecného prostoru. o

POzZNAMKA

Pouzivé se téz oznaceni baze s kladnou (zdpornou) orientaci, pfipadné pravotocivé a

levotocivé baze. Pravotocivé baze jsou ty, které muzeme prirozené utvorit z prsti

pravé ruky, levotocivé z prstu levé ruky. To se samoziejmé zaklada na predpokladu,

ze mame dost prsti pro d dimenzi, a Ze je nemizeme volné ohybat na obé strany.
Volba pravé a levé strany je navic z hlediska geometrie také konvenéni.

Orientaci Ize zvolit v kazdém bodé variety. Neni vSak samoziejmé,
zZe lze zvolit orientaci na celé varieté hladkym zptsobem — tj. takovym
zpusobem, Ze pokud hladce pfenasime bazi z mista na misto, zistava
tato baze stéle stejné orientovana.

Definice D5.15 (Orientovatelnost)
Varietu nazveme orientovatelnou, pokud na ni lze zvolit globalné
hladkym zptisobem orientaci. V opa¢ném piipad€ nazyvame varietu
neorientovatelnou. °
PRIKLAD P5.4 (MOBIUOV PASEK)
Standardnim pfikladem neorientovatelné variety je Mobiav pasek. Ten
ziskdme tak, Ze slepime hranice pasu R x (—m,m) ‘pfetoenym zpiso-
bem’. Oznac¢ime-li soufadnice na pasu z, ¢, ‘pretocené slepeni’ znamena
identifikaci bodu [z, —7] a [—x, 7]. Tato varieta je neorientovatelnd, pro-
toze pokud hladce pfeneseme bazi kolem dokola (ve ¢ sméru), dostaneme
béazi opacné orientovanou.

Mobitv pasek mutzeme stejné jako valcovou plochu z prikladu P5.2
pokryt dvéma systémy soufadnic. Jednim budou jiz zminéné souradnice
z,  definované na oblasti U a druhy — soufadnice y, 1) na oblasti V' — zvo-
lime posunuty o 7 ve ¢ sméru. Pfetocené slepeni se projevi znaménkem
minus mezi y a ¢ v nasledujicich transformacnich vztazich

y=z, ¢Y=¢—-7 pro ¢>0,
y=—-x, Yp=¢p+m pro ¢<O0.

Volba orientace te¢ného prostoru nam umozni definovat ‘kladné’
d-formy.
Definice D5.16 (Orientace d-forem)
Méjme te¢ny prostor T, M se zvolenou orientaci. Antisymetrickou
d-formu a nazveme pozitivné orientovanou, pokud jeji souradnice
a12...q vzhledem k pozitivné orientované bazi je kladna. Obdobné

definujeme negativné orientované d-formy. o
Lemma V5.5

Na neorientovatelné varieté neexistuje globalni pole antisymetric-

kych d-forem, které by bylo v§ude nenulové. 0

verze 2.02 (2013-12-09)
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DUkAZ:
Kdyby takova forma existovala, umoznovala by definovat orientaci variety.m
Nyni se miZzeme vratit k isomorfismu prostoru d-forem a hustot.

Definice D5.17 (Isomorfismy ¢ )

Méjme zvolenou v bodé x orientaci. Pak definujeme dva isomor-

fismy ¢, a ¢_ zobrazujici AciM na H, M

+]a| pro pozitivné orientovanou formu « ,
Ly =

- Fla|  pro negativné orientovanou formu o .
Pokud je varieta orientovatelné, 1ze tyto isomorfismy zvolit globalné.
Ziejmé plati

lal =, al=al, a=—-, a, (5.15)
(Lia)[ej] = =+a;. 4 pro pozitivné orientovanou bézi e; .
(5.16)
CviCeENt C5.3
Piesvédéte se o tom! v

Na orientovatelnych varietach 1ze tedy integrovatelné hustoty globalné
reprezentovat pomoci antisymetrickych d-forem. Obvykle k tomu vo-
lime isomorfismus ¢, pfevadéjici pozitivné orientované d-formy na
kladné hustoty. Na neorientovatelnych varietach toto ztotoznéni nelze
provést globalné. Muzeme vsak alespon z variety vybrat oblast, ktera
jiz orientovatelnd je, a na niz jiz toto ztotoznéni provést lze.
Isomorfismus ¢, lze zapsat i tenzorové — zavedeme proto tenzor
orientace (presnéji feceno piijde o tenzorovou hustotu).
Definice D5.18 (Tenzor orientace)
Méjme v bodé€ = zvolenou orientaci. Tenzor orientace €;, .. ;, je de-
finovan:

€= (.a)la

pro libovolnou d-formu «. Jedn4 se o tenzorovou hustotu typu (0, d)
vahy —1. o
Vzhledem k tomu, Ze ¢, je isomorfismus, na volbé formy a nezavisi.
Tenzor orientace zprostfedkovava inverzni zobrazeni k isomorfismu ¢
a=¢i.a, a=1.(Ea). (5.17)
Miizeme téz vytvotit i inverzni tenzor orientace € (tenzorové hus-

tota typu (d,0) vahy 1), ktery lze s pomoci definice D5.18 rozepsat
= (a)at. (5.18)
Inverzi d-formy o~ ! jsme zavedli v kapitole 1, viz téz marginélii M5.4.

Inverzni tenzor orientace umoznuje zapsat akci ¢, nasledovné

~td Qg iy (519)

1 __
Lo = —¢&

d!

Lemma V5.6 (Vlastnosti tenzoru orientace)
Tenzor orientace spliiuje

éi1~~id glita = () ) (1)

Eiy..iy & 10T = gy ldlgTrde (ii)

€= (d%) "t daz' A--- A da? (iii)
d d

=1 _ 7 o d

el =d A5 gg) dl (iv)

verze 2.02 (2013-12-09)

M5.4 Inverze d-forem

V definici D1.4 v kapitole 1 jsme zavedli ope-
raci inverze prevadéjici antisymetrické tenzory
typu (0,d) na antisymetrické tenzory typu
(d,0) a naopak (d = dim M). P¥ipomenme zde
nékolik vlastnosti tohoto zobrazeni.

T OM e T M

tak, Ze pro w € Tz[g] M plati

—11% [3
w Tt o =dl

—liyda .. _ g ldlgi1...3a
d Wj..ja = d! 5]'1“4'(1 )
w—l)—l —w,

—11.d
W = (w1...a)
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kde 27 je pozitivné orientovany soufadnicovy systém, tj. systém,
pro ktery je soufadnicova baze 8/8x7 pozitivné orientovana. 0
Na zavér tohoto oddilu jesté definujeme hustotni dudl.
Definice D5.19 (Hustotni dual)
Hustotni dual * je linearni isomorfismus mezi prostorem antisymet-
rickych (d—p)-forem a prostorem antisymetrickych tenzorovych hus-
tot typu (p,0) vahy 1 (viz nésledujici definici):

*LATPM - AP M

* TL..Tp 1 ~—17ri...rq
Wnyy.ng ( w) r= (d—p)! € Wrp..rg
* L KPM — AP
ni..n * _ 1 1.7y = ©
™ = () ey = 5 O By

Zde uzivame znaceni

Definice D5.20 (Antisymetrické tenzorové hustoty)
Prostor antisymetrickych tenzorovych hustot v bodé€ = s p kontra-
variantnimi indexy, spojeny s prostorem antisymetrickych forem
hustotnim duélem, oznac¢ime

AP M =Tff M -
Pro hustotni dual plati
Lemma V5.7
Fw=w prow € AP M, (1)
a=1a pro a € A% M | (ii)
*a=l'a=aé proa€ H, M, (iii)
*f=fet pro fe A° M =R, (iv)
(wAo)=we s proweAN M, ccATIM, (v)
*(wea)=wA™*a prow € AN M, ac KIM, (vi)

kde p < g a operace w e a znaci zizeni vSech indext antisymetrické
p-formy s poslednimi p indexy tenzorové hustoty o ¢ indexech dé-
lené p!:

1
... ...7
(wea) = Tor = —w, . 6t o

p!

DUKAzZ:

Vztahy (ii) a (iii) plynou pfimo z rovnic (5.19) a (5.17), vztah (iv) je spe-
cialni pfipad definice D5.19 pro p = d. Vztah (i) dostaneme uzitim lemma
V5.6(ii) a identity (viz (iv) v lemmatu V1.2)

d]@1---@pT1...T 4, aj...a
(Z) [ ]6b1...b:,]r1,..7'2f; = [p](sbln b;j

Rovnost (v) dostaneme rozpisem duélu formy podle definice D5.19, prepi-
sem vnéjsiho nasobeni pomoci antisymetrizace tenzorového soucinu a opé-
tovnym pouzitim definice dudlu. Vztah (vi) je dudlni forma rovnosti (v).m

Hustotni dudl zprostfedkovava dualitu mezi dvéma typy objekt,
které mizeme integrovat na podvarietdach — mezi tenzorovymi hus-
totami a antisymetrickymi formami. Jak uvidime ve vé&té V5.9(i)
nize, prevadi integrovani pomoci tzv. te¢ného objemového elementu
na integrovani pomoci normalového objemového elemntu. Hustotni
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dudl miize také v mnoha ptipadech nahradit obvyklejsi Hodgetiv dual
(ktery zavedeme v pFisti kapitole v definici D6.14), jak tomu je napt.
v definici D10.2 divergence a rotace antisymetrickych forem. Na roz-
dil od Hodgeova duélu, k jehoz definic potfebujeme metriku, hustotni
dudl nevyuziva zadnou dodatecnou geometrickou strukturu.

5.7 Integrovani antisymetrickych d-forem

Diky pribuznosti integrovatelnych hustot a forem, mizeme na orien-
tovatelnych varietach definovat integral antisymetrickych d-forem.
Definice D5.21 (Integrovani d-forem)
Necht M je globéalné orientovatelnd varieta. Integraci pole w anti-
symetrickych d-forem definujeme

[om [ o

Q Q

Véta V5.8 (Integrovani d-forem)
Integrace d-formy w lze rozepsat

[4-% [ ne.

k QMU

kde {¢x} je rozklad jednotky pro pokryti variety systémy soufadnic
definovanymi na oblastech Uy.
Na oblasti €2 pokryté jednim systémem souiadnic 27 pak dostavame

/w—/wl 2 d% = / wl__id(arl,...,xd)da:l...dxd.

zl (),
System souradnlc 27 musi byt pritom zvolen pozitivné orientovany.
(Toho 1ze vzdy dosdhnout vhodnym pfeuspoirddanim soufadnic.) o

DUkAz:

Rozepsani integralu pomoci rozkladu jednotky plyne z linearity isomorfismu
t+. Pro pozitivné orientovany soufadny systém pak miizeme pouzit (5.16).
Posledni rovnost je jiz jen explicitni pfepsani definice D5.1. n

Na neorientovatelnych varietach nelze integrace d-forem zavést. V
definici D5.21 se vyuZiva orientovatelnosti ke ztotoznéni d-forem a
hustot pomoci isomorfismu ¢,. V konkrétnim rozepsani integralu se
volba orientace projevi v tom, Ze potfebujeme mit varietu pokrytou
pozitivné orientovanymi systémy soutfadnic. Pokud bychom zvolili ori-
entaci pro kazdy systém soufadnic zvI4st, nekorelované s ostatnimi,
nelze zarucit nezavislost vysledku integralu na vybéru soufadnych
systémii a na volbé rozkladu jednotky — viz ptiklad P5.5.

Integrace hustot vSak na orientovatelnosti variety nezalezi. Zhruba
fecCeno, hustoty slouzi k méfeni ‘velikosti’ objemu, d-formy méii ‘orien-
tovany objem’. Na orientovatelnych varietach lze jednoduse ztotoznit
positivné orientovany objem s jeho velikosti. Na neorientovatelnych
varietach nemé orientovany objem globalné smysl.

PRIKLAD P5.5 (INTEGRACE PRES MOBIUV PASEK)
Potize s integraci d-forem na neorientovatelné varieté si mizeme doku-
mentovat na Mobiové pasku popsaném v piikladu P5.4.
JelikoZz se jednd o neorientovatelnou varietu, neexistuje zde vsude
nenulova 2-forma, kterd by mohla méfit ‘skute¢nou plochu’. Mizeme
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v8ak zadat 2-formu, kterd v nékterych bodech vymizi. Vezméme si jako
priklad 2-formu

w = exp(—z°)sin’p dz Adp .

Vyuzitim transformac¢nich vztaht z prikladu P5.4 mizeme pfepsat tuto
formu i v soutfadnicich y, 1

w— +exp(—y?)sin®y dy A dyp pro ¢ <0,
—exp(—y?)sin®y dy A dip proy > 0.

Forma w vymizi na pfimkach ¢ = 0 a ¢ = 0. Zd4lo by se tedy, Ze misto
integrace pres cely pasek se sta¢i omezit pouze na oblast U nebo pouze na
oblast V. Zanedbame tak pouze mnozinu miry nula (vici jakékoli hladké
hustoté), navic forma w je na zanedbdvané mnoziné nulovd. Obé tyto
oblasti jiz jsou orientovatelné. Nabizi se zvolit orientaci tak, aby systém
x, ¢ mél pozitivni orientaci na U a systém y, 1) pozitivni orientaci na V.
To znamena, ze forma dx A dy je pozitivné orientovand ve smyslu orien-
tace na U a forma dy A dv je pozitivné orientované ve smyslu orientace
na V. Vy¢islime nyni integrél formy w jak pres U, tak pres V:

/w = /exp(fx2)sin2go dz Adyp

U

R (—m,m)

U
2\ i 2 2 .2
= /exp(fx )sin“¢ dxdp = /exp(fm ) dx / sin“o dp
U
73/2

)

—/ sign ¢ exp(—yz) sin®y dy A dy

\%4

—/ sign ¢ exp(—y2) sin®y dydy

V/w

v
f/ exp(ny) dy / sign 1 sin’t dyp
R (—m,m)

=0.

Vidime, Ze odli§né volba soufadného systému (a s nim spojené orientace)
vede k nejednoznacnosti integralu. Integral w tak nema smysl globalné.
Miuzeme samoziejmé zintegrovat absolutni hodnotu formy w. Ta méa
tvar
|w| = exp(—z?) sin’ dzdp = exp(—y?) sin®y dydip

a jejl integral je

J1el= [lol= [ 1ol ==
U \%

Na Mobiové pasku lze zvolit plochou metriku, ve které jsou oba dis-
kutované soutadnicové systémy lokalné kartézské,

g = dzdz + dpdy = dydy + dydy .
S touto metrikou je spojen pFirozeny objemovy element g2

g% = |Det g|'/? = dedyp = dydy .
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5.8 Integrovani na podvarietach

Nyni budeme zkoumat integrovani pfes podvarietu N (dimenze d—n)
variety M (dimenze d). Nejprve néas bude zajimat vztah tenzorovych
hustot definovanych na podvarieté N a varieté M. Pti pfechodu mezi
objekty definovanymi na varieté M k objektim na podvarieté N se
typicky vyuziva informace tykajici se pouze sméru teénych nebo pouze
norméalovych k N. Potfebujeme proto uchopit informaci o te¢nych ¢i
normalovych smérech.

Jeden ze zpusob1, jak to provést, je zavést integrovatelnou hustotu
na N, ktera navic nese informaci o teénych smérech k N — zavést tzv.
tecny objemovy element dX ;. Bude se jednat o zobecnéni délkového
elementu df uzivaného pfi integraci pres kiivku. Ten je ddn soufinem
integrovatelné hustoty ds (s je parametr k¥ivky) a te¢ného vektoru ¢.

Alternativné, mizeme zadat misto informace o te¢nych smérech
informaci o smérech dopliikovych, tj. o smérech norméalovych. To lze
provést pomoci normalového objemového elementu dSy , ktery je s tec-
nym objemovym elementem spojen pomoci hustotniho dualu. Tento
element umozni transformovat jisté tenzorové hustoty na M na inte-
grovatelné hustoty na N. Jedna se zobecnéni normalového plosného
elementu dS = ndS slouzicimu k integraci normalovych slozek vek-
torovych poli pfes plochy vnofené do tfidimenzionalniho prostoru.

Nasim cilem bude nejprve piifadit antisymetrické formé stupné
d—n definované na M integrovatelnou hustotu na N. Pfirozeny po-
stup je provést nejdiive restrikci formy ‘Zijici’ na M na formu ‘Zijict’
na N a po té ji prevést na hustotu pomoci isomorfismu ¢, .

Pro antisymetrickou formu w stupné d—n muzeme v pfizptsobe-
nych soufadnicich x* psat

WN = wppa..q dz"TEA A dz? | (5.20)

kde 1-formy dz* jsou chapany jako gradienty soutfadnic na N, tj.
jako prvky T N. Vskutku, rozepiSeme-li jednotkovy tenzor na pro-
storu antisymetrickych forem A? M fadu p = d—n v pfizpiisobenych
soufadnicich

8(1;7]

871 dblxil/\"‘/\ dbpxip, (521)
xtr

™
dzh

[p](;:ll".'v':: - Z

1<iy<-<ip<d

a provedeme-li restrikci na podvarietu v ¢asti obsahujici kovektory,
0
lp
vadéjici restrikci w na w|y ziZenim pres vSechny indexy odpovidajici
varieté M:

dostaneme smiseny tenzorovy objekt z prostoru Tw[g M ® T, ]N pro-

al...aqg

w‘Nul...up = Wal...ap[péul,,,up . (5.22)

Ale pii restrikci soufadnicovych 1-forem da? vSechny formy s inde-
xem ¢ = 1,...,n vymizi, ¢li v sumé na pravé strané (5.21) zbyde po
restrikci na N pouze ¢len

8[an+1

Qrrt

9!

ntl
Bzl ne

T A dy,z? (5.23)

Unt1

Zuzenim tohoto tenzoru s waq,,,...a, dostaneme vyraz (5.20). Nyni

Mb5.5 Podvariety — opakovani

V podkapitole 3.4 jsme definovali pojem pod-
variety N dimenze d—n (tj. kodimenze n) vno-
fené do variety M dimenze d. Pfipomenme
(viz definici D3.15), 7e v soufadnicich x* pri-
zpusobenych podvarieté N je tato podvarieta
déana podminkami

z'|n=0 pro i=1,...,n,
a zbyvajici  soufadnicové funkce z,
u=n+1,...,d tvori soufadny systém

na N. Pro soufadnicové a tenzorové indexy
na podvarieté N budeme pouzivat pismenka
z konce abecedy.

Zopakujme téz, Ze mame pfirozené vnofeni
prostoru tecnych vektori T, N do tecného
prostoru T, M a obdobné pro tenzory s in-
dexy pouze v horni poloze. Pro kovektory (a
obecné tenzory s indexy pouze v dolni pozici)
mame pouze pojem restrikce z T, M do T, N
— viz definici D3.16.

zbjva aplikovat isomorfismus ¢ , ktery provede zaménu dz™? A --- A da?

na hustotu d*"z na N.
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Celou tuto proceduru muzeme spojit zavedenim teéného objemo-
vého elementu:

Definice D5.22 (Teény objemovy element podvariety)
Méjme orientovatelnou podvarietu N dimenze d—n vnofenou do
orientovatelné variety M dimenze d a piizptisobené souradnice z?,
které jsou ve smyslu obou variet positivné orientované. Pak definu-
jeme tecny objemovy element podvariety N

dXy e T""M @ H,N
nasledovneé
o o >
Ozt " 9z )
Tato smiSend tenzorova hustota je nezavisla na volbé prizptisobe-

nych soufadnic z? a zprostiedkovava zobrazeni z prostoru antisy-
metrickych d—n forem na M do hustot na N:

In AT M — H, M |

_ Antl...Qqg
wanﬂ.“ad - w|N - wan+1...ad dzN .

dsiy = d*a A

POzZNAMKA

Oznadeni w|y je stejné jako oznadeni pro restrikci formy na podvarietu N. Jelikoz
se jedna o velmi blizké operace, nebudeme je explicitné rozliSovat — rozdil je dan
implicitng povahou vysledku (tj. zda w|n je forma ¢&i hustota).

POZNAMKA

Srovnanim se vztahem (iv) lemmatu V5.6 vidime, Ze teény objemovy element
dX  je shodny s inverznim tenzorem orientace na N (pfeskdlovanym faktorem
1/(d—n)!), jehoz tenzorova ¢ast (pattici do T;dgn] N) je vnotfena do te¢ného pro-

storu Tg[gdgn]M a hustotni ¢ast (patfici do Hy N) zlistava spojend s varietou N.

To dokazuje nezévislost definice D5.22 na volbé souradnic.

Souradnicové vyjadieni tecného objemového elementu s explicitné
uvedenymi tenzorovymi indexy je:

glann ol
o B
Pro hustotu asociovanou s formou w tak vuci positivné orientované
bazi prizptisobené podvarieté N dostavame

w|N =wp..q dT (5.25)

dEa]\';H»l'”ali _ dd—’nm

(5.24)

Vidime, ze tecny objemovy element dX ; vybira z antisymetrické
d—n formy definované na M Cast te¢nou k NV a z ni vytvaii integro-
vatelnou hustotu na N.

Te¢ny objemovy element je tak zobecnénim linedrniho tecného
elementu na kfivce d€® = t®ds. Zde t je teény vektor ke kiivce pa-
rametrizované parametrem s. Ke kazdé 1-formé w nam d€ pritrazuje
hustotu na kiivce wod€® = w,ds, kterd je nezavisla na parametrizaci s
a zavisi pouze na tecné komponenté w, formy w.

Nyni jiz mtizeme definovat integraci antisymetrickych forem pfes
podvarietu:

Definice D5.23 (Integrovani forem p¥es podvarietu)
Méjme orientovatelnou podvarietu N dimenze d—n orientovatelné
variety M dimenze d. Integral formy w € A% M definované na
varieté M pres oblast €2 v podvarieté N je definovan

_ Apt...Q4
/w - /wan+1mad dan ’
Q Q
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tj. jako integral z hustoty w|y € SN. o

V positivné orientovanych soufadnicich z' pfizpsobenjch podva-
rieté N dostavame

/w = /W7L+1...d d* e (5.26)
Q Q

PRIKLAD P5.6 (INTEGRACE PRES PODVARIETU I)
Méjme dvoudimenziondlni sféru S vnofenou do tfidimenzidlniho eukli-
dovského prostoru E. Jako pfizptisobené souradnice miZzeme zvolit sfé-
rické soutadnice r, 1, . Sféra o poloméru R je ddna podminkou r = R.
(Zde jsme ¢astecné uvolnili podminky definujici soufadnice pfizpiisobené
podvarieté — namisto podminky r|s = R bychom maéli psét z! |s =0, kde
x' = (r — R). To ale nijak neovlivni dalsi diskuzi.) Pomoci pfizptisobe-
nych soufadnic mizeme zapsat tecny objemovy element
dng:aj‘lb]d gp:la—[a : a—b]ds,
99 Oy R 89 Rsind 0¢

kde dS oznacuje plosny element asociovany s indukovanou metrikou g
na sféfe (viz definici D5.11)

dS = |Det |? = R?sin 9 didsp .

18% 1

Poznamenejme, ze kombinace g5 a m% jsou jednotkové vektory
méreno metrikou q.

Jako priklad nyni integrujme 2-formu w = dz A dy, kde z,y, z jsou
kartézské souradnice, pfes oblast 2 danou podminkou ¢ < 7/2. Ze vztahi

mezi sférickymi a kartézskymi soufadnicemi dostaneme
w=rsin?¥ dr Adp +r*sind cos¥ dd Ade .

Zuzenim s teCnym objemovym elementem na sféfe S dostaneme
wls = wap dBE = R*sin cos ¥ diddp .

Alternativné bychom mohli nejdfive provést restrikci formy w na
S vedouci k R?sin® cos®? d A dy a tu pak pfevést na integrovatelnou
hustotu s vyuzitim vztahu ¢y dd A dep = ddde.

Integrace nakonec dava

/w = / R?sind cos ¥ dddp = nR*
Q 9e(0,7/2)
pE(—m,m)
Nyni pfistoupime k zavedeni dudlniho normélového objemového
elementu:

Definice D5.24 (Normalovy objemovy element podvariety)
Méjme orientovatelnou podvarietu N dimenze d—n vnofenou do
orientovatelné variety M dimenze d a pfizpiisobené soufadnice x?,
které jsou ve smyslu obou variet positivné orientované. Pak definu-
jeme normalovy objemovy element podvariety N

dSy € To{yM @ H,'M @ H, N
nasledovné

~ 1
dSNal...a,n =

~ Aptl---Qq
E €ai...ay dEN .
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Tato smiSené tenzorova hustota zprostredkovava zobrazeni z pro-
storu antisymetrickych tenzorovych hustot stupné n na M do inte-
grovatelnych hustot na N:

N'M — H, M ,

Q%9 g = q@10n dSNal...a” )

V soufadnicich x? pfizpfisobenych podvarieté N miZeme psat

- 1 _
dSy = = (d'2) " d*e dat A A et (5.27)

— — - )
Pokud oznacéime o™ " komponentu tenzorové hustoty a vici sou
fadnicim z°,

o o
ozt Bzl

a=a"t"™A dez (5.28)
( )

pro indukovanou hustotu a na N dostaneme
a= al...n dd_”x . (529)

Normalovy objemovy element tak vybira z tenzorové hustoty sméry
normalové k podvarieté a méni charakter hustoty na varieté M na
hustotu na podvarieté N. Specialné pro nadplochu ¥ kodimenze n = 1
dS', o odpovida plosnému elementu jehoz smér je kolmy k nadploge 3.

Mezi te¢nym a normalovym objemovym elementem plati nasledu-
jici vztahy:

Lemma V5.9
("w)* " dSNay . an = Wap..as AENT T (i)
1 ~ ..
dx o = @i 1 dSNa,..a, (ii)
~ 1
dSNaL.‘an = E éalu.ad dz?\]%+lmad . (lll)
o

Normalovy objemovy element umoziuje integrovat tok tenzoro-
vych hustot stupné n pfes d—n-dimenzionalni podvarietu

Definice D5.25 (Integrovani tenzorovych hustot pres podvarietu)

Méjme orientovatelnou podvarietu N dimenze d—n orientovatelné
variety M dimenze d. Integral tenzorové hustoty a € Sect A" M
definované na varieté M pfes oblast 2 v podvarieté N je definovan

ai...a T
/a:/a 1 dSNa .. .a, - °

Q Q

Pro nadplochu ¥ kodimenze n = 1 tak mizeme definovat tok vekto-
rové hustoty a® skrze tuto nadplochu jako integral

/aa dSsq . (5.30)
h

Tento integral je pfimocaré zobecnéni plosného integralu s normalo-
vym plosnym elementem d.S = ndS uzivanym pro dvoudimenzionalni
plochy vnofené do tfidimenzionalniho prostoru.
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PRIKLAD P5.7 (INTEGRACE PRES PODVARIETU II)
V kontextu pfikladu P5.6 ma normalovy objemovy element tvar:

dSs = (drdddyp) " didde dr
— —1 T Y Z
= (drddde) " d9dy (r dr+Zdy+ > dz)

Budeme integrovat vektorovou hustotu

a= 9 dxdydz = 9 r? sind drdide
oz 0z

pfes oblast © danou podminkou ¥ < 7/2. Ztzenim s norméalovym obje-
movym elementem na sféfe S (a pouzitim z/r = cos ) dostaneme

a® dSsq = R*sind cos 9 dddy .

Integral této hustoty na S je jiz totozny s integralem pocitanym v pri-
kladé P5.6.
To, ze vysledek je totozny, neni ndhoda. Plati totiz

0 x
9 dxdydz = (dx A dy) ,

¢ili s vyuzitim (i) lemmatu V5.9 vidime, Ze hustota indukovand na S
musi byt v obou pfikladech P5.6 a P5.7 stejna.
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