Kapitola 7

Kovariantni derivace

P1i zkoumani tenzorovych poli na varietich bychom radi uméli cha-
rakterizovat zmény téchto poli. Aparat diferencialni geometrie by nam
mél umoznovat derivovat obecné tenzorova pole. Jak jsme se vSak jiz
zminili v kapitole 3, naivni definice derivace tenzorového pole A podél
parametrizované kiivky z(7)

lim 1 (A(Z(T)) - A(z(())))

T—0 T

(7.1)

narazi na problém, Ze v ni od¢itame tenzory v ruznych bodech — ten-
zory patfici do riznych tecnych prostori. Korektné zavedend derivace
musi tedy obsahovat informaci, jak tento rozdil provést, jak prenést
tenzor z jednoho te¢ného prostoru do prostoru druhého, ve kterém jiz
tenzory odc¢itat umime.

V kapitole 3 v definici Lieovy derivace D3.11 jsme tento pfenos
provedli pomoci difeomorfismu indukovaného vektorovym polem po-
dél kterého derivujeme. V této kapitole nas bude zajimat pienos de-
finovany geometricky, zobecnujici pojem rovnobéznosti.

7.1 Paralelni prenos

V predchozi kapitole jsme obecnou diferencovatelnou varietu vybavili
velmi silnou geometrickou strukturou — metrikou. Ta ndm umoznuje
definovat vzdalenost, mérit hly, a jak uvidime pozdéji, zavést i po-
jem rovnobéznosti. Nasim cilem je vSak popisovat obecny zakriveny
prostor a jeho zékladni odlisnost od prostoru rovného (plochého) je
neexistence globdlni rovnobéznosti.

V plochém prostoru mizeme globalné a invariantné fici, které vek-
tory pattici do teénych prostord ruzngch bodu jsou navzajem rovno-
bézné. V kiivém prostoru tak ucinit nelze. Globéalni rovnobéZnost je
vyznacna vlastnost pravé plochych variet.

V zakfiveném prostoru lze definovat pouze slabsi strukturu - rov-
nobéZny ¢i paralelni pfenos vektoru podél krivky. Paralalni pfenos umoz-
nuje prenést rovnobézné vektor z jednoho bodu do druhého podél kon-
krétni kiivky. Vysledek vsak obecné zavisi na cesté prenosu. Abychom
vlastnostem paralelniho pfenosu lépe porozuméli, navratime se k vari-
eté bez metrické struktury, tedy nebudeme predpokladat pfitomnost
metriky.
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MT7.1 Neexistence globalni rovnobéznosti

rovnik

"
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Jednoduchou evidenci, ze v pfipadé zakfii-
veného prostoru nemame globéalni rovnobéz-
nost, ziskdme na piikladu dvoudimenzionélni
sféry S?. Pienasime-li vektor @ rovnobézné z
rovniku na pél podél nultého poledniku, poté
podél 90-tého poledniku opét na rovnik, a na-
konec po rovniku zpét do vychoziho bodu, zjis-
time, ze vysledny vektor @’ neni rovnobé’ny s
vektorem pivodnim — rovnobézny pfenos vek-
toru z bodu do bodu zalezi na cesté, po které
vektor pfendsime. (Pod rovnobéZnym pfeno-
sem vektoru podél poledniku ¢i rovniku na
kouli zde minime pfenos, ktery zachovava ve-
likost vektoru a tthel mezi vektorem a poledni-
kem ¢i vektorem a rovnikem. Vice viz zavedeni
paralelniho pfenosu.)
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Definice D7.1 (Paralelni pfenos podél kfivky)
Necht ~ je orientovand po ¢astech hladka kiivka spojujici body z, a
2. Paralelni prenos par[y] podél v je zobrazeni spliiujici nésledujici
vlastnosti:

par[y] : T,, M — T, M,
par[y](a + rb) = par[y]a + r par[y] b (linearita)

proa, be T, M ar € R. Navic, pokud se kfivka v skladd z dvou
¢asti v, a 7y, spojenych v bodé z,, tj. v = v, ® Y, a —7 je kfivka
lisici se od «y orientaci, paralelni prenos spliuje

par[y] = par[yg] opar[y,] , (pravidlo pro skladani)
par[—y] = par[y] ", (pfenos v inverznim sméru)
par[y] =id pro v trividlni . (trividlni pfenos)

Paralelni ptrenos lze téz naindukovat na obecny te¢ny tenzorovy
bundle T%M pozadavkem, ze komutuje s tenzorovym nasobenim

par[7](AB) = (par[y] A) (par[y] B) . o

POzZNAMKA

Definice paralelniho pfenosu by jesté méla obsahovat dalsi podminky uréujici
hladkost paralelniho pfenosu. Ty se vSak snaze formuluji v lokalni feci kovariantni
derivace. Jelikoz jiz v pristim oddile budeme chapat kovariantni derivaci jako
primérni objekt a paralelni pfenos jako odvozenou strukturu, nebudeme definici
paralelniho pfenosu déale rozvadét.

Zduraznéme, ze paralelni pfenos zavisi pouze na geometrické stopé
kiivky na varieté, nikoli na pfipadné parametrizaci kiivky. Pro para-
metrizované kiivky je vSak vyhodné zavést nasledujici oznaceni:
Definice D7.2

Méjme kiivku 7 reprezentovanou pomoci parametrizace z : I — M,
kde I je interval v R obsahujici 0. Pro 7 € I definujeme

par,[z] = par[v;] .

Zde 7, je kiivka dand ¢asti kiivky v mezi body z(0) a z(7) (pro
7 < 0 s opac¢nou orientaci nez 7). o

Paralelni pfenos na obecné diferencovatelné varieté neni urcen
jednoznacné. Muzeme definovat ruzné paralelni prenosy. Klasifikace
vSech moznych paralelnich pfenosi vSsak bude mnohem jednodussi,
pokud namisto globdlniho paralelniho prenosu zavedeme jeho lokdlni
formu — kovariantni derivaci.

Nez tak provedeme, zminme jesté kratce pojem grupy holonomie.
Paralelni prenos podél uzaviené krivky, tj. kiivky zac¢inajici a kondéici
ve stejném bodé z, indukuje linedrni zobrazeni na te¢ném prostoru
T, M. VSechna tato zobrazeni generovana vSemi uzavienymi kfivkami
skrze x tvofi tzv. grupu holonomie Hol(x) v bodé x.

7.2 Kovariantni derivace

Paralelni pfenos je globalni struktura na varieté — svazuje spolu tec¢né
prostory riznych bod spojenych k¥ivkou. Jeho geometricky vyznam
je pomérné nazorny. Neni vSak nejvhodnéjsi pro lokalni popis rovno-
béznosti. Pro takovy popis je vyhodnéjsi prejit k lokalni veli¢iné —
kovariantni derivaci.
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Paralelni prenos vektort a tenzort podél kiivky ndm totiz umoz-
nuje dat vyznam vzorci (7.1) pro derivaci tenzorového pole. Tenzory
z riuznych tecnych prostori preneseme do spole¢ného prostoru prave
pomoci paralelniho pfenosu. Definice kovariantni derivace pomoci pa-
ralelniho pfenosu ma tak tvar:

Definice D7.3 (Kovariantni derivace pomoci paralelniho pfenosu)

Méjme tenzorové pole A definované v okoli bodu z a tecény vektor
a € T, M. Kovariantni derivaci Vg A pole A ve sméru a defininu-
jeme

VaA = d%l_ (par_T[z] A)

7=0

= tim * (par, 1] A(=(7) ~ A(=(0)))
kde z(7) je libovolnd parametrizovand kfivka vedouci ze 2z(0) = x
s teénym vektorem a. o
PozNAMKA
Kovariantni derivace nezavisi na volbé kiivky z(7), pouze na vektoru a v bodé x
— rozdil zpusobeny v odlisné volbé k¥ivky z(7) je vyssiho fadu v 7.
Kovariantni derivace je natolik uziteény a vyznamny geometricky
objekt, ze se vétsinou definuje ne jako druhotny objekt zavisejici na
pojmu paralelniho pfenosu, ale pfimo, jako objekt primarni. Kova-
riantni derivace se definuje axiomaticky. Kdybychom vychéazeli z de-
finice D7.3, tyto vlastnosti by jiz byly jejim dusledkem. My je vSak
zformulujeme jako defini¢éni vlastnosti vymezujici vyznam pojmu ko-
variantni derivace nezavisle na paralelnim prenosu:
Definice D7.4 (Kovariantni derivace)
Kovariantni derivace V q ve sméru a v bodé x je operator piisobici
na tenzorova pole spliujici

VaAcT,FM pro AcIFM,

V(fa)A = fVdA, (ultralokalita ve sméru)
V(a—l—rb)A =VaA+1VEA, (linearita ve sméru)
Va(A + TB) =VaA+rVagB, (linearita v argumentu)
Va(AB) = (VqA)B+ A(VaB), (Leibniz)
VaCA=CVgA, (komutace s kontrakei

Vaf=alfl]=a™d,f, (ptsobeni na funkce)
kde f je funkce a A, B tenzorova pole definované v okoli bodu z,
a,beT, M, r €R a CA naznacuje libovolné zizeni tenzoru A.

POZNAMKA

Kovariantni derivace je téz Casto nazyvana linedrni konexi. Obdobu kovariantni

derivace, kterou jsme zavedli na te¢ném bundlu, lze totiz definovat na kazdém

linedrnim fibre bundlu pomoci obecnéjsiho objektu konexe. Konexe je alternativni

lokélni popis paralelniho pfenosu vhodny pro obecné (ne nutné linearni) bundly.
V pfipadu linedrniho bundlu je pak konexe ekvivalentni kovariantni derivaci.

Pro parametrizovanou kfivku muzeme definovat kovariantni derivo-

vani tenzorovych poli podle parametru kiivky.

Definice D7.5 (Kovariantni derivovani podél kiivky)
Necht z : I — M je parametrizovana kiivka a A tenzorové pole
definované podél této kiivky. Kovariantni derivaci pole A podle para-
metru kfivky 7 nazyvame derivaci pole A ve sméru te¢ného vektoru

verze 2.03 (2013-12-09)



Kovariantni derivace

74

D:z/dr,
YA=Vp:A. o
T dt

Kovariantni derivace Vg zavisi na sméru a ultralokalné — zavisi
pouze na vektoru a v bodé x a nevyzaduje znalost sméru derivovani v
okoli bodu z (jak tomu naopak bylo u Lieovy derivace). Zavislost na
sméru derivovani je navic linearni. To ndm umoziuje reprezentovat
tuto zavislost tenzorové — jako kontrakci sméru a tenzoru nazyva-
ného kovariantni diferencial. Kovariantni diferencial je tak zobecné-
nim operace gradientu funkce pro obecna tenzorova pole. V analogii
k zaveden{ gradientu pomoci derivace ve sméru (2.1) definujeme
Definice D7.6 (Kovariantni diferencial)

Kovariantni diferencidl V A tenzorového pole A € TF¥ M v bodé x je
tenzor z Tl.ﬁrlM spliujici

Va A,  =a®V A7

Kovariantni diferencial spo¢teny v kazdém bodé variety tak prevadi
tenzorové pole na tenzorové pole s jednim kovariantnim indexem
navic. Tento index budeme umistovat pfimo u symbolu V - viz
index ec.

Kovariantni derivaci V a prislusny kovariantni diferencial na-
zyvame hladké, pokud pole VA je hladké pro libovolné hladké
pole A. o

PozNAMKA
Zduraznéme rozdil mezi kovariantni derivaci Vg ve sméru vektoru a a kovari-
antnim diferencidlem V. s abstraknim indexem ec. V prvnim ptipadé je vektor
vysazen pismem bézné velikosti, v druhém pfipadé je pro index pouzito pismo
mensi. V nasledujicim textu se vétSinou bude pouzivat kovariantni diferencial,
derivace ve sméru se objevi spiSe vyjimecné.
7Z vlastnosti kovariantni derivace D7.4 pfimocaie plyne

Véta V7.1 (Vlastnosti kovariantniho diferencialu)

Kovarinatni diferencial splnuje nasledujici vlastnosti

VM-I M
V.(Ay +rBL) = VCAL“;;;. +rV.BL,
V(4% Bl---> - <v Al B+ ALL(VLBL)

vofsag,

kde A, B jsou tenzorova pole, f funkce a r € R. O

Definice D7.7 (Slozky kovariantniho diferencialu)
Slozky kovariantniho diferencidlu V A tenzorového pole A vzhle-
dem ke zvolenému soufadnicovému systému =’ oznacujeme A{“’j‘ "

d
VA:Af_;j';ndx”W-~-dxl-~-. o

PozNAMKA

Vyjimecné budeme pouzivat pro slozky Afn kovariantniho diferencidlu V A téz
oznaceni V,, A . U tohoto oznaceni je nutno mit na paméti, ze se nejedna o
derivaci skalaru A’C , tj. o slozky gradientu V(A )7 nybrz o slozky kovariantni
derivace tenzoru A Pokud budeme nékdy chtit napsat explicitng slozky gradientu
komponent A’c , pouzijeme pfimo parcialnich derivaci A’C . Pfipomenme, ze
zapis dnpwy. . by mohl mit jiny vyznam — pro antlsymetrlcke formy w oznacuje
slozky vnéjsi derivace dw (viz definici D4.3).

verze 2.03 (2013-12-09)
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PRrixLaD P7.1
Derivovanim vztahu a™ = d5, a™ platném pro libovolné vektorové pole
a obdrzime, Ze pro libovolnou kovariantni derivaci plati

Vé=0.

Kovariantni derivace anihiluje i libovolny tenzor vytvofeny z jednotko-
vého tenzoru tenzorovym nasobenim a permutaci indexti. Napf. anihiluje
projektory na symetrické a antisymetrické tenzory (definice D1.8 a D1.3)

vPs=0, vPs=0.

V definici D7.4 jsme zavedli kovariantni derivaci jako primarni ob-
jekt, nezavisly na paralelnim pfenosu diskutovaném na zacatku kapi-
toly. Kovariantni derivace naopak umoznuje definovat pojem paralel-
niho prenosu — tenzor je paralelné prenasen podél kiivky, pokud se
podél krivky ‘neméni’; tj. pokud jeho kovariantni derivace ve sméru
kiivky je nulova. Muzeme tedy zformulovat definici komplementarni
k definici D7.3:

Definice D7.8 (Paralelni pfenos pomoci kovariantni derivace)
Méjme kovariantni derivaci V' a kiivku v vedouci z bodu z, do
bodu xy.

O tenzorovém poli A definovaném podél kiivky ~ fekneme, ze je
konstantni ve smyslu derivace V, pokud v kazdém bodé kiivky plati

VaA =0,

kde a je vektor te¢ny ke kiivce.
Tenzor Ay € Ty, fM je paralelni prenos tenzoru A, € Tmsz podél
krivky ~ ve smyslu derivace V

Ak = pa’r [’y] AZ )

pokud existuje konstantni pole A definované podél ~ takové, ze
A, =Al,, a Ax = Al,,. o

Takto definovany paralelni pfenos spliiuje podminky z definice D7.1.

Pro kfivku v reprezentovanou parametrizaci z : I — M jsme v
definici D7.2 zavedli pfenos par_[y] z bodu z(0) do bodu z(7). Tento
prenos zfejmé generuje konstantni pole podél krivky ~:

%AT =0, kde A, =par [y]A€ TZ(T)fM . (7.2)

Kovariantni derivace neni vlastnostmi v definici D7.4 urcena jed-
noznacné. Pred tim, nez charakterizujeme prostor vsech kovariantnich
derivaci, zavedeme v nasledujicim oddile dtlezité piiklady kovariant-
nich derivaci — tzv. souradnicové kovariantni derivace.

7.3 Souradnicova kovariantni derivace

V kapitole 2 jsme si v pfipadé kdy mame na okoli U C M definované
soufadnice 27 zavedli parcidlni derivace f ; funkce f definované na U.
Téz jsme vidéli, ze pfi zméné soufadnic se parcidlni derivace funkce
transformuji jako slozky slozky 1-formy — konkrétné jako slozky gra-
dientu df. Obecné se vSak parcialni derivace komponent tenzorovych
poli netransformuji jako slozky tenzoru. Pfesto vSak miZeme z parci-
alnich derivaci slozek tenzorového pole vytvorit tenzorovy objekt.

verze 2.03 (2013-12-09)

M?7.2 Transformace parcidlnich derivaci
To ze se parcialni derivace slozek tenzoru ne-
transformuji pfi zméné souradného systému
jako slozky tenzoru lehce nahlédneme na pii-
kladu vektorového pole. Méme dva souradné
systémy 27 a #'7 definované na stejné ob-
lasti. Parcidlni derivace slozek vektorového
pole a se transformuji nasledovné (viz kapi-
tolu 2 ohledné znadeni):
a’jfk, =a", 2 er " +a™ ,r/j:mn "

(Dokazte!)
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Definice D7.9 (Soufadnicova kovariantni derivace)
Méjme souiadnice x’ na oblasti U C M. S timto soufadnicovym
systémem asociujeme souradnicovou kovariantni derivaci 0 jedno-
znacné urc¢enou podminkami

ddx’ =0 nebo Bazj =0.

Obé& podminky jsou diky dualité bazi da’ a % ekvivalentni.
Takto definovana derivace tenzorového pole ma jasnou reprezentaci
pokud vyjadiime pole v soufadnicovém systému x™. Ziejmé plati
Lemma V7.2

OpAL " = Ag:::,r dpz" dz?--- % . .
DUKAzZ:
AT = By, (Ag;;; dz- g:; )
= (B AT ) dnxq...g;...
= AP dga” dnxq...%... _
| |

Komponenty soutadnicové kovariantni derivace pole jsou tedy par-
cidlni derivace komponent pole. Pfesnéji, vezmeme-li souradnicovou
kovariantni derivaci asociovanou se soutadnicemi {27} a provedeme-
li pomoci ni derivaci tenzorového pole, pak jeji komponenty vzhle-
dem k {27} jsou parcidlni derivace komponent pole vzhledem k {z7}.
Vyjadiime-li vSak souradnicovou kovarinatni derivaci pole v jiném
soutadnicovém systému, nez se kterym je tato derivace asociovana,
vysledny vztah bude slozitéjsi.
Lehce nahlédneme, ze kazda soufadnicova kovariantni derivace

spliuje
Lemma V7.3

Necht f je hladké funkce, A hladké tenzorové pole a @ souradnicova

kovariantni derivace. Pak

0,0 f = 0p04f , (torze)
0,0pA = 00, A . (kfivost)
o

DUkAZ:
V soutadnicich z’, se kterym je derivace 8 asociovéana, plati

.0 f = firdaz” dpa' .

Druhé parcialni derivace funkce f jsou vSak symetrické. Dikaz pro derivace
A je obdobny. [

Souradnicové kovariantni derivace asociované s rtuznymi soutrad-
nicovymi systémy jsou samoziejmé obecné rizné. Soufadnicové ko-
variantni derivace v8ak nevycerpavaji vSechny kovariantni derivace.
Dalsimi specialnimi predstavitely kovariantnich derivaci jsou derivace
asociované s obecnou bazi {e;} v te¢ném prostoru.

verze 2.03 (2013-12-09)
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Definice D7.10 (n-adova kovariantni derivace)
Méjme systém hladkych vektorovych poli e;, j =1,...,n tvorici
v kazdém bodé bézi (tj., méjme zadan systém tzv. n-4d). S timto
systémem asociujeme n-ddovou kovariantni derivaci @ jednoznacéné
urcenou podminkou

Ekvivalentné bychom zde mohli pouZit dualni bazi 1-forem e’.

PozNAMKA

Opét, pro rizné systémy n-ad dostdvame ruzné kovariantni derivace. Derivace
tohoto typu hraji roli zejména pii zkoumani metrickych variet, kdy typicky pra-
cujeme s ortornormalnimi tetradami.

PozNAMKA

“n-a4dova kovariantni derivace” neni zrovna ‘nejstastnéjsi’ ndzev — ze stejnych
duvodu jako samotny pojem n-ada. Podivné slovo n-adda se v Cestiné neohyba
zrovna nejlépe a navic dimenze variety nemusi byt zrovna n. Jenze zkuste vyslovit
“d-adova derivace”. Nabizely by se nazvy “reperova” ¢i “frejmova” nebo dlouhé
“neholonomni soufadnicova kovariantni derivace.” Radéji vsak ztstaneme u n-
4dové derivace, at uz je dimenze oznacena jakkoli, a v konkrétnich piipadech
uteceme k béznému “tetradova,” poptipadé “triddovd” a “diddova” kovariantni
derivace pro d =4, 3 a 2.

Pro kovariantni derivaci asociovanou se systémem n-ad neplati
obecné obdoba lemmatu V7.3. To ukazuje, ze tyto derivace jsou obecné
odlisné od soufadnicovych kovariantnich derivaci. Ani n-adové deri-
vace vSak nevycerpavaji vSechny kovariantni derivace.

M?7.3 Globéalni rovnobé&znost derivace 0
n-addové kovariantni derivace jsou specifické
tim, Ze definuji globalni rovnobéznost.

Je-li @ asociovana s n-adou {e,}, derivace vek-
torového pole a 1ze jednoduse vyjadfit v sou-
fadnicich vzhledem k této tetradé

Ba=08(a"e,)=(da")e,=(e;[a"]) €'e, .

Soufadnice derivace @a jsou tedy derivace
e;[a"] soufadnic a” ve smérech e;.

Globalné rovnobézné vektorové pole je pole
spliiujici @a = 0. Tuto rovnici zFejmé spliuji
vechny pole s konstnimi soufadnicemi a’
vzhledem k bazi {e;}. Libovolny vektor v jed-
nom bodé muzeme tedy jednoduse roznést po
varieté uzitim stejnjch komponent a’ vzhle-
dem k {e;}.

To vSak v obecnosti neznamena, Ze by derivace
0 definovala trividlni plochou strukturu. V od-
dile 7.5 o torzi nize se vratime k otazce, ¢im se
globélni rovnobéznost definovana pomoci 8 lisi
od ‘trivialni’ rovnobéznosti afinntho prostoru.

PRIKLAD P7.2 (DERIVACE ASOCIOVANE S POLARNIMI SOURADNICEMI)

Mé&jme v euklidovské roving zadané pravoihlé souradnice {z, y} a po-
larni soufadnice {p, ¢} svdzané vztahy x = pcosp a y = psiny. Jed-
notkové vektory tecné k souradnicovym ¢ardm polarnich soutfadnic jsou
e,=0/0pae,= 18/, jednotkové 1-formy maji tvar e’ = dp a
e? = pde.
Souradnicovou kovariantni derivaci 8 asociovanou s polarnimi sou-
fadnicemi definujeme vztahy
o 9 13)

87_07 8780:

ap 0dp=0, 8dp=0.

0, pfipadné
Pro derivaci napft. vektoru e, pak dostavame

—_L1apd
p? T 9p

8e¢:8(%%) ! d 9 1epe

Obdobné, diddova kovariantni derivace 8 je ddna podminkami

2

de,=0, Oe,=0, 0e” =0.

v piipadné¢ de” =0,

Druhé diddova derivace funkce f je
80f =8df =08(f,dp+ fodp) =B(f,e” +p ' fe?)
= (df,) e’ +p ' (df,) e’ + f.(dp ") e’
= fyppepep + p72f,¢wewew + pilf,mp (epeip + ewe”)
— p72f,q,epe"’ .

7wz

Vidime, ze antisymetricka ¢ast je nenulova
8a0bf —063af = —p fpenhet .

Pro kovariantni derivaci asociovanou s diddou e,, e, vskutku neplati
analogie prvniho vztahu lemmatu V7.3.

verze 2.03 (2013-12-09)
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7.4 Slozky kovariantni derivace

V predchozich odstavcich jsme se seznamili s pfiklady kovariantnich
derivaci. Nyni se zaméfime na to, jak popsat obecnou kovariantni
derivaci.

Nejdfive zformulujeme lemma osvétlujici vztah dvou rtznych ko-

variantnich derivaci:
Lemma V7.4 ~
Rozdil dvou kovariantnich derivaci V a V

r=v-v

je pseudoderivace typu (0,1) ve smyslu definice D2.4. O
DUkAz:
Linearita I', platnost pravidla pro derivovani souc¢inu a komutativita s kon-
trakci jsou dusledkem jejich platnosti pro obé kovariantni derivace. Akce
na funkce plyne z faktu, Ze obé kovariantni derivace pusobi na funkce jako
obycejny gradient. [
POzZNAMKA
Pokud budeme chtit explicitné naznacit, ze rozdil I' pfidava jeden kovariantni
index (jedné se o pseudoderivaci typu (0,1)), budeme psat [ = Va — Va.

Nyni mtzeme pouzit nase znalosti o pseudoderivaci z véty V2.4:
(i) jednd se o operaci reprezentovatelnou tenzorem a (ii) jeji akce
na obecnych tenzorech je dana jednoznacné akci na vektorech.
Véta V7.5 (Rozdil kovariantnich derivaci)
Méjme dvé kovariantni derivace V a V. Jejich rozdil T je jedno-
znacné urcen svoji akci na vektorovych polich, kde lze reprezentovat
pomoci tenzoru I')%, typu (1, 2):

Ma®=v,a®—V,a® = I‘;’na" .

Akce rozdilu I' = tens|I'] na obecné tenzorové pole A pak explicitné
je
biby... b bo... by pbim...
rﬂAcic;.. = I‘mlLAZcZ... + I‘a;ACiZQ... + e
biby... bibs...
- I‘(Z':lAnlcQz... - Fangcin%.. -
Definice D7.11 (Rozdilovy tenzor)
Tenzor I' z pfedchozi véty budeme nazyvat rozdilovy tenzor mezi
dvémi kovariantnimi derivacemi. o

Touto vétou jsme ziskali nastroj k zadavani obecné kovariantni
derivace. Vidime totiz, ze kazda kovariantni derivace V se lisi od
zvolené soutadnicové derivace O linearni (ultralokdlni) operaci danou
tenzorem T'pe. Tento tenzor (pfipadné jeho slozky) muZeme chépat
jako ‘soutadnice’ V vzhledem 8. Véta V7.5 pak uréuje, jak V ptlisobi
na obecné tenzorové pole.

Definice D7.12 (Slozky kovariantni derivace [konexe])
SloZky kovariantni derivace V (té% koeficienty konexe ¢i Christoffelovy
symboly) vzhledem k soufadnicim {27} nazjvame soufadnice ijl
rozdilového tenzoru I mezi V a soutadnicovou kovariantni derivaci
0 asociovanou se systémem {z7}. Plati tedy

r=r/ dtdal O

V=0+T, kde I':tens[l"}7 52l

verze 2.03 (2013-12-09)

MT7.4 Transformace sloZzek konexe
Poznamenejme, e soufadnicovy systém {z7}
vstupuje do definice slozek kovariantni deri-
vace dvéma zpisoby. Za prvé, 'Y, jsou slozky
tenzoru I' vzhledem ke zvolenému systému. Za
druhé, I udava rozdil mezi V a soufadnicovou
derivaci @ spojenou se systémem {z7}.
Komponenty I'/} jsou sice slozky tenzoru I' a
jako takové se transformuji pfi zméné sourad-
nic od {7/} k {27}

o _ i ra ko1 *
Ly =Ty 2% aly xer . *)

Pii transformaci komponent kovariantni de-
rivace vSak musime navic zménit ‘pocatek’,
vici kterému kovariantni derivaci odecitame,
tj. musime misto souradnicové derivace 8 aso-
ciované s {27} pouzit soutadnicovou derivaci
&' asociovanou s {z'7'}:

V=9+I=9+T1",
o]

’_ 75 1k’ g
r 7tens[r o dz™™ da Fa

Pseudoderivace I' a I’ se od sebe lisi rozdilem
tens[y] = 8 — 9, pro tenzory generujici tyto
pseudoderivace tedy dostavame I = T' — ~.
Vyjdiime-li tento vztah v souradnicich, dosta-
neme s uzitim lemmatu V7.6 transformacni
vztah pro slozky kovariantni derivace

" y M
13 i m o anri m
oy =Ty, a7, 2 2% — o, '
—1n g ogm oan o t§ n
=Tn, 27, 2 ™ + 2, 2", .
’ 7 vz 7
Slozky T, v (*) tedy znaci Garkované sou-
fadnice nec¢arkovaného rozdilového tenzoru I',

y
IV 2, v predchozi rovnici znaéi ¢arkované sou-
fadnice ¢arkovaného rozdilového tenzoru I'V.
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Nejprve nalezneme slozky soutadnicové kovariantni derivace.
Lemma V7.6
Méjme dva systémy soufadnic {z7}, {2/} a s nimi asociované deri-
vace 8 a 8'. Oznacme 7,51 slozky kovariantni derivace 8 vzhledem
k {27} ay/ kj,/l, slozky 8 vzhledem k {z'7'}. Tyto slozky lze vyjé-
dfit pomoci derivaci transformacnich vztah mezi obéma systémy
soufadnic

’

J J rm m’
- 7I,m’n’ x ,kI )

i
5,2

i o_ i
Tt =T &
’

. . . -
13t i 12 Nz m n
Y k= x’k/l/l‘ ; X ’mnl‘ }k/x R

1; =
Pro tenzory v a v’ vytvofené z téchto komponent plati
Y=-". O

DUKAZ: L
Derivovanim vztahu dz'’ :m'{ ;da’, vyuzitim definice D7.9 a vztahu
8’ = O + tens|vy] dostaneme

0

’ 2 15" l 2 i
O adpr’ =04 (a: g dpz )—;r: i Yab d,z
_ 15" 7 k l
= (1: o — k) daz” doz

coz dokazuje prvni rovnost pro ’ykjl. Druhou rovnost dostaneme obdobné de-
. . . s

rivovanim vztahu 8/83c’]/ = x';,80/dx". Vyrazy pro ~'/,, jsou analogické.

Posledni vztah plyne pfimocare z

tens[y] =98 — 9, tens[y]=98-9". n

Slozky kovariantni derivace maji jasny geometricky vyznam — uda-
vajl derivace soufadnicovych vektort a 1-forem. Pfimou aplikaci
V = 0 + T totiz dostavame
Véta V7.7 (Kovariantni derivace vektorové a formové baze)

Necht V je kovariantni derivace urcéend vzhledem k soufadnicim

{27} slozkami T'/,. Pak plati

Vow ~ e do g

Vda! = -}, dz¥ dat . .
Pomoci slozek kovariantni derivace také muzeme vyjadiit explicitné
soutadnice derivace obecného tenzorového pole. Pfimé aplikace véty
V7.5 na pripad derivace V a soutfadnicové derivace @ spolu s uzitim
definice D7.12 vede k tomu, ze soufadnice kovariantniho diferencialu
V A tenzorového pole A jsou

Af = AP T A+ —THAR — . (7.3)

7.5 Torze

Na prikladu n-adové kovariani derivace jsme vidéli, ze antisymetricka
Cast druhé kovariantni derivace funkce nemusi byt obecné nulova.
Ukazuje se vSak, ze nemiize byt zcela libovolnd — musi byt propor-
cionalni gradientu funkce. Nez nalezneme tuto zavislost explicitné,
dokazme nejdfive nasledujici lemma:

verze 2.03 (2013-12-09)

MT7.5 Slozky n-adové kovariantni derivace
n-adové derivace hraje dulezitou roli hlavné v
kontextu ortonormalnich bazi na metrické va-
rieté (viz kapitoly 6 a 9). V typické situaci se
pouziva n-ada asociovand s néjakym systémem
soufadnic {27}, jeji# vektory e; se od soufad-
nicovych vektorti 8/8z7 lisi pouze $kalovanim

1 0

= J = hysyda?
€; hiy B2’ €’ = h; dr

—
*
~

(pfes j se nescita) .

(V tomto kontextu se vyskytuji vyrazy, ve
kterych se nescitd pres opakujici se index.
Zejména index u koeficientu h;) se nechovd
jako soufadnicovy a nebude se pfes néj séitat.
Na zbyvajici situace, kdy nebude pouzita s¢i-
taci konvence, budeme vzdy upozoriiovat.)
Spo¢téme nyni slozky v}, n-4dové kovariantni
derivace @ asociované s takto definovanou n-
4dou. Derivovanim vztahu (*), vyuzitim D7.10
a vztahu 8 = @ + tens[y] dostaneme

0=84€%, = 0q(hjy dpr’) — b7 S, dea?

= h(j)ndaz” dpz’ — h(jWIgl dgz" dpat

(pFes j se neséita) .

Odtud

0 proj #l.
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Lemma V7.8
Necht a, b jsou hladké vektorova pole a V kovariantni derivace.
Pak vyraz

a"Vpb™ —b"V,a™ — [a, b™

zévisi na a, b linedrné a ultraloklné (linearné vic¢i ndsobeni funkei).q

DUKAZ:
Linearita vici s¢itani je zfejma. Zbyva tedy dokazat ultralokalitu, tj. linea-
ritu vici nasobeni funkei f:
(fa™)Vpb™ —b"V,(fa™) — [fa,b]™
= fa"Vnb™ — fb" Vpa™ — (" du f) a™ — fla,b]"™ +b[f] a™
=f (a"anm —b"V,a™ — [a,b]m)
7 véty V2.3 vyplyva, Ze vyraz z lemmatu V7.8 lze reprezentovat

pomoci tenzoru. Tento tenzor se nazyva torzi:

Definice D7.13 (Torze)
Ke kovariantni derivaci V mutzeme pfifadit tenzorové pole T typu
(1,2) vztahem

T,na™b™ =a™V,b° — b"V,a® — [a, b]*

platnym pro libovolnd hladké vektorova pole a, b. Tento tenzor
nazyvame torzi kovariantni derivace V a piSeme

T = Tor[V] .

Zavedeme téz bilinearni vektor-zna¢né zobrazeni na teénych vekto-
rech

T"(a,b) = T¥a*b °

ekvivalentni tenzoru torze.

Nyni se mizeme vratit ke zkoumani druhé kovariantni derivace
funkce.
Véta V7.9 (Komutator funkce)
Necht V je kovariantni derivace s torzi T. Pak pro libovolnou hlad-
kou funkci f plati

vanf - anmf = _T:n,n dcf . 0O

DUKAZ:
Vyjrazem z definice torze zaptisobime na gradient funkce f

Trhna™b" dof =
= (@™ Vmb") dnf — (0" Vma") dnf
—a" dm (b" dn f) + 0" dm (a™ dn f)
=a"b" Vi Vaf—0"a" Vo, Vaf,
kde jsem uzili definice Lieovy zavorky D2.3 a faktu, ze gradient funkce

lze zapsat jako kovariantni derivace. Piejmenovanim indexi a zkracenim
libovolné zvolenych vektorovych poli a, b dostaneme tvrzeni véty. ™

V lemmatu V7.3 jsme si jiz ukazali, ze soufadnicovéd derivace ma
nulovou torzi:

verze 2.03 (2013-12-09)

M7.6 Geometricky vyznam torze

Tenzor torze ma nazorny geometricky vyznam
— charakterizuje, nakolik se neuzavira ‘rovno-
béznik’ slozeny z ¢ty po dvou stejnych ‘Gse-
¢ek’. Konkrétné, méjme v bodé x vektory a, b.
Ve sméru téchto vektoria protahneme ‘tsecky’
u a v (Casti geodetik u(a) a v(5) s tenymi
vektory a a b parametrizované afinnim pa-
rametrem — viz definici D7.15 nize). ‘Délky’
obou ‘Usecek’ zvolime tmérné ‘velikosti’ vek-
tort a, b s koeficientem s (tj. zvolime tseky ge-
odetik charakterizované stejnym afinnim para-
metrem s). Podél ‘Gsecky’ u pfeneseme rovno-
bézné vektor b z bodu u(0) = x do bodu u(s).
Odtud vedeme dalsi pfimou linii ¥ ve sméru
preneseného vektoru b, opét o tsek tmérny
vektoru b koeficientem s, az do bodu o(s) (ve-
deme dalsi geodetiku o(3) tecnou k b az do
bodu daného afinnim parametrem 5 = s). Ob-
dobné vedeme use¢ku v z x do v(s) a odtud
usecku @ do (s). Takto zkonstruovany rovno-
béznik se obecné neuzavird, o(s) # u(s). Roz-
dil mezi body o(s) a u(s), tj. jistd ‘nekomuta-
tivita paralelniho pfenosu’, je dan pravé ten-
zorem torze. Nepofadné zapsano totiz plati

o(s) — u(s) =~ —s*T(a,b) .

Tento intuitivni vztah lze zpfesnit pouzitim li-
bovolné skalarni funkce f

F(o(s) = f(u(s) = =s* T™(a,b) dnf(2) .

Tato geometricka interpretace torze je tzce
spojena s podobnou diskusi tykajici se Lie-
ovych zavorek — viz margindlie M3.1. Uka-
zali jsme, Ze nekomutativita prenosu podél
dvou vektorovych poli @ a b je dana jejich
Lieovou zavorkou [a,b]. Nyni pouze pracu-
jeme se specidlnimi vektorovymi poli, které
ziskdme z vektori a, b € T, M jejich rovno-
béZnym roznesenim podél geodetik v(3) a né-
sledné @(a) (pole a), pripadné podél geode-
tik u(a) a 9(3) (pole b). Pro takto zkonstruo-
vana pole mizeme definovat jejich Lieovu za-
vorku. Z defini¢niho vztahu pro tenzor torze
(definice D7.13) uvéaZzenim, Ze vektorové pole
a je paralelné prenasené ve sméru b a naopak,
b"V,a™ = a™V,b™ = 0, dostaneme
la,b] = —T'(a,b) .

Nekomutativita prenosu podél geodetik ve
smérech a, b je tak ddna vektorem T'(a,b).
(Poznamenejme jeste, Zze geodetiky uzité vyse
jsou v nésledujicim vztahu ke kfivkam de-
finovanym v dodatku 3.A: u(a) = uo(e),
(@) = u(a), v(8) = vo(B), 7(B) = v.(8).)
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Lemma V7.10 (Torze soufadnicové kovariantni derivace)
Necht 8 je soufadnicovéa kovariantni derivace. Pak

TOI‘[a] =0. O

Pro n-adovou kovariantni derivaci mame vztah

Lemma V7.11 (Torze n-adové kovariantni derivace)
Necht 8 je n-adové kovariantni derivace asociovand s n-adou {e;}
a ozna¢me t = Tor[d]. Pak

ton €r e = —leg, el (i)

pfipadné, v n-adovych slozkach,

th, = —[e e’
Dale plati
t,2 el = dmnel, . (i)
Pole {e’} jsou 1-formy baze dualni k vektorové n-adé {e;}. o
DUKAZ:
Prvni vyraz plyne pfimo z definice torze D7.13 dosazenim a = e, b = ¢,

a vyuzitim e; = 0. Rovnost (ii) plyne z vyjadieni vnéjsi derivace pomoci
derivace kovariantni (viz rovnici (8.4) nize) a uziti 8e’ = 0. n

n-adovéa kovariantni derivace 0 tak sice definuje globalni rovnobéz-
nost zptisobem popsaném v marginalii M7.3, nejedna se vSak o tri-
vialni plochou derivaci. Difeomorfismy indukované vektorovymi poli
e; spolu obecné nekomutuji (pro [e,,, €] # 0) a geodetiky ve smyslu
0 se proto neuzaviraji do soufadnicovych ¢ar. Tato nekomutativita je
zachycena pravé v torzi t.
Maéame-li dvé kovariantni derivace, rozdil jejich torzi je dan rozdi-

lovym tenzorem:
Véta V7.12 (Vztah torzi dvou kovariantnich derivaci)

Méjme dvé kovariantni derivace V a V. Rozdil jejich torzi T a T

je dan antisymetrickou ¢asti jejich rozdilového tenzoru I':

Ta’%_ aTZ: ;Lb_rl:z,:2r[:b] )

kde tens[['] =V — V. o
DUKAZ:

Aplikujeme vztah V =V + tens[['] ve vyrazu pro komutator funkce z
véty V7.9:

Tnfn dCf =-Vnm dnf + I‘T(r:rn, dCf +Va, dmf - F'rfm dCf
= Ty def + (Tiin = Tim) def -

Jelikoz funkce f byla zvolena libovolné, muzeme djf ‘zkratit’ a obdrzime
pozadovany vztah. n

Specialné dostavame

Lemma V7.13 (Rozdil kovariantnich derivaci bez torze)
Tenzor I' charakterizujici rozdil dvou kovariantnich derivaci bez
torze je symetricky:

Tor[V] =Tor[V]|=0 = T.2=Tg%,

kde tens[I'| =V — V. o

verze 2.03 (2013-12-09)
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Uvazime-li, ze torze soufadnicové derivace O je nulova, dosta-
vame jako piimocary disledek véty V7.12 téz vyjadieni tenzoru torze
obecné derivace V pomoci jejich slozek vzhledem k souradnicovému
systému {z7}.

Lemma V7.14 (Torze pomoci slozek kovariantni derivace)
Necht V je kovariantni derivace uréend vzhledem k soufadnicim
{27} slozkami ijl, respective prisluSnym rozdilovym tenzorem T'.
Torze T je pak urcena antisymetrickou ¢asti rozdilového tenzoru I'

Tye=Tpe T =2T3, . O

PRIKLAD P7.3 (POKRACOVANI PRIKLADU P7.2 — TORZE)
Nyni miizeme spocist torzi diddové kovariantni derivace 8 spojené s po-
larnimi soufadnicemi definované v prikladu P7.2. Podle lemmatu V7.11,
vyuzitim [e,,e,] = —p~'e,, dostavame

1
_ P ®
t=—-e"Ne" e, .

Neboli, jediné nenulové komponenty tenzoru torze jsou

7.6 Prostor kovariantnich derivaci

Nyni prozkouméme, jakou strukturu mé prostor vsSech kovariantnich
derivaci.
Definice D7.14 (Prostor kovariantnich derivaci)
Prostor kovariantnich derivaci oznacime & M. Prostor kovariantnich
derivaci bez torze oznacime &g M. °

Z véty V7.5 vime, ze rozdil mezi dvémi kovariantnimi derivacemi je
charakterizovan rozdilovym tenzorem. VSechny mozné rozdilové ten-
zory (tenzory typu (1,2)) tvoii vektorovy prostor. Prostor viech kova-
riantnich derivaci & M vSak vektorovy prostor neni. Mezi kovariant-
nimi derivacemi nelze vydélit nulovy prvek — v prostoru kovariantnich
derivaci nelze vybrat jednozna¢né pocatek.

Jelikoz vSak umime dvé kovariantni derivace odcitat a rozdil lezi
ve vektorovém prostoru, prostor & M ma strukturu afinniho prostoru.
Zaméreni tohoto afinniho prostoru je isomorfni prostoru vsech rozdi-
lovych tenzort, tj. prostoru T3 M.

V prostoru &M si mizeme zvolit pocatek a ostatni kovariantni
derivace popisovat pomoci jejich ‘pruvodi¢t’ vzhledem k tomuto po-
¢atku. Pokud za pocatek zvolime soutadnicovou kovariantni derivaci
9, ‘privodic¢’ obecné kovariantni derivace V neni nic jiného nez pseu-
doderivace T charakterizovana slozkami I'/;. Urceni obecné kovari-
antni derivace pomoci jejich slozek ijl znamena tak zadani slozek
jejiho ‘pruvodice’ vzhledem k ‘pocdatku’ 0.

Ackoli nelze v prostoru kovariantnich derivaci & M vybrat kano-
nicky pocatek, existuje v ném vyznacny podprostor — prostor &M
kovariantnich derivaci s nulovou torzi. Tento prostor mé opét struk-
turu afinniho prostoru. Podle lemmatu V7.13 je rozdilovy tenzor dvou
kovariantnich derivaci bez torze symetricky. Prostor ‘Ié) M symetric-
kych tenzort typu (1,2) je opét vektorovy prostor a tvoirl zaméfeni
afinniho prostoru &g M.

verze 2.03 (2013-12-09)
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Na podprostor ¢ M muzeme dokonce definovat projektor. ‘Od-
chylka’ kovariantni derivace od podprostoru oM je praveé jeji torze.
Pokud od kovariantni derivace jeji torzni ¢ast odeCteme, dostaneme
derivaci z podprostoru oM.

Lemma V7.15 (Beztorzni éast kovariantni derivace)
Necht V je kovariantni derivace s torzi T'. Kovariantni derivace

V=V- tens[%f"]
ma nulovou torzi a nazveme ji beztorzni st derivace V.
Maji-li dvé kovariantni derivace stejnou beztorzni ¢ast, jejich roz-
dilovy tenzor je antisymetricky. O

Obecnou kovariantni derivaci mizeme tedy kanonicky rozdeélit na
jeji beztorzni ¢ast (z afinniho prostoru &oM) a torzi (z vektorového
prostoru 5[21] M). Z tohoto hlediska je dostateéné zkoumat vlastnosti
kovariantnich derivaci bez torze. Derivace s torzi se pak dostanou ‘po-
sunem’ ur¢enym obycejnym tenzorovym polem — torzi. Ve fyzikalnich
aplikacich se skutecné pouzivaji hlavné kovariantni derivace bez torze.
Nicméné, jak jsme vidéli v lemmatu V7.11, kovariantnim derivacim s
torzi se nevyhneme pii uziti n-adovych kovariantnich derivaci.

Podprostor kovariantnich derivaci se stejnou beztorzni ¢asti lze
chrakterizovat i pfimo geometricky. Trochu pfedbéhneme a prozra-
dime, ze kovariantni derivace z tohoto prostoru definuji stejné geode-
tiky — viz nasledujici oddil.

Ttida beztorznich derivaci je stale velmi Siroky prostor obsahujici
jak obecné, tak pomérné ‘trividlni’ kovariantni derivace. Piikladem
téch ‘trividlnich’ jsou soutadnicové kovariantni derivace. Po zavedeni
pojmu kfivosti nize budeme schopni vymezit tuto ‘trivialitu’ pres-
néji — bude se jednat o tzv. ploché kovariantni derivace, derivace,
které maji nulovy Riemanntv tenzor kifivosti. V prostoru beztorz-
nich kovariantnich derivaci &y M tak mizeme identifikovat podpro-
stor &g M plochych kovariantnich derivaci. Lokalné lze kazda plocha
kovariantni derivace identifikovat jako soufadnicova derivace vhodné
zvoleného systému soufadnic. Konstrukce takového systému je zalo-
zena na obecnéjsi konstrukci tzv. normalnich souradnic.

7.7 Geodetiky a normalni okoli

Kovariantni derivace a s ni spojeny paralelni pfenos ndm umoziuje
zobecnit pojem ‘piimky’, ‘pfimé ¢ary’. Kiivku nazveme piimou, po-
kud jeji te¢ny vektor bude podél ni paralelni.
Definice D7.15 (Geodetika)
Parametrizovand kiivka w(7) se nazyva geodetika s afinnim para-
metrem 7 (ve smyslu kovariantni derivace V), pokud plati

V Dw
dr dr 7’
tj. pokud je teény vektor Dw/dr podél kiivky paralelné pfendsen.,

Je-li kovariantni derivace specifikovana vzhledem k soufadnicovému
systému 7 pomoci slozek I}/, piipadné pomoci rozdilového tenzoru
T, rovnice pro geodetiku lze zapsat

E D™w
dr dr

D*w D'w
=0 7.4
dr dr ’ (7-4)

+ T
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respektive, v soutadnicich w?(7) = 27 (w(7))

d27wn + n ka LwZ
dr? Modr dr
Dostavame tak obycejné diferencidlni rovnice druhého fadu s koe-
ficienty danymi slozkami konexe. Standardni véty o existenci a jed-
noznacnosti feSeni soustavy obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic nam
zarucuji, ze k danym pocatecnim podminkam — pocatecnimu bodu x
a pocateénimu teénému vektoru a — existuje jednoznacné maximalné
prodlouzena geodetika.
Definice D7.16
Geodetika se nazyva dplnd, pokud je definovana pro plnou skélu
hodnot afinniho parametru 7 € R. Varieta se nazyva geodeticky
dplnd, pokud kazda geodetika 1ze prodlouzit na plnou geodetiku.,

PozNAMKA

Pojem geodetické tplnosti hraje dulezitou roli v obecné teorii relativity, kde se
pomoci existence geodetik neprodlouzitelnych na tuplné detekuje pifitomnost sin-
gularit.

=0. (7.5)

Rozdilovy tenzor je v (7.4) zGZen symetricky s teénym vektorem.
Rovnice pro geodetiku tak neni citliva na antisymetrickou ¢ast rozdi-
lového tenzoru. Ta je vSak podle véty V7.14 dana torzi. Jak jsme jiz
zminili vysSe, geodetiky proto zavisi pouze na beztorzni ¢asti kovari-
antni derivace.

Pri zméné parametrizace geodetiky je potfeba rovnici geodetiky z
definice D7.15 modifikovat.

Lemma V7.16 (Obecna parametrizace geodetiky)
Parametrizovand k¥ivka w(n) je geodetika (ve smyslu kovariantni
derivace V), spliiuje-li

V Dw Dw
— X —.
dn dn — dn
Afinni parametr geodetiky je dan az na linearni transformaci. g

DUKkAz:
Pfimym dosazenim 7 = 7(n) do D7.15 dostavame

(dj)? V Dw | d’n Duw

dr/) dng dnp ' dr? dy

coz dava pozadovanou proporcionalitu.
Vidime téz, ze parametr geodetiky zustava afinnim parametrem, pokud

—2 2
je faktor (3—2) ZTQ nulovy. Zavislost jednoho afinniho parametru na jiném
tak musi byt linearni. n

Geodetiky miZzeme vyuzit pri reprezentaci bodu blizkych danému
bodu x pomoci teénych vektorti — reprezentaci, ktera se ¢asto zapisuje
heuristickym vyrazem z + ca + O(g?).

Definice D7.17 (Geodetické zobrazeni)
Geodetické zobrazeni geod, je zobrazeni z te¢ného prostoru T, M
do okoli bodu z pfifazujici vektoru a bod s afinnim parametrem 1
geodetiky vedouci z x ve sméru a:

geod, a =w(l), kde w(r) je geodetika spliiujici

Dw
0) = —(0)=a.
wo) =z, —2(0)=a
Pro z = geod, a budeme té7 psit a = geod; ! 2. o
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Geodetické zobrazeni geod, neni obecné definovano na celém tec-
ném prostoru T, M, protoze geodetiky obecné nelze prodlouzit na
geodetiky uplné. Nicméné vzdy existuje okoli Nyo C T, M nulového
vektoru 0, na kterém je geodetické zobrazeni geod, difeomorfismus
zobrazujici Ny jednoznac¢né a hladce na okoli N, C M bodu =.
Definice D7.18 (Normalni okoli)

Okoli N, bodu z, na kterém je zobrazeni geod, ! difeomorfismus,

se nazyva normalni okoli bodu x.

Normalni okoli N, ze nazyva konvexni, pokud kazdé jeho dva body

Ize spojit pravé jednou geodetikou celou pattici do N,. o

Ke kazdému bodu existuje konvexni normalni okoli.
V konvexnim normalnim okoli 1ze zvolit tzv. normalni souradnice
Definice D7.19
Necht N, je konvexni normélni okoli bodu x. Mé&jme dale v bodé
x zvolenou n-adu vektori {e;}. Na okoli N, definujeme normdini
soufadnice {Z?} pomoci komponent vektoru asociovaného s bodem
pomoci geodetického zobrazeni:

(2) =27 = z = geod, (z7e;) .

Bod  nazgvame pocatek systému {z’}. Zfejme 77 (z) = 0. o
Normalni soutfadnice jsou nejblizsi analogii linedrnich soufadnic zné-
mym z afinniho prostoru. Pfipomenme, Ze na afinnim prostoru mame
globalni rovnobéznost urcujici plochou kovariantni derivaci. Slozky
této derivace vzhledem k linearnim soufadnicim jsou nulové. Rozvi-
neme-li na obecné varieté v blizkosti bodu z slozky obecné konexe
vzhledem k normalnim soufadnicim, zjistime, Ze jsou v prvnim fadu
nulové a v dalsim fadu dany kiivosti variety. Trochu predbéhneme a
uvedeme zde tento rozvoj explicitné. Kfivost v ném bude popséna po-
moci tzv. Riemannova tenzoru — pojmem kfivosti véetné Riemannova
tenzoru se budeme zevrubné zabyvat nize.

Véta V7.17 (Slozky konexe v normaélnich soufadnicich)
Mé&jme v okoli bodu zp normélni soufadnice {77} zkonstruované po-
moci geodetik ve smyslu beztorzni kovariantni derivace V. Slozky
L/ této kovariantni derivace vzhledem k systému {27} jsou v bliz-
kosti x¢ dany rozvojem

_ 1, B i
Til, = =3 Bt + B, @ +0(@)%)
kde 7/ jsou soufadnice bodu z. Zde Rkl"j jsou slozky Riemannova
tenzoru (v systému {z7}), ktery charakterizuje kiivost kovariantni
derivace V — viz definici D7.21 a po ni nasledujici text.

Pro kovariantni derivaci s torzi mé rozvoj slozek tvar

™n 1 ™ 1 ™n 2 5 n =7 =1\2
Fkl|I:§ kl|$0+(§ kz,j—gRj(k 1)) o w4+ 0((@)?),
kde Tzz jsou slozky torze v normalnich soutfadnicich. O

DUkAZ:
Zacneme dikazem vztahu pro beztorzni derivaci. Rozvoj slozek konexe ma
obecné tvar

Thl, = T, + D0, & +0(@)%) . (0)

verze 2.03 (2013-12-09)
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pricemz diky predpokladu o nulové torzi jsou vSechny cleny symetrické v
indexech k a [. Kiivka w(e) = geod, (ea) je geodetika jdouci z z¢ ve sméru
Dw

a. Jeji soufadnice jsou #/ (w(g)) = ea’, kde a = a’e;. Teény vektor 2% (e)

mé podél celé geodetiky konstantni soufadnice a’. Rovnice geodetiky mé
tak tvar

kE l@n
aaI',?l| 0.

w(e) =

V bodé zo (tj. e = 0, 7 = 0) tedy mame a” o' T} ‘wo = 0, pfi¢emz vektor a
zde muzeme zvolit libovolné. Jelikoz jsou vsak slozky f‘mmn v k a | symet-
rické, dostavame

fgymo =0. (i)

V dalsim Fadu v € dostavame podminku a” o' ¢’ T | = 0 platici opét
kl,j z0

pro libovolné a. Z toho plyne, Ze symetricka ¢ast koeficient l_“,ﬁ, J |z0 vymizi:
ity |,y =0 (*)

Cést koeficientu f‘k’}, j |IO antisymetricka v poslednich dvou indexech je dana

Riemannovym tenzorem. Vskutku, z véty V7.27 nize uZitim rovnice (i)
dostaneme

(_jTZL,k _ I_‘jrlé,l)hco — Rklnj|z0 (**)

Piimym vyjadifenim symetrizace a antisymetrizace lehce nahlédneme, Ze
pro libovolny tenzor s tfemi kovariantnimi indexy symetricky v prvnim
paru indexu plati

nn Pn 2 (= n nn
Liig =Tog) + 3 (Pk[l,ﬂ + Fl[k,ﬂ) :

Uzitim (*) a (**) dostavame koeficient dalsiho fadu rozvoje (o)
N ]- D n D n .
Fkl’j‘zo = 75 (ng 1 + le k) ‘930 . (11)

Dosazenim (i) a (ii) do (o) dostaneme dokazované tvrzeni.

V pfipadé kovariantni derivace s torzi definice geodetiky a konstrukce
normalnich soufadnic na torzi nezavisi. Stejné odvozeni tedy dava beztorzni
symetrickou ¢ast slozek kovariantni derivace. Antisymetrickd ¢ast slozek
konexe je naopak urcena pravé torzi — viz lemma V7.14. Mame tedy

_ _ 1 -

Rozvinutim v soufadnicich Z7 a uZitim predchoziho vysledku pro symetric-
kou ¢ast dostaneme dokazované tvrzeni. n

7.8 Vztah mezi kovariantni a Lieovou de-
rivaci

Pomoci kovariantni derivace muzeme vyjadrit Lieovu derivaci zave-
denou v kapitole 3. Lieova derivace je definovana podél vektorového
pole a (definujiciho jednoparametrickou grupu difeomorfismi). V pii-
padé jeji akce na vektorovych polich je vztah k (libovolné zvolené)
kovariantni derivaci V zalozen na definici torze D7.13 a vyjadreni
Lieovy derivace pomoci Lieovy zévorky (véta V3.7)
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Lemma V7.18
Necht V je kovariantni derivace s torzi T a a, b jsou vektorova
pole. Pak

£ab™ = [a,b]" = a* Vib" — (Via™ + a* T}) b . 0

Akci Lieovy derivace na obecné tenzorové pole pak dostaneme na
zdkladé pozorovani, ze rozdil mezi £q a Vg je pseudoderivace.

Véta V7.19 (Lieova derivace pomoci kovariantni derivace)
Necht V je kovariantni derivace s torzi T' a a vektorové pole. Pak
£a — Va je pseudoderivace a mizeme psat

£a=Va+la, kde Lg=tens[-Via*—a"TF]. o

DUkAz:

Linearita viaci souc¢tu a pusobeni na soucin tenzoru rozdilu Lg = £a — Va
plyne z vlastnosti Lieovy a kovariantni derivace. Ultralokalita plyne z faktu,
ze jak Lieova, tak kovariantni derivace ptisobi na funkce jako obycejna
derivace ve sméru. Rozdil Lq je tak pseudoderivace a jeho ptisobeni je dano
podle véty V2.4 jeho akci na vektorech, ktera je dana lemmatem V7.18. m

Specidlné, pro vektor b, 1-formu w a metriku g dostavame
£qb™ = a* Vib™ — (Via™ + a* T ) b,
Lawn = af Viw, + (Vnal +aP Tkln) wy
£(1 9mn = a’k ngmn + (Vmal)gln + (Vnal)gml
+a* T, g1, + 0" Ty, g -

(7.6)

Vsimnéme si, Ze a¢ kovariantni derivace Vg zavisi na sméru a
ultralokalné, Lieova derivace £q jiz na a ultralokalné nezavisi. Rozdil
mezi Vg a £q totiz obsahuje derivaci Va, ktera je citliva na chovani
vektorového pole a v okoli bodu, ve kterém derivace pocitame.

V kapitole 3 jsme vidéli, ze vztah pro Lieovu derivaci se vyrazné
zjednodusuje, pokud derivujeme podél soutradnicového pole — feknéme
podle 8/8x! systému soufadnic {z7}. Rovnici (3.6) miZeme znovu
odvodit pomoci soufadnicové kovariantni derivace & asociované se
systémem {z7}. Vyuzitim véty V7.19 a vlastnosti 8 okamzité dosta-
vame

£o A=08s A, (7.7)
BT BT

pfipadné v soutfadnicich
(£o A)ir = AT (7.8)

POzZNAMKA

Pfipomenme, ze (£3/611 A)ﬂj v posledni rovnici znaci soufadnice Lieovy deri-
vace tenzoru, ne Lieovu derivaci soufadnic tenzoru — i kdyz to v tomto pfipadé
vede ke stejnému vysledku.

7.9 Vztah mezi kovariantni a vnéjsi derivaci

V kapitole 4 o antisymetrickych formach jsme se zminili, Zze vnéjsi
derivace je antisymetrizaci kovariantni derivace. Nyni jiz kovariantni
derivaci mame k dispozici a muzeme toto tvrzeni zformulovat piesné.

verze 2.03 (2013-12-09)
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Véta V7.20 (Vnéjsi derivace pomoci kovariantni derivace)
Necht V je libovolnd kovariantni derivace bez torze, Tor[V] = 0.
Pak vnéjsi derivace p-formy w lze vyjadrit

dw=VAw,
pripadné, uzitim tenzorovych index,
daowal...ap - Vao A wal...ap = (P + 1) V[aowal...ap]

Forméalné mtzeme téz psit d = VA. 0

(Viz dikaz za rovnici (7.12).) Zde jsme pouzili oznaceni motivované

definici vnéjsiho soucinu:

Definice D7.20 (Antisymetrizovana kovariantni derivace)
Necht w € A M. Pak budeme uzivat oznaceni

Vao/\ Wai...ap = (P + 1) V[aowal.“ap] . o
Konkrétné, pro 0-formu (funkei) f, 1-formu 4 a 2-formu o dostédvame

daf = Vaf ’
daYe = 2V eV = Vavs — VbYa ,
dao'bc = SV[anc] = Vao'bc + Vbo'ca + Vco'ab .

(7.9)

Vidime, ze antisymetricka ¢ast beztorzni kovariantni derivace p-for-
my nezavisi na kovariantni derivaci — je proporcionalni vnéjsi derivaci.
Vnéjsi derivaci mizeme vyjadrit pomoci libovolné kovariantni deri-
vace. Uzite¢né je napiiklad zvolit souradnicovou kovariantni derivaci
8 asociovanou se systémem {x7}. Pro soufadnice vnéjsi derivace dw
pak dostavame

daowal...ap = (p + 1) Wiay...ap,a0] - (710)
Specialné
daf = f,a P
da/Yb = 2'7[b,a] = Yb,a — Ya,b » (711)

deope = 30[bc,a] = Obc,a + Tca,b + Oab,c -

Vztah vnéjsi derivace ke kovariantni derivaci s torzi je slozitéjsi.
K vyrazim ze (7.9) pfibudou navic ¢leny obsahujici tenzor torze. Pro
1-formu a 2-formu Ize vnéjsi derivace vyjadiit nasledovné:

du.f = Vaf ;
dave = Vave — VeYa + T oy Y »
daobe = Vaobe + Vb0 ca + Veoap

n n n
+TpiOna+TonOny+ T 0pOne -

(7.12)

Obecny vyraz pro formy vyssiho stupné viz marginalie M7.7.
DUkAz:

Dokazeme si tvrzeni pro 1-formu -, diukaz pro formy vyssiho stupné je
analogicky. Vnéjsi derivaci dv zGzime s dvéma libovolnymi vektory a, b,
pouzijeme vztah z pfikladu P4.3, a v ném nahradime gradienty skalart
kovariantnimi derivacemi:

a”b" dmyn =a™ Vi, (b"’yn) —-b"V, (am'ym) —[a,b]® e -

verze 2.03 (2013-12-09)

MT7.7 Vztah d a V s torzi

Pro kovariantni derivaci V s nenulovou torzi T
je potfeba vétu V7.20 modifikovat. Ve vyrazu
pro vnéjsi derivaci pribudou c¢leny obsahujici
torzi:

daowal,,.ap =

= Van/\ Wa;...ap + Ta’éal A wnag,,.ap
=@+l V[an“-’al...a,,]
+1
+ (P2 )T[;Lual Inlas...ap] *

Vyznam ‘zvyraznéni’ indexu » bude objasnén
v pristi kapitole v definici D8.1 — zde nam po-
staci védét, ze se jedna o ekvivalentni zapis po-
sledniho vyrazu uzivajicitho pouze ‘obycejné’
tenzorové operace. Formalné bychom mohli téz
psat snadnéji zapamatovatelny vyraz bez in-
dexti: d=VA+TA .

RozepiSeme-li antisymetrizaci explicitné (viz
marginalie M4.2), dostaneme

daowal,,.ap =

= Z (—l)kvakwalmap

0<k=p mimo aj,
k+l+1gpn

+ § (1) Takal“-’nalu.a,, .

0<k<i<p M

mimo aj,, a;

Specialné, pro p=0,1,2 dostdvame rovnici
(7.12). Dikaz probiha analogicky dikazu pro
p=1 uvedenému za rovnici (7.12), pouze
misto vztahu z prikladu P4.3 je potfeba po-
uzit obecny vztah z marginalie M4.5.
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Uzitim pravidla pro derivovani sou¢inu dostaneme

a”b" dmyn =a VmYn —a VimYn
+a™ (Vmbd™) yn — 0" (Vna™) vn — [a,b] vc .

Srovnénim s definici torze D7.13 nalezneme
am™b" dm")’n =a™b" (Vm’)’n - Vn7m + T’ICYLTL 70) )

coz je pozadovany vyraz. n

7.10 Krivost

vvvvv 7

Nyni zavedeme nejdilezitéjsi charakteristiku kovariantni derivace —
jeji krivost. Kiivost kovariantni derivace charakterizuje jeji nekomu-
tativitu. Charakterizuje, jak moc se ptislusny paralelni pfenos odlisuje
od globalni rovnobéznosti.
Nejdrive definujeme Riemannuv tenzor kfivosti

Definice D7.21 (Riemannuv tenzor k¥ivosti)

Riemanniiv tenzor kfivosti R4 kovariantni derivace V je tenzor

typu (1, 3) splitujici pro libovolné vektorova pole a, b, ¢ vztah

Ry ™y, afbl ™ = Vo (Vpe™) = Vip(Vg ™) - V[a» b] .

Zavedeme téz bilinedrni tenzor-znacné zobrazeni na tec¢nych vekto-
rech typu (1,1)

R(a,b)", = a*b' Ry ™, ,

které je ekvivalentni Riemannovu tenzoru.
Konec¢né, budeme-li chtit zdiraznit asociaci Riemannova tenzoru s
kovariantni derivaci, budeme psat R = Riem[V]. o

Vyraz na pravé strané defini¢niho vztahu pro Riemanniiv tenzor obsa-
huje druhé kovariantni derivace a neni a priori jasné, ze jej lze repre-
zentovat tenzorové. Aby byla definice konzistentni, musi tento vyraz
zaviset na vektorovych polich ultralokdlné. Vskutku plati
Lemma V7.21

Vyraz

Va(Vpe") = Vp(Vgc™) - Via,b] " -

zavisi na a, b, c ultralokalné a linearné. 0
DUKAZ:
Linearita vtc¢i s¢itani plyne z linearity kovariantni derivace a Lieovy za-
vorky. Zbyva dokazat, ze vyraz je téz linedrni vuci nasobeni funkci. Za-
¢néme ultralokalitou v argumentu a (obdobné pro b):
fa* Vi ('Vic") —b*Vi(fa'Vic™) — [fa,b]" V™
= fa* Vi (b'Vic") — [b* Vi (a'Vic") — (b Vi f) a'Vic™
— fla,b]" Vc" — (b°dif) a™ V™

- f(aka (b'Vic™) = bV (a'Vic™) - [a,b}mvmc") .
Pro argument ¢ je rozderivovani soucina delsi, ale s pouzitim definice Lieovy
zavorky D2.3 vede opét k ultralokalité.

verze 2.03 (2013-12-09)

M7.8 Geometricky vyznam k¥ivosti
Riemanniv tenzor ma nazorny geometricky
vyznam. Jednd se o ‘plosnou hustotu netri-
vialnosti’ paralelniho pfenosu podél uzaviené
kiivky. Pfeneseme-li v kifivém prostoru para-
lelné vektor podél uzaviené smycky zpét do
pocatec¢niho bodu, nedostaneme obecné stejny
vektor. Odchylka od ptivodniho vektoru je pro
malou smyc¢ku timérna ‘plose’ smycky s koefi-
cientem danym pravé Riemannovym tenzo-
rem.

Konkrétné, méjme dvoudimenzionalni plochu
¥, parametrizovanou souradnicemi «, 3 s po-
Citkem v bodé z, (tj. a(z,) = f(z,) =0).
Soufadnicové vektory v bodé z, oznacme a
a b. V této plose zvolme podél souradnicovych
¢ar malou ‘obdélnikovou’ kiivku w(7) o roz-
mérech Aa a AB. Vektor ¢’ = par;[w] ¢ pa-
ralelné preneseny podél této smycky se bude
obecné lisit od ptivodniho vektoru ¢ a pro ma-
lou smycku tato odchylka bude fadu AaApS:

par; [w] c® — c® =~ Aa AB R(a,b)*, ¢ .

Riemanntv tenzor je zde vycislen v bodé z,.
Poznamenejme, ze vektory a, b v uvedeném
vztahu urcuji pouze plochu, ve které smycka
lezi, a ‘jednotky’, ve kterych se méii rozmeéry
smycky. Neni dulezité, aby smycka zacinala a
koncila ve sméru téchto vektoru. Vskutku, v
dodatku 7.A dokazeme obecnéjsi verzi tvrzeni:
Zvolime-li v plose ¥ libovolnou malou kfivku
ws(7) linedrniho rozméru ¥adu O(s) ohrani-
¢ujici plogku o obsahu S ~ O(s?) (méfeno v
soufadnicich «, ), vektor paralelné pfeneseny
podél w je dan vztahem

par; [w,] c® = ¢* — S R(a,b)*, & + O(s%) .
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Definice Riemannova tenzoru D7.21 se odkazuje pouze na akci
kovariantni derivace na tetném bundlu, tj. pouze na vektorovych
polich. Nepotiebuje rozsifeni derivace na celou tenzorovou algebru.
My vSak vzdy toto rozsifeni predpokladdme a mizeme proto v defi-
nici D7.21 provést rozderivovani soucini typu b'V,c™. Uzitim definice
torze D7.13 okamzité dostavame
Lemma V7.22 (Komutétor pusobici na vektorové pole)

Necht R = Riem[V] a ¢ € M. Pak

ViVie" — ViV c™ + TZ‘; mct =Ry mc™ . O

Vidime, ze Riemanntiv tenzor charakterizuje nesymetrii kovariant-
ni derivace putsobici na vektorova pole. Jedna se o analogii vztahu
z véty V7.9 pro komutéator kovariantni derivace pusobici na funkce.
Nabizi se samoziejmé otazka, zda komutator kovariantni derivace pua-
rakterizujicim kovariantni derivace. Odpovéd je zapornd, komutator
libovolné tenzorové velic¢iny je jiz jednoznaéné dan Riemannovym ten-
zorem a torzi.

Definice D7.22 (Operator kfivosti)
Komutéator kovariantni derivace V ve smérech a a b (s opravou na
nekomutativitu vektorovych poli a, b),

R(CL, b) = VaVb — VbVa - V[a7 b] 5

pusobici na obecné tenzorové pole, nazyvame operdtor krivosti.

Stejné jako p¥i piisobeni na vektorova pole (definice D7.21, lemma V7.21)
miuZzeme zavislost na vektorech a, b reprezentovat tenzorové. K tomu
ucelu zavedeme tenzor-znaény (typu (0,2)) operator kiivosti Ry;:

R(CL, b) = akbl Rkl . o

PozZNAMKA
Zduraznéme, Ze oba operatory kiivosti jsou vskutku operdtory, pusobici doprava
na tenzorové algebfe — napr.

R(a,b) A7' " = a*b! R, AT

= Va (Vb AT) — Vb (Ve AR) = Vi, b AR'

Analogicky lemmatu V7.22 mtZeme operator kiivosti napsat expli-

citné.

Véta V7.23 (Antisymetricka ¢ast druhé kovariantni derivace)
Operator kiivosti Ry kovariantni derivace V lze vyjadrit

Ry = ViV, — ViVL + Tﬁvn . O

Véta V'7.24 (Pusobeni operatoru kfivosti)
Operéator kiivosti R(a,b) derivace V je pseudoderivace typu (0, 0)
charakterizovana tenzorem R(a,b). Respektive, operator kiivosti
Ry je pseudoderivace typu (0,2) charakterizované pfimo Rieman-
novym tenzorem R:

R(a,b) = tens[R(a,b)" ] ,
Rkl = tens[RkL"m] . 0
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DUkAZ:

Musime ovérit vlastnosti pseudoderivace z definice D2.4. Linearita komu-
tatoru plyne z linearity kovariantni derivace. Podobné je zarucena komu-
tativita s kontrakci. Anihilace funkce (ultralokalita) plyne z véty V7.9.
Zbyva ovérit, ze plati pravidlo pro derivovani sou¢inu. Opakovanym po-
uzitim Leibnizova pravidla zjistime, Ze ¢leny s prvnimi derivacemi poli A
a B se navzajem vyrusi a dostaneme

VoV (AL BR) — Ve Va (AL B ) + T & Ve (AL B )
= A7 (Va VBl — Vo Vo B + T3 Ve By )
+ (VaVo AL — Ve Vo AL + TSV AL ) B
Tim jsme ovéiili, ze komutédtor (s opravou na torzi) je pseudoderivaci a je

tedy dan svoji akci na vektorovych polich. Ta je vSak podle definice D7.21,
pfipadné lemmatu V7.22, ddna Riemannovym tenzorem. ™

Pro vektorova pole, 1-formy, opratory a tenzory typu (0,2) tak pro
Ry explicitné dostavame

Ruc"” = Rp"m c™

Reiwn = —Ri™nwWm ,

Rui A% = Rp " A" — Rt "y A%,

Rit gab = —Rii"a gno — Rii™s gan -

(7.13)

Souradnicové a n-adové kovariantni derivace jsou z hlediska kii-
vosti trividlni. Plati
Lemma V7.25 (Kfivost soufadnicové a n-ddové derivace)
Necht 9 je soufadnicové kovariantni derivace asociovana se soufad-
nym systémem {z*} a 8 n-ddovana kovariantni soufadnice n-ady
{e;}. Pak

Riem[0] =0, Riem[0] =0. o

DUKAZ:

Operator kiivosti derivace @ piisobici na vektorové pole a déva Ra = a"Re,,.

Ovsem 8e; =0, tedyiRe; = 0 atedy Ra = 0. Z véty V7.24 pak dostavame
Riem|[d] = 0. 9 je speciélni pfipad n-ddové derivace. n

Ani definice Riemannova tenzoru kiivosti D7.21, ani véta V7.24 o
komutatoru kovariantni derivace nedavaji explicitni pfedpis pro vy-
pocet Riemannova tenzoru. Jak jsme diskutovali v pfedchozim textu,
kovariantni derivaci typicky zadavame pomoci jejich slozek vici né-
jakému soufadnému systému (viz definice D7.12). Radi bychom vy-
jadrili Riemanntv tenzor pomoci téchto slozek. Slozky kovariantni
derivace jsme zavedli jako soufadnice rozdilového tenzoru mezi V a
soufadnicovou derivaci 8. Proto bude uzite¢né zacit obecnym vzta-
hem mezi Riemannovymi tenzory dvou kovariantnich derivaci.

Véta V7.26 (Vztah Riemannovych tenzoru)
Necht V a V jsou dvé kovariantni derivace (s torzi T, respektive T)
lisici se rozdilovym tenzorem I' (tj. V — V = tens[I']). Pak pro
pfislusné Riemannovy tenzory R a R plati

Rav*i = Rap* + V,I'f — V,Th
k k k
+ (;’Ii)rnl—’_ra Fl;;_rbn]:‘&’

n
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DUkAZ:

Pomoci lemmatu V7.22 zapiSeme vyraz Rav*1 ct. Derivaci V pak nahra-
dime derivaci V pomoci véty V7.12 a torzi pomoci véty V'7.5. Pouzitim
pravidla pro derivovani soucinu a piimocarymi upravami se vyrusi ¢leny
obsahujici V¢ a zbydou ¢leny z pravé strany véty V7.26, vynasobené vek-
torem c. ™

Zvolime-li za jednu z derivaci soufadnicovou kovariantni derivaci
asociovanou se systémem {27}, rozdilovy tenzor dava slozky druhé
kovariantni derivace. Uvazime-li navic, ze Riem[8] = 0 a Tor[d] = 0,
dostaneme hledany pfedpis pro slozky Riemannova tenzoru
Lemma V7.27 (Slozky Riemannova tenzoru)

Komponenty Riemannova tenzoru R kovariantni derivace V s tor-
zi T vzhledem k soufadnému systému {27} vyjadiené pomoci slozek
kovariantni derivace Ffb jsou:

Rabkl = Fbkl@ - I-‘ul,cl,b + an FleL - Flfn Fc?l :
Alternativné, mizeme zapsat Riemanniv tenzor pomoci rozdilo-
vého tenzoru T’

Rap*t =2 (8(aT; + T Tl - o

aln

PozNAMKA
Zduraznéme, ze tento vyraz pro Riemanntv tenzor plati i pro kovariantni derivace

s nenulovou torzi. To se projevi v tom, ze slozky Ffb budou obecné nesymetrické
v dolnich dvou indexech.

PozZNAMKA
Vyraz pro Riemanuv tenzor mé jednoduchy tvar v teci tzv. vnéjsi kovariantni
derivace, kterou zavedeme v pristi kapitole — viz véta V8.3.

7.11 Vlastnosti tenzoru krivosti

Z definice Riemannova tenzoru je zfejmé, Ze je antisymetricky v prv-
nich dvou indexech

Rabkl = —Rbakl . (7.14)

Riemanniiv tenzor mé vSak dalsi symetrie, a to zejména v pripadé
beztorzni kovariantni derivace.

Nejdtlezitéjsi jsou tzv. Bianchiho identity. Prvni z nich se tyka
antisymetrické casti Riemannova tenzoru R, druhd antisymetrické
¢asti derivace VR.

Véta V7.28 (Bianchiho identity)

Necht V je kovariantni derivace s tenzorem kiivosti R a torzi T'.
Pak

R[abnc] = V[aTbZ] — T[stc?k , (Bianchi 1)
ViaRpg*t = T Ren”1 - (Bianchi 2)

Konkrétné, pro kovariantni derivaci bez torze, T = 0, dostavame

Rigp") =0, (Bianchi 1)
V[aRbc]k'l =0, (Bianchi 2)

tj., Riemanav tenzor a jeho derivace jsou v dolnich tfech indexech
antisymetrické. o
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DUkAz: (PrRvVNI BINACHIHO IDENTITA)
Mame dokazat

Riab" o) = V(o Toe — Tigo Tl -
Zac¢neme antisymetrizaci akce operatoru kfivosti na 1-formu w. Podle (7.13)
méame

—Riapwe] = Riap " ¢ wWn -
Podle véty V7.23 vsak plati

—Riapwe) = —Via Vb we) + Vi Va we) — T(0t Vim | wel

(Va (Vo we — Ve ws) + T Vim wa

1
3
+ cyklické zameény indexti a, b, c )

1
-3 (Va (dowe) — (VaT3) wn — T2 Ve wim + T Vin wa
+ cyklické zameény indexti a, b, c )

3 (Va(dowe) — (VaTi) wn — Tft dawn + T2 Tl om

+ cyklické zémény indexd a, b, )

~(Via (dowe) + T dnjea)
+ (ViaT5e) wn = Tfpe Tl wn
= —dadvwe + (ViaToe] = Tlap Teéfm) wrn -

Zde jsme opakované pouzili vztahy (7.12). Uvazime-li, ze ddw =0 a Ze
forma w byla zvolena libovolné, je prvni Binachiho identita dokdzéna. m
DUKAZ: (DRUHA BINACHIHO IDENTITA)

Chceme dokazat

V[aRbc]kl = T[:bRc]nkl .

Uzitim pravidla pro derivovani soucinu a vyjadreni operatoru kfivosti po-
moci Riemannova tenzoru (7.13) dostavame
(VaRbcmn> a”
=V, (Rbcmn an) - Rbcm'n. Vaan
=V, (Rbc am) — Rpe Vaam - Rbcna Vna'm
Rozepiseme-li nyni operator kiivosti podle véty V7.23, obdrzime
(VaRbcmn> a”
= V,VV.,a™ —-V,V.V,a™ + V, (T,;Vn am)
-V V.Vea™ +V.VyV,a™ — TyeV, Vo a™
- Rbcna Vnam
Pokud tento vyraz antisymetrizujeme v indexech a, b, ¢, ¢leny VVVa se

vyrusi. Dale uzitim prvni Bianchiho identity eliminujeme ¢len s derivaci
torze a dostaneme:

(ViaRpe) ™ n) @™
= (V[aTbycl]) Vn a™ — R[abnc] Vnam
+ T[gch] Vn a™ — T[gbVWVc] a™
=T Ve Vi @™ — Ti2y Vin Ve @™ + Tiy T Vie a™

Zpétnym vyjadienim operatoru kiivosti pomoci Riemannova tenzoru (napf.
Lemma V7.22) dostaneme dokazované tvrzeni

(ViaRpe™n) a™ = Tigp Rejn™ n a™ n
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PozNAMKA

Obé¢ Bianchiho identity odpovidaji v podstaté trividlnim tvrzenim (viz véta V8.4)
zapsanym v feci vnéjsi kovariantni derivace, kterou zavedeme v pristi kapitole.
Zde se k Bianchiho identitdm znovu vratime a za pomoci bohatsiho aparatu je
dokazeme mnohem rychleji.

V nékterych aplikacich hraji roli ty ¢asti Riemannova tenzoru,
které lze dostat jeho zuzenim. JelikoZ se jedné o tenzor typu (1,3),
miZzeme provést t¥i riznd zaZeni, diky antisymetrii (7.14) ale pouze
dvé z nich jsou nezévisla. Definujeme
Definice D7.23 (Ricciho tenzor a stopa Riemannova tenzoru)

Necht Rgp*; je Riemanntv tenzor kovariantni derivace V. Pak
Ricciho tenzor kfivosti nazgvame tenzor Ric typu (0, 2)

Ricap = Rna™p ,

a budeme psit Ric = Ricci[V].
Pod stopou Riemannova tenzoru budeme rozumét antisymetricky
tenzor TrR. typu (0, 2)

’I‘I‘Rab = Rabnn . o

PozNAMKA

Tenzor TrR je typicky nulovy a proto se v literatufe obvykle nedefinuje. My se
k otézce nulovosti stopy Riemannova tenzoru vratime v kontextu derivaci zacho-
vavajicich objemovy element — viz vétu V10.12 a margindlii M10.3 v kapitole
10.

Nyni mtizeme zformulovat dtsledky Bianchiho identit pro zizeni
Riemanova tenzoru
Véta V7.29 (ZuZené Bianchiho identity)
Pro kovariantni derivaci V s Ricciho tenzorem Ric, stopou Riema-
nova tenzoru TrR a torzi T plati
2Ric[gp) + TrRap = d, 7y + V., T

n—-ab

dgTrRpe =0, . V[a,Terc] - T[;Lb ’I‘I.Rc]n =0.
Pro kovariantni derivaci bez torze dostavame

2Ric(gp) = —TrRgp ,
doTrRpe =0, tj. V[ TRy =0. 0

Vidime tedy, ze stopa Riemannova tenzoru je uzaviena a lze ji alespon
lokalné napsat jako gradient néjaké 1-formy. V kapitole 10 si explicitné
tuto 1-formu zkonstruujeme, viz véty V10.12 a V10.11. Ukaze se, ze
pokud pfislusna kovariantni derivace V zachovava néjaky objemovy
element, bude tato 1-forma uzaviena a TrR vymizi — viz margina-
lii M10.3. Je-li V navic bez torze, vidime zZe Ricciho tenzor je pak
symetricky.
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7.A Geometricky vyznam kfivosti

V marginalii M7.8 jsem uvedli, ze odchylka vektoru paralelné pte-
neseného podél malé smycky od puvodniho vektoru je imérna plose
smycky s koeficientem danym Riemannovym tenzorem. V tomto do-
datku toto tvrzeni upresnime a dokazeme.

Stejné jako v marginélii M7.8 zvolime dvoudimenzionalni plochu
Y parametrizovanou soufadnicemi «, s pocatkem v bodé z, (tj.
a(z,) = B(zo) = 0). Ozna¢ime a = 8/8a|,,, b=8/80|,,. Nyni v
této plose chceme zvolit kiivku ‘linedrniho rozméru fadu O(s)’. Kon-
krétné, zvolime sekvenci (oéislovanou parametrem s) kiivek wg(7) s
ki¥ivkovym parametrem 7 € (0,1), které vSechny zac¢inaji a koné¢i v
bodé x, (tj. ws(0) = ws(1) = ). Tyto smycky nazveme fddu O(s),
pokud pro s — 0 plati

d d
a(ws) ~ B(ws) ~ O(s),  ——a(ws) ~ —B(ws) ~O(s) . (7.15)
dr dr
Potom vektor ¢ paralelné pieneseny podél smycky ws(7) z bodu
T, zpét do z, je do fadu s? dan vztahem

par; [w,] ® = c* — S R(a,b)¥, ! + O(s%) . (7.16)

Zde je Riemanntv tenzor vydcislen v bodé z, a S je obsah plosky
3s C X ohrani¢ené smyckou ws méfeny v soutadnicich «, [:

S:/dadﬂ ~ O(s?) . (7.17)

Zs

Pro ‘obdélnikovou’ k¥ivku podél souradnicovych ¢ar o rozmérech Ax
a AS pouzitou v marginalii M7.8 samoziejmé dostaneme S = Aa Af.
DUKAZ:

V okoli bodu z, zvolime soufadnice x’ pfizptisobené ploge X:

tt=a, =0, 2 (Z)=0 proj=3,4,... . (7.18)

Soutadnice kiivky ws(7) ozna¢ime wi(7) a soufadnice jejiho te¢ného vek-
toru w! (7). Ziejmé pouze komponenty j = 1,2 jsou nenulové, a pfedpoklad,
7e kfivka je fadu O(s), tika, ze wl ~ wl ~ O(s).

Pro zkraceni zapisu si operator paralelniho prenosu podél kiivky ws z
bodu z, do bodu ws(7) oznac¢ime IL,(7):

II,(7) = par_ [ws] . (7.19)

Jedna se bi-tenzor — objekt z prostoru T,;) M ® T, () M. Vzhledem k sou-
fadnému systému z’ bude reprezentovan soufadnicemi Hsf (pokud to ne-
bude pottfeba, nebudeme zavislost na parametru 7 explicitné psét). Poc¢a-
te¢ni podminka déva IIs(0) = § a nds zejména zajima koncova hodnota
II,(1) odpovidajici pfenosu podél celé smycky.

Podminka paralelniho pfenosu ¥ika dV—THs = 0. Pokud je kovariantni
derivace V vzhledem k systému 2/ déana komponentami Fﬁ, dostavame

d .

= ] =0. (7.20)

’ws

(Kovariantni derivovani se zde tyk4 pouze indexu k pfislusejicimu vektoru
v bodé ws(7). Index [ odpovidd kovektoru v bodé z,, ktery zlstavd pii
derivovani fixni.)
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Nyni rozvineme slozky kovariantni derivace v blizkosti bodu z,
Iy =In y% + T \IO & 4+ 0(()?) . (7.21)

Druhy ¢len v rovnici (7.20) je fadu O(s) a proto bude vyhodné hledat feSeni
II.¥ jako rozvoj v parametru s:

T} =) +sTeyr + 8" Typ + O(s”) . (7.22)
Dosazenim (7.21) a (7.22) do (7.20) v fadu O(s°) obdrzime

d

EH(Q)? =0 = l_I(o);€ = 5lk s (723)

kde jsme uvéazili pocateéni podminky I1,F(0) = 6F. Po dosazeni zpét do
(7.20) v fadu O(s) dostaneme

d .n n
SEHU);C = —Ws Fv’fl|$0 = 'Sl—I(l)gC = —Ws F7ILCI|.,EO ) (724)

kde jsme wzili trividlnost pocatecnich podminek ve vysSSich fadech,
O, F(0) =0, 5 =1,2,.... V dal§im ¥adu rovnice (7.20) dava

d .m n i
SQEH(Z)QC = TWs W (Frlfll,nlzo - FT’:M zol—‘"l’zo) . (725)

Integrace podél celé smycky vede na kfivkovy integral, pro ktery lze pouzit
vicedimenzionalni analogii Stokesovy véty (viz vétu V10.15 v kapitole 10):

1
Pty = [ @0l (T~ D), dr
0

= — Ty — Ts jzl)|% / z" dxm|623 (7.26)
OX g
= — (mptt,m) + Tngat Do) |, /df’f" A daz™ |y
s

Podle lemmatu V7.27 je vSak vyraz pfed integralem dan slozkami Rie-
mannova tenzoru f%ank ;- Podintegralni vyraz dz" A dxm|):s (pfipadné
dz" ‘azs v kiivkovém integralu) je restrikce 2-formy dz™ A dz™ na plochu
Y, (respektive 1-formy dz" na kiivku 03,). Restrikci 2-formy lze provést
pomoci projektoru

A(%{%) da A dg, (7.27)
pricemz v blizkosti x, mizeme v nejvyssim fadu aproximovat g—z ~a" a
% ~ b™. Tzn.

dz" A da™|, ~ 24" dandB . (7.28)
Dostavame tak

s Ty |, = =R, a"b™ /da AdS (7.29)

s

Dosazenim vztahti pro Iy, Il1yF a M) do rozvoje (7.22) (piicems
diky ws(1) = zo je sH(UﬂT:l = 0), dostavame

Ly _, =6 —Sa™b" Ry, +0(s%), (7.30)

kde S = fz da df. Prejdeme-li od soufadnic zpét k tenzorovym veli¢inam,
miizeme psat

I.(1) = 6 — S R(a,b) + O(s*) , (7.31)

Tim jsme tvrzeni (7.16) dokézali. n
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