Kapitola 8

Kovariantni vnéjsi
derivace

V této sekci zobecnime vnéjsi kalkulus z kapitoly 4 — operaci vnéjsiho
soucinu a vnéjsi derivace — na obecnéjsi tenzorové objekty. Tento ma-
terial je pomérné pokrocily a je mozné ho vynechat. V dalsim textu
se sice na zde zavedené operace budeme odvolavat, vzdy ale jen jako
na alternativni zptiisob zapisu vét a vyrazu, které primarné zapiseme
jinak.

Uziti kovariantni vnéjsi derivace muze zkratit leckteré vyrazy v
riemanovské geometrii, jeji hlavni uplatnéni je vsak az v kontextu
vektorovych bundli. V tomto kontextu je zavedeni kovariantni vnéjsi
derivace velmi pfirozené a p¥imocaré. Zavedeni kovariantni vnéjsi de-
rivace na tecnych prostorech je pouze aplikace obecného konceptu
ve specialni situaci, kdy vektorovym bundlem je tenzorovy prostor
TEM. V tento okamzik vSak nemame jesté vybudovanu teorii fib-
rovanych prostori a proto se zaméiime pouze na teéné kovariantni
vnéjsi derivace.

8.1 Tenzor-znacné antisymetrické formy

Nasim cilem je rozsitit vnéjsi kalkulus definovany pro antisymetrické
formy, tj. pro antisymetrické tenzory typu AP M = Tg}M , na ten-
zory, které vedle antisymetrickych indextt maji jesté daléi tenzorovou
strukturu. Budeme tedy mluvit o tenzor-znacnych antisymetrickych
formach typu (k, 1) stupné p — tenzorech z prostoru AP® TF M, tj. ten-
zorech typu (k, ! 4 p), které maji p antisymetrickych kovariantnich in-
dext. Jinak feceno, budeme uzivat antisymetrické p-formy, které maji
navic k kontravariantnich a [ kovariantnich indext. Pro tyto tenzor-
znacné p-formy zavedeme vnéjsi soucin a vnéjsi derivaci ucinkujici na
antisymetrické indexy a ‘ignorujici’ dodatecnou tenzorovou strukturu.

Navrzena koncepce je jasnd, nese s sebou vsak problémy s ozna-
¢enim. Pouzivané objekty mohou byt pomérné slozité a mize dojit k
nejasnostem, které tenzorové indexy odpovidaji antisymetrické formé
a které dodatecné tenzorové struktuie. Naptiklad tenzor wg, ...q, mize
byt chépan jako p-forma z A’ M ¢ (0,1) zna¢na (p — 1)-forma z pro-
storu AP"'® T9M. Abychom byli schopni tyto interpretace odlisit,
zavedeme oznaceni:

8-1

verze 2.02 (2013-12-09)
[2.03,1.12,1.14,2.04202,202,2.03,2.03,2.02,0,1.03



Kovariantni vnéjsi derivace

82

Definice D8.1 (Tenzor-zna¢né antisymetrické formy)
Antisymetrickou tenzor-znaénou formou typu (k, 1) stupné p nazgvame
tenzor z prostoru Tl’j_pM , ktery je antisymetricky v p kovariant-
nich indexech. Tyto indexy budeme nazyvat formové. Rozdéleni na
p formovych indext a zbyvajici £ a [ indexti budeme indikovat
nasledovne:

ai...ag
MN1..MNpa1...0

w

Alternativné, pokud nebude hrozit nedorozuméni a struktura do-
date¢nych indext bude jasné z kontextu, budeme dodateéné indexy
zcela vynechavat:

wnl...np . o
PozNAMKA
Jak jiz bylo feCeno, jeden a tyz tenzor muze byt chapan rtzné. Napriklad tenzor
Al = A[szbc] Ize chapat jako vektor-zna¢nou 3-formu A7, . nebo jako tenzor-

znacnou 2-formu typu (1,1) — nabizeji se hned t¥i moznosti Ay,  nebo A,

nebo A7, .. Dalsi moznost je 1-forma typu (1,2) (napf. AL, ) a koneéné A7, —
0-forma typu (1, 3).

Tenzor-znacéné formy typu (k,!) mizeme chapat jako antisymet-
rické formy, jejichZ soufadnice jsou tenzory typu (k,l). Obdobné k
rovnice (4.6) miZeme psét

b... __ b... ni np
wal...ap c... _wnl...np c... eal eap
= b... _ni np 8.1
- Z wnl...np(z.._ eal/\'--/\eap s ( )

1<n; < <np<d

kde {e’} je baze v kotecném prostoru T9 M.

Rozliseni na formové a dodatecné tenzorové indexy neméni vy-
znam samotného tenzoru. Jedna se pofad o tentyz tenzor. Rozliseni
na dva typy indext vSak muze ovlivnit operace, které s danym tenzo-
rem budeme provadét. Na tenzor-znacné formy nyni totiz zobecnime
bézné operace s antisymetrickymi tenzory s tim, Ze tyto operace bu-
dou ‘ignorovat’ dodatecné indexy — budou pracovat pouze s indexy
formovymi. Rozlisenim indexd na dvé skupiny mizeme tedy ovlivnit,
jak se tenzor ‘G€astni’ riznych operaci.

Prvni takovou operaci je vnéjsi soucin. Vnéjsi soucin se na tenzor-
znacnych antisymetrickych formach definuje presné stejné jako v ka-
pitole 4 s tim, Ze tento soucin bude ignorovat dodate¢nou tenzorovou
strukturu.

Definice D8.2 (Vnéjsi nasobeni)
Necht w’/ € AP ® lej M, j=1,...,n, jsou tenzor-zna¢né antisymet-
rické formy stupnt p; typu (k;, ;). Vnéjsi soudin w! Aw? A+ Aw”
téchto forem je tenzor-znac¢né antisymetricka forma w stupné p =
p1+--+pn typu (k1) = (k1 + -+ + kn,l1 + - - - + 1) dand antisy-
metrizaci tenzorového soudinu forem w’ ve formovych indexech.

|
w=w A AWt = Alw! - w™) .
pil-- - pal

Ptesnéji, pomoci indext mé definice tvar

|
_ p: wl bi.. __ . ..n .. b
-Ck ap]...cp

p1|pnl l[ai...|ei..]
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8.2 Kovariantni vnéjsi derivace

Vnéjsi kalkulus pro antisymetrické formy ma velky vyznam zejména
proto, Zze vnéjsi derivaci d miZeme zavést i bez znalosti kovariantni
derivace ¢i jiné dodatecné struktury. Toto jiz neni pravda pro vnéjsi
kalkulus s tenzor-zna¢nymi antisymetrickymi formami. V tomto pfi-
padeé lze zavést vnéjsi derivaci pouze s pomoci silnéjsi struktury, ktera
urci, jak zachéazet s dodatecnymi tenzorovymi indexy. Touto silnéjsi
strukturou je kovariantni derivace. Zavedeme tedy tzv. kovariantni
vnéjsi derivaci, kterd na formovych indexech funguje jako obycejna
vnéjsi derivace a na dodatecnych indexech jako derivace kovariantni.
Definice D8.3 (Kovariantni vnéjsi derivace)
Kovariantni vnéjsi derivace ¥d (asociovana s kovariantni derivaci V)
je zobrazeni z prostoru antisymetrickych tenzor-znacnych p-forem
do prostoru tenzor-zna¢nych (p 4+ 1)-forem stejného typu spliiujici
nasledujici vlastnosti:

¥d : Sect(AP® T} M) — Sect (AP @ Ty M),

Vd(aa+rB) =Vda +rVdg3, reR, (1)
daAB)="daAB+ (1)’ aAYdS, (ii)
Vdo = do pro o€ APM, tj.kI1=0, (iii)
VdA=VA pro Ac%FM, tj.p=0. (iv)

prow € APM a o € AIM.
P1i pouziti tenzorovych indexti budeme vysledek vnéjsiho deri-
vovani zapisovat Vd, w,, br--br_ Jeho slozky budeme oznacovat

c.@pCi ...
by...by
@pCr...Cp° o

Vd, Wa,
Tato definice urcuje jiz vnéjsi derivaci jednozna¢né. Vskutku, uzi-

jeme-li rozpis do soufadnic (8.1), definice D8.3 dava
dw =

Z Vwn,.m, A dz™ A--- A da™ (8.2)

ny<---<np
pfipadné s tenzorovymi indexy

b.. _
1.--Q@p C...

Z Vae@nyom, o Adg @™ A A d, a"r. (8.3)

daowa ,,.TLP C...
ny<---<np
Zde n,.....n, jsou soufadnicové indexy. Objekty w,, b vsak nejsou
skalarni funkce (jak tomu je u komponent antisymetrické formy), ale
tensory typu (k,[) — zbyvaji jim neformové abstraktni indexy a,s.....
Analogicky vyraztim z predchozi kapitoly muZzeme vyjadiit ko-
variantni vnéjsi derivaci ¢isté pomoci prislusné kovariantni derivace.
Tentokrat uvedeme vztah v plné obecnosti — pro kovariantni derivaci
s obecné nenulovou torz{ (srovnej s marginalii M7.7).
Véta V8.1 (Yd pomoci V)
Necht V je libovolna kovariantni derivace s torzi T. Pak kovari-
antni vnéjsi derivace p-formy w typu (k,1) lze vyjadfit pomoci V
nasledovne:

Vd b... __
w =
ao~aj...apc...
_ b... n b...
- Vao A wal...ap c... + Ta,oa,l A wna;;...ap c...

_ b... +1 b...
- (p + 1) V[aowal...ap]c... + (;02 )T£0a1w|n|a3.,.ap] c...
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MS8.1 Vnéjsi kalkulus na n-adovych slozkach

Vnéjsi kalkulus zobecnény na tenzor-znacné
formy se ¢asto pouZivd v n-ddovém forma-
lismu. V pfipadé, Ze mame na varieté v kaz-
dém bodé zvolenou n-adu {e;} a k ni dudlni
bazi {e’}, mizeme zobecnit vn&jsi kalkulus na
tenzor-znacné formy jednodussim zpusobem.
Dodate¢nych tenzorovych indext se zbavime
tak, ze je vyjadiime vzhledem ke zvolené n-
adé, tj. ze budeme pocitat s n-adovymi sloz-
kami. Misto p-formy w,, o . typu (k,l) pak
budeme mit soubor antisymetrickych p-forem
Wa,..a, b Eislovanych indexy b,c=1,...,n.
Jelikoz se jedna jiz o obycejné antisymetrické
formy, mizeme na né aplikovat bézné operace
vnéjsiho kalkulu. Samozfejmé, pfi zméné n-
ady se tetradové slozky méni a budou se ménit
i nase antisymetrické formy w, o b,
Takto zobecnény vnéjsi kalkulus na tenzor-
znacné formy vsSak je jen specialni pfipad na-
Seho obecného pfistupu. Je zfejmé, ze u vnéj-
§tho soucinu je cesta pres zavedeni n-adovych
slozek jen jiny zpisob jak Fici, ze vnéjsi soucin
‘ignoruje’ dodatecné tenzorové indexy. Pro-
blematickd operace je vnéjsi derivace. V na-
Sem formalismu odpovida vnéjsi derivovani
tetradovych slozek specidlni volbé kovariantni
vnéjsi derivace. Staci zvolit kovariantni vnéjsi
derivaci ®d asociovanou s n-ddovou vnéjsi de-
rivaci 8. Jelikoz @ anihiluje n-ddové vektory,
ptsobi ®d pravé jen na n-adové slozky. Ne-
boli, vnéjsi derivace n-adovych slozek je rovna
n-adovym slozkdm kovariantni vnéjsi deri-
vace 0:

b
aj..apc...

g w

r,..)eb.“es el

1...Qp S... T c

= (da,wq
(Slozky Wa,..a,s.. Jsou zde samoziejmeé vyja-
dfeny vzhledem k bézi e;.)

Specialné, jelikoz n-adova slozka v hornim in-
dexu jednotkového tenzoru je pfimo 1-forma
béze, 8% = e’,, vztah pro torzi z lemmatu
V8.2 vede na vztah (ii) lemmatu V7.11

oy = dg0y = (daejb) e/ .
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= > (-1)'Va,wa, a2
0<k<p ~—~

mimo aj

k+Il+1 n b...
+ E (_1) Takalwnal...ap c...
0<k<i<p N

mimo ay,, a;

O
Specidlng, pro p = 0, 1,2 dostdvame vztahy analogické rovnici (7.12).
Vdo AL = VoA,
YdaVp = VaTes  — VoYas + Tab s »
YdaOpe. =VaOpes + Voo o0 + Voo,

n ... n r... n ...
+Tbca-nas. +Tcaanbs. +Tabancs...'

(8.4)

Lehce nahlédneme, ze pro kovariantni derivaci bez torze je kovariantni
vnéjsi derivace (az na numericky faktor) antisymetrizaci kovariantni
derivace ve formovych indexech

Vdw =VAw, tj.

vdaowalmap ? = (p + 1) V[aowal.“ap] lc7 (8 5)
= Y () Vawa, 4, 2
0<k<p —~—

mimo ay,

Pomoci kovariantni vnéjsi derivace mizeme napsat explicitni vzo-
rec pro torzi prislusné kovariantni derivace. Aplikaci druhého vztahu
z (8.4) na jednotkovy tenzor chipany jako 1-forma typu (1,0) dosta-
neme
Lemma V8.2 (Torze pomoci vd)

n _ v n
Tbc - da(sb ’

kde T je torze kovariantni derivace V. 0

8.3 Operator krivosti a Bianchiho iden-
tity

Pfi porovnani definic obycejné vnéjsi derivace D4.3 a kovariantni
vnéjsi derivace D8.3 vidime, ze pro kovariantni vnéjsi derivaci ne-
mame analogii vztahu d dw = 0. Vskutku, druha kovariantni vnéjsi
derivace neni obecné nulova. Pfesto vSak pro ni plati specidlni vztah.
Ukazuje se, ze YdVd A sice neni nulové, ale chova se ultralokalné, tj.
lze reprezentovat tenzoroveé.
Véta V8.3 (Druha kovariantni vnéjsi derivace)
Meéjme kovariantni derivaci V s Riemannovym tenzorem R a s ni
asociovanou kovariantni vnéjsi derivaci ¥d. Pak piisobeni druhé ko-
variantni derivace na tenzorové pole A chapané jako tenzor-zna¢na
0-forma je ddno operatorem kiivosti Rgp, tj. jde o pseudoderivaci
charakterizovanou Riemannovym tenzorem:

vy Vv, k... _ k...
d,"dy, A = Rap A7
Obecnéji, pusobeni na tenzor-zna¢nou p-formu w lze zapsat

©,tji.  Ydd=RA .

verze 2.02 (2013-12-09)

M8.2 Kiivost pomoci vnéjsi derivace
Vyraz z véty V7.26 lze zapsat pomoci vnéjsi
kovariantni derivace nasledovneé:
Rap*i = Rap®1 +¥d, Ty, + T, AT,
Zvolime-li za jednu z derivaci soufadnicovou
derivaci 8, dostaneme (viz lemma V7.27)
Rabkl = adarlfl + I‘akrfv, A FI;’I s
kde rozdilovy tenzor I hraje roli tenzor-
znacné 1-formy potencidlu. Zapis v tomto
tvaru je obvykly zejména v analogickych vyra-
zech pro kiivost kovariantnich derivaci na vek-
torovych bundlech.
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Zde pod Rgp A w, | chidpeme operaci, ktera se chova jako vnéjsi
nasobeni ve formovych indexech a,b,c,.. a jako operator kiivosti
v dodatec¢nych tenzorovych indexech k,1..... O
DUkAz:
Zacnéme druhou vnéjsi derivaci tenzorového pole A. Pomoci vztaha 8.4
muzeme postupné psat
Y,y AL = VoV, AL -
=V Vp Al =V Vo AL + Tay VR AL
coz je podle véty V7.23 presné akce operatoru k¥ivosti Ras A
Obecnou tenzor-zna¢nou p-formu w,. ;' miZeme vidy napsat jako sou-
Eet &lentt v soudinovém tvaru o, AJ. Druha vnéjsi derivace takovych
¢lend lze upravit

¥dvd(Aa) = ¥d(A(da) + (Ya4) A a)
=VAAda+ Adda + (YdYdA) Aa — VA Ada (8:6)
= (Yd"dA) Aa =RA Aa.

Zde jsme uzili vsech vlastnosti kovariantni vnéjsi derivace z definice D8.3,
identity dd = 0 a pravé dokazaného vztahu (*). Platnost YdVdw = R A w
pro obecnou formu w pak plyne z linearity. n

V feci kovariantni vnéjsi derivace maji pak Bianchiho identity tvar
Véta V8.4 (Bianchiho identity pomoci vnéjsi derivace)
Bianchiho identity z véty V7.28 lze zapsat nasledovneé:

R, N0, =Vd, T, (Bianchi 1)
YdaRp:. = 0. (Bianchi 2)
o

V prvni identité operator kiivosti R (definice D7.22) ptsobi pouze
na index n. Toto pisobeni je podle (7.13) ddno pfimo Riemannovym
tenzorem. Vyraz na levé strané je tak v podstaté Riemanniv tenzor
s operaci A mezi prvnimi dvéma a tfetim spodnim indexem. To vSak
nelze rozumné zapsat pomoci znaménka A a pokud bychom chtéli
prepsat levou stranu explicitné pomoci Riemannova tenzoru R, museli
bychom si pomoci antisymetrizaci podle definice D4.2:

Ry A0 = 3R,," (8.7)

ab ]

V druhé Bianchiho identité nesmime zapomenout, ze operator kii-
vosti R je pseudoderivace, ktera ptisobi doprava na libovolné tenzo-
rové pole (véta V7.23). Vyrazu YdR z Bianchiho identity je nutno
rozumeét tak, ze vnéjsi derivace v ném pusobi pouze na R, tj. pouze
na Riemantv tenzor R, ze kterého lze R ‘poskladat’. Mohli bychom
psat VdR = tens[Vd R]. Identita YdR = 0 je tedy ekvivalentni identité
pfimo pro Riemantiv tenzor

Yd, R,.", =0. (8.8)
Vidime, ze diky druhé Bianchiho identité se operator kfivosti R chova
vici kovariantnimu vnéjsimu derivovani jako konstanta:

vda (Rbc A;v) = Rbc A vd'a,‘4;v ’

8.9
vda (Rbc A wc;») = Rbc A vd w - ( )

a%*ec...l...

Upozornéme v8ak znovu (viz vétu V8.3), Ze zde R piisobi na Vd A také
jako pseudoderivace a to v neformovych indexech; naopak, operace A
bere v tivahu pouze formové indexy.
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DUkAz: (VETA V8.4)
Prvni Binachiho identita vyplyva z rovnosti rozpisi druhé vnéjsi derivace
jednotkového tenzoru Vd,Vd,d. pomoci lemmatu V8.2 a pomoci véty
V8.3.

Druhéd Binachiho identita plyne z ‘asociativity’ vnéjsiho derivovani.
Treti derivace libovolné tenzor-znac¢né formy w lze totiz rozepsat podle
véty V8.3 pfi pouziti razného ozavorkovani dvéma zpusoby

¥d(Yd¥dw) = Yd(RAw) = (YdR) Aw + R A (Ydw)

¥avd(Ydw) = RA (Ydw) .
Odtud okamzité dostavame YdR = 0. =
Nyni ukazeme, ze Bianchiho identity ve tvaru véty V8.4 jsou ekvi-
valentni jejich standardni tenzorové reprezentaci z véty V7.28.
DUKAz: (VETA V7.28)
Rovnice (8.7) ukazuje, Ze leva strana obou prvnich Bianchiho identit je az

na trividlni faktor stejnd. Vyraz VdT na pravé strané lze rozepsat pomoci
véty V8.1

Yd,Tie =V, A Toe + Tap AT .

Nahrazenim vnéjsiho nasobeni antisymetrizaci a uzitim antisymetrie torze
dostaneme pravou stranu prvni Bianchiho identity véty V7.28.

Jiz jsme fekli, ze VAR = 0 je ekvivalentni vyrazu (8.8). Pokud vyjadiime
vnéjsi derivaci pomoci kovariantni derivace (véta V8.1), dostaneme

0="d,Rp.", = Vo ARy.", + Ty ANR,..",

Opét nahrazenim vnéjsiho nasobeni antisymetrizaci nasobeni tenzorového
a uzitim antisymetrie Riemannova tenzoru v prvnich dvou indexech dosta-
neme pravou stranu ptivodniho tvaru druhé Bianchiho identity. ™
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