Kapitola 6

Metrika

vvvvvv

-----

mife vyznam slova geometrie. Pomoci méreni délek 1ze zachytit vSechny
lokalni geometrické vlastnosti prostorocasu. Z tohoto diévodu hraji
prostory s metrickou strukturou klicovou roli jak v geometrii, tak i ve
fyzice.

6.1 Metrika

Méteni délky ktivek, velikosti ploch a objemt, thli a dalSich veli¢in
lze prevést na promérovani elementarnich délek, které lze charakte-
rizovat pomoci tzv. metrického tenzoru. Metrickd struktura tak lze
zachytit a popsat pomoci lokalni tenzorové veli¢iny.
Definice D6.1 (Metrika)
Metrickym tenzorem ¢i kratce metrikou v bodé x € M budeme rozu-
mét symetricky nedegenerovany tenzor typu (0,2). Tj., g € T,9M
je metrika, pokud
Imn = Gnm > (symetrie)

acT,M,a#0 = g,,a"#0. (nedegenerovanost)

Metrikou na varieté M je minéno pole z TYM, které je v kazdém
bodé metrikou.
Symetricky nedegenerovany tenzor g—! typu (2,0) spliujici

g_1 angnb = 6g

se nazyva inverzni metrikou. o

PozNAMKA
Pokud neni splnéna podminka nedegenerovanosti, mluvime nékdy o degenerované
metrice.

Geometricky vyznam metriky spoc¢iva v tom, ze definuje skaldrni
soucin dvou vektori — viz definici D6.4 niZze. Pomoci vektoru vsak
muzeme charakterizovat elementarni tisecky ¢i oblouky: napf. maly
usek parametrizované kiivky z(7) mezi hodnotami parametru 7, a
To + d7 je urcen vektorem %dr Metrika nam umozni zmérit délku
téchto malych tsekid a jejich integraci délku konec¢né kiivky — viz
definici D6.12 nize.
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Poznamenejme vsak nejdiive, Ze v definici metriky nevyzadujeme
podminku positivity. Ve fyzice hraji podstanou roli i metriky, které
nejsou positivné definitni a proto jsme je pripustili v obecné defi-
nici. To v8ak komplikuje geometricky vyznam metriky — obvykly po-
jem vzdalenosti potfebuje positivitu skalarniho soucinu. Pro metriky,
které nejsou positivné definitni jejich geometricka interpretace bude
mirné odlisna.

Abych mohli zavést jemnéjsi klasifikaci metrik, potfebujeme po-
jem signatury metriky. Tu zavedeme pomoci ortonormélni baze.
Definice D6.2 (Ortonormalni baze)

Méjme v bodé x metriku g. Ortonormalni baze ¢i ortonormaini n-ada
vektoril {ej }i=1,...a (kde d = dim M) je baze vektori spliujici

+1 pro i=7,

k 1 _

€ €5 Gg = .,
0 pro i#j.

Duéln{ b4zi {e’} nazfvidme ortonormélni bazi v prostoru 1-forem.

Vektory se zapornym ‘kvadrdtem velikosti’ e* el gi; obvykle fa-

dime pred vektory s ‘kvadratem velikosti’ kladnym o
POzZNAMKA
Slovo “n-ada” je trochu nestasné ‘zobecni’ uzivanych slov “tridda” a “tetrdda”
v pfipadé tii a ¢tyf dimenzi. Alternativné se téz uzivaji nazvy “reper”, “frejm”
(anglicky “frame”) ¢i “neholonomni bdze” (pokud se jednd o bazi, kterd neni te¢na
k soufadnicovym ¢aram néjakych souradnic). V tomto textu budeme pouzivat bud

“baze vektort” nebo “n-dda” a to af uz bude nazev dimenze jakykoli (tj. vyhneme

se napf. necitelnému “d-4da”).
Lemma V6.1 (Existence ortonormalni baze)
Ke kazdé metrice existuje ortonormalni baze.
Pro zadanou metriku je pocet vektort v ortonormalni bazi se zapor-
nym ‘kvadratem velikosti’ nezavisly na volbé ortonormaéalni baze. g
DUKAz:
Dikaz prenechame ctenari k vyhledani v ucebnicich z linearni algebry.
Jedn4 se o aplikaci Gramovy-Schmidtovy ortonormaliza¢ni metody a o ele-
mentarni vlastnost kvadratickych forem. =

Diky tomuto lemmatu mtzeme definovat:
Definice D6.3 (Signatura metriky)

Pocty n a p vektord se zapornym a kladnym ‘kvadratem velikosti’
v ortonormélni bazi se nazyvaji signatura metriky. Signatura se ob-
vykle zapisuje ve formé (n, p) ¢i
(_...__|_..._|_) .
— N —
n-krat p-krat

Pod signg budeme chapat soucin znamének v signature. Tj. pro
metriku signatury (n,p) méme

signg = (-1)".

Metrika se signaturou (+ - --+4) se nazyva riemanovskd, metrika se
signaturou (— + ---+) se nazyva lorentzovskd. Obecné, pokud sig-
natura obsahuje znaménka minus, budeme ji nazyvat smiSenou. o

Ztejmé, sign g je znaménko hustoty Det g:

Detg = (signg) [Detg| . (6.1)
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6.2 Riemannovské a lorentzovské metriky

Riemanovské metriky jsou pozitivné definitni a definuji standardni
skalarni soucin, velikost a tthel vektorii.

Definice D6.4 (Skalarni souéin)
Riemanovska metrika definuje skaldarni soucin predpisem

(a,b) =a™b"g,,n, - (skaldrni soucin)

Velikost vektoru |a| a dhel v dvou vektort jsou definovany nésle-
dovné:

la] = (ak 9ri al)l/2 , (velikost)
a™ gpnn 0"

(tthel)
|al[b|

o

cosy =

Lorentzovska metriku zavadi bohatsi strukturu. V prvni fadé de-
finujeme tzv. kauzdlni strukturu, kterd rozdéluje vektory podle zna-
ménka ‘kvadratu velikosti’ vektoru.

Definice D6.5 (Kauzalni struktura)
Necht g je metrika lorentzovské signatury (—,+,...,+). Vektor a
nazyvame v zavislosti na znaménku ‘kvadratu jeho velikosti’ casu-
podobny, prostorupodobny ¢i nulovy (nékdy téz svételny):

<0 a je ¢asupodobny ,
a® o g § =0 a je nulovy ,
>0 a je prostorupodobny .

Dva neprostorupodobné vektory a,b nazyvime (kauzalné) shodné
orientované, pokud a’b’ 9;; < 0 nebo pokud si jsou tmérny s klad-
nym koeficentem a = rb, r > 0.
Linearni podprostor vektort z T, M nazyvame prostorupodobny,
pokud obsahuje pouze prostorupodobné vektory, nulovy, pokud ob-
sahuje pravé jeden nulovy vektor a jinak samé prostorupodobné
vektory, a konecné ¢asupodobny, pokud obsahuje alespon jeden vek-
tor ¢asupodobny. o
PozNAMKA
Nazvoslovi je motivovano teorii relativity, ve které lorentzovska metrika popisuje
vlastnosti prostorocasu. V piipadé vektori muzeme stejné nazvoslovi zobecnit
i pro metriku obecné smisené signatury. Pro linearni podprostory by vsSak pro
obecnou metriku bylo potfeba zavést vice typu a to podle signatury metriky
indukované na podprostor.
Definice D6.6 (Kauzilni orientovatelnost variety)
Shodnost orientace dvou ¢asupodobnych (pfipadné nulovych) vek-
tort v daném bodé je ekvivalence, ktera rozdéluje casupodobné
(resp. nulové) vektory na dvé tiidy. Vektory jedné z nich konvenéné
nazyvame vektory orientované do budoucnosti, vektory druhé tiidy
nazyvame orientované do minulosti. Pokud lze vydéleni vektoru ori-
entovanych do budoucnosti provést globalné a hladce na celé va-
rieté (tj. pokud Gasupodobny vektor orientovany do budoucnosti
zustava pri spojitém prenosem po varieté porad orientovan do bu-
doucnosti), nazyvame varietu kauzdlné orientovatelnou a volbu vek-
torl orientovanych do budoucnosti nazyvame kauzalni orientaci.
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Shodné orientované ¢asupodobné vektory tvoii konvexni mnozinu ohra-
ni¢enou shodné orientovanymi nulovymi vektory. Mnozinu nulovych
vektord téz nazyvame svételny kuZel.
Pro lorentzovskou metriku zavadime nasledujici veliciny
Definice D6.7 (Pseudoskalarni soucin)
Lorentzovskd metrika definuje pseudoskaldrni soucin predpisem

(a,b) =a™b" g, -

Tento soucin neni positivné definitni.
Dva vektory nazyvame kolmé (téz ortogonalini), pokud maji nulovy
pseudoskalarni soucin.

Velikost vektoru a definujeme piedpisem
l|1 /2 )

la| = ’akgkla °

Vztah dvou vektord mutize byt z hlediska lorentzovské metriky rtz-
ného typu. Nez zavedeme analogie thlu, podivejme se podrobnéji na
nejjednodussi pripad dvoudimenzionalniho vektororového prostoru s
lorentzovskou metrikou. Oznaéme ¢, g ortonormalni bazi s casupodob-
nym vektorem t a prostorupodobnym vektorem g. Analogii jednot-
kové sféry tvori vektory normalizované pomoci lorentzovské metriky.
Jednotkovou pseudokruznici tvofenou prostorupodobnymi vektory a
definujeme podminkou

(aa Cl,) =1, (62)

jednotkovou pseudokruznici tvofenou ¢asupodobnymi vektory n pak
podminkou

(n,n) =—1. (6.3)

Vzhledem ke zvolené bazi maji vektory jednotkovych pseudokruznic
tvar

a= :l:(sinhTt+cosh7'q) ,

n = :i:(coshﬂt + sinh 3 q) . (6.4)

(Jedn4 se tedy o rtizné vétve hyperbol s asymptotikami +¢ + q.) Pa-
rametry 7 a (3 hraji roli thlu mezi vektorem baze g, pripadné t a
vektorem a, resp. n. Tyto parametry totiz odpovidaji délce oblouku
jednotkové pseudokruznice mezi piislusnymi dvéma vektory mérené
pomoci lorentzovské metriky (viz definici D6.12). 7 i § lze pfimocare
ziskat ze skalarniho soucinu obou vektort. Miuzeme tak definovat

Definice D6.8 (Uhly a pseudotihly)
Pro dva vektory a, b, jejichz linearni obal je prostorupodobny, de-
finujeme vzajemny dhel v obvyklym zpisobem
(a,b)
laf |b] °
Pokud je linearni obal dvou prostorupodobnych vektort a, b ¢asu-
podobny, definujeme jejich vzajemny pseudoidhel T vyrazem
(a,b)
|al[b]
Pro dva shodné orientované ¢asupodobné vektory a, b definujeme
jejich vzajemnou rapiditu 8 vztahem
(a,b)
lal [b] - ’

cosy =

cosht =

coshfg = —
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6.3 ZvySovani a snizovani indexu

Metrika umoziuje ztotoznit prostor vektoru a 1-forem. Toto ztotoz-
néni lze rozsifit na tenzory a umoznuje prevadét abstrakni indexy
mezi dolni a horni pozici.
Definice D6.9 (ZvySovani a sniZzovani indexu)
Metrika g definuje operace zvySovdni ! a sniZovdni ° abstraktnich
indext tenzori

0 k
T Wy, — ()

b Téﬁt N Tgc , Aal...ak N (bA)al...ak
predpisem

# ai..ap __ —lain; —larng

(fw) =g ... g Wy oy s
b _ ni..ny
( A)al~~-ak - ga1n1 . 'gaknk A .

Mizeme samoziejmé zavést i zvedani a snizovani jednotlivych in-
dexti zvlast a to i u tenzort se slozitéjsi indexovou strukturou. To
vsak budeme jiz zapisovat vzdy pfimo pomoci indexd, bez uziti
znacek ! a’. °

Lehce lze ovéfit, ze

Mwo=w, PA=A, (6.5)

o 1 b 1 _
9=9 , 9 =g. (6.6)
Snizenim indexti u vektord ortonormélni baze dostaneme 1-formy li-
$ici se od prvki dudlni ortonormalni baze nanejvyse znaménkem

e, =+e', fel=+e,, (6.7)

pri¢emz znaménko je uréeno znaménkem ‘kvadratu velikosti’ prislus-
ného vektoru

+1 =sign(ef el gp) - (6.8)

V piipadé, Ze je jednoznac¢né definovand metrika, zavadi se Casto
konvence, Ze zvySovani a snizovani indexti se provadi automaticky.
Tenzory lisici se riznou polohou indexid se oznacuji stejnym sym-
bolem a rozliSuje se mezi nimi pouze explicitnim vypsanim indext.
Mame tedy napi. @m, = g,,,a". Pii pouzivani této konvence je po-
tfeba rozliSovat relativni polohu kovariantnich a kontravariantnich in-
dexil. Bez této konvence na umisténi spodnich a hornich indext viici
sobé nezalezi — nemtizou se nikdy promichat. Pokud vsak pfipoustime
automatické snizovani a zvySovani indexti, musi mit jednoznacné ur-
Cené poradi vSech indexti, nezavisle na tom, zda jsou zrovna umistény
nahoie ¢ dole. Budeme napf. psat Riemanntv tenzor Rgpe?, ktery pii
snizeni posledniho indexu pfejde na Rgpeq- Vyjimkou jsou symetrické
tenzory, kde na poradi indexid nezalezi.

V duchu této konvence a diky (6.6) se pro inverzni metriku bézné
pouziva stejny symbol jako pro metriku samotnou a oba tenzory se
rozli$uji pouze zapisem indext, tj. g2° je tenzor g~! a g, je tenzor
g. Pokud zvysime metrice pouze jeden index, dostaneme jednotkovy
operator

9." =8 (6.9)
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Vzhledem k ortonormalni bazi riemannovské metriky tvori kom-
ponenty metriky g¢,5 jednotkovou matici. ZvySovani a snizovani in-
dext se tak vzhledem k ortonormalni bazi stava trivialni operaci —
komponenty tenzoru liSici se pouze polohou indexu se numericky sho-
duji, napft.:

Pro metriku se smisSenou signaturou se slozky tenzoru vzhledem k
ortonormalni bazi mohou pro riznou polohu indext lisit znaménkem.
Poznamenejme, Ze operace zvySovani a snizovani indexu je realné
analogie hermitovského sdruzeni. Vskutku, pro reilné tenzory mi-
zeme pomoci metriky definovat transpozici operatoru:
Definice D6.10 (Transpozice operatoru)
Mgéjme na varieté M metriku g. Pro tenzory typu (1, 1) definujeme
operaci transpozice T

T TiM—T, M, A— AT
vztahem

(AT -a,b) = (a,A-b) .
Explicitné miizeme psat

AT =g ¥ gy,

]Agia

pripadné, s automatickym zvedanim a snizovani indexi

AT = Ap®.
Budeme-li chtit zdlraznit, Ze operace transpozice je definovana po-
moci metriky g, budeme psat Ts. o
PozNAMKA

Pro tenzory v soudinovém tvaru A = a o tedy mame AT =fa’a.

V pripadé riemannovské metriky jsou slozky transponovaného ten-
zoru vzhledem k ortonormalni béazi tvoreny matici ziskanou ze sou-
fadnic puvodniho tenzoru zdménnou indext (sloupcu a Fadkt). Sni-
zovani a zvySovani indexu totiz v tomto pripadé neméni numerickou
hodnotu komponent tenzoru a tvrzeni se redukuje na posledni vztah
definice D6.10.
Definujme jesté:

Definice D6.11 (Symetrické operatory)

Linearni operator A € T,} M nazveme symetricky vzhledem k met-

rice g, pokud AT = A. o

Uvazujme déale, ze mame zadané dvé metriky g a q. Mizeme de-
finovat operdtor A =q ! - g, tj.

Aij _ qfl in gnj .

Tento operator je symetricky jak vzhledem k metrice g, tak vzhledme
k metrice q:

ATo = A, ATa=A. (6.10)
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Standardni véty linedrni algebry zarucuji existenci vlastnich vektort
symetrického operatoru (sta¢i uvazovat matici slozek vzhledem k or-
tonorméalni bazi napf. metriky g). Vlastni vektory odpovidajici riz-
nym vlastnim ¢islim jsou na sebe kolmé ve smyslu obou metrik. Z
vlastnich vektori tak lze vytvorit baze, ktera je ortogonalni vzhledem
k obéma metrikdm g a q.
Lemma V6.2 (Spole¢na ortonormalni béze)
Kazdé dvé metriky maji spoleCnou ortogonalni bazi, tj. bazi tvore-
nou kolmymi vektory ve smyslu obou metrik. Slozky obou metrik
vzhledem k takové bazi tvori diagonalni matici. 0

6.4 Objekty definované pomoci metriky

Pomoci metriky mtuzeme definovat nékolik dalsich geometrickych ob-
jektu.

Zacneme definici délky kfivky. Intuitivni vyznam délky kiivky
je zfejmy pro riemanovské metriky, kdy metrika definuje bézny po-
jem vzdalenosti. V piipadé metrik se smiSenou signaturou zobecnime
délku na pripad krivek, které neméni sviij ‘kauzalni’ charakter, tj. na
kfivky, pro které se znaménko ‘kvadratu velikosti’ te¢ného vektoru ne-
méni. V pripadé€ lorentzovskych metrik to znamené na kiivky, které
jsou vsude ¢asupodobné ¢i prostorupodobné.

Definice D6.12 (Délka k¥ivky)
Méjme na varieté M zadanou metriku g. Necht z(7) je paramet-
rizovana kiivka, jejiz ‘kauzalni’ charakter ve smyslu metriky g se
nemeéni — tj. kiivka, podél které znaménko

zlistavd neménné.
Pro tseku mezi hodnotami parametru 7, a 7 takovéto kiivky defi-
nujeme délku ve smyslu metriky g jako integral

D%: D%
As = iiod
5 / dr dr Gab

1/2
dr = / &
B dr

(TZ7Tk)

dr . °

(72,7)

V pripadé riemanovské metriky se definice D6.12 redukuje na de-
finici obycejné délky, pro lorentzovskou metriku déva délku pro pro-
storupodobné ktivky a vlastni ¢as pro kf¥ivky ¢asupodobné.

Pokracujme pfipomenutim definice D5.11 metrického objemového
elementu g*? (ve dvou a tfech dimenzich oznacovaného dS a dV),
ktery méri ‘skutecny’, ‘fyzikalni’ objem — tj. objem méfeny pomoci
méritek popsanych metrikou. Definovali jsme integrovatelnou hustotu
g2, jejiz komponenta vici soufadnicim 2’ je déna determinantem
komponent metriky (viz (5.10))

g2 = |det g *d%a (6.11)
¢i zapsano pomoci operace zavedené v definici D5.12
g2 = |Det g|1/2 . (6.12)

Dale muzeme definovat Levi-Civituv tenzor &
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Definice D6.13 (Levi-Civituv tenzor)
Méjme zadanou metriku g. Levi-Civitiv tenzor € € AYM asocio-
vany s touto metrikou je positivné orientovany totalné antisymet-
ricky tenzor s d = dim M kovariantnimi indexy splnujici normali-
zacni podminku

€ay..a, '€ = (signg)d! .

Indexy byly zvyseny pomoci metriky g. o

Levi-Civittv tenzor lze zapsat jednoduse vzhledem k ortonormalni
positivné orientované béazi 1-forem e’

e=e'N---Net tj. g1.a=1. (6.13)
Pro e ale pomoci (6.7) dostévame

ai

fe® 34 = (sign g) d! 61[a1 ~--€dad] , tji. e?=signg. (6.14)

Vzhledem k obecnym positivné orientovanym soutadnicim 7 méme

Y2 4zt A A dz? |

d d (6.15)
%'“@) '

g = \detgij|
fe = (signg) |det gi; |71/2 d! A(

Porovnanim defince Levi-Civitova tenzoru s definici D1.4 inverze
totalné antisymetrického tenzoru dostavame
Lemma V6.3 (Inverze Levi-Civitova tenzoru)
Necht € je Levi-Civittiv tenzor asociovany s metrikou g. Pak

e = (signg) €' . o

PozNAMKA

Jak fe, tak 1 jsou pfirozeni kandidati pro roli “Levi-Civitova tenzoru s indexy
nahofe”. Bohuzel se mohou lisit o znaménko. Pod €%1---%d budeme vzdy minit
fe21--a4 ve smyslu konvence automatického zvySovani indexii. Poznamenejme

viak, #e mnohé vztahy by vypadaly jednoduseji, kdyby se v nich namisto fe

pouzil inverzni tenzor & 1.

Z vlastnosti inverze (lemma V1.3) plyne

Feti ey, g, = (signg) d! 83
Pt Ik g G may, = (signg) (d—k)L R R
fgtr-ta €i,..i, = (signg) d! . (6.16)
Levi-Civitav tenzor lze vyjadrit explicitné téz pomoci tenzoru
orientace a metrického objemového elementu. Plati
Lemma V6.4 (Levi-Civitav tenzor a tenzor orientace)

Levi-Civituv tenzor se od tenzoru orientace lisi pouze multiplika-
tivné o faktor dany metrickym objemovym elementem.

1 ~
sal...ad = g /2 8(11‘..11{1 . O

Z toho p¥imo plyne vztah k absolutni hodnoté forem (definice D5.13)
a hustotnimu dudlu (definice D5.19)

g =le|=*¢, e=*g”. (6.17)
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Nakonec pomoci metriky definujeme Hodgetv duél ptisobici na
antisymetrickych formach
Definice D6.14 (Hodgeuv duél)
Méjme metriku g a s ni asociovany Levi-Civitav tenzor €. Ten de-
finuje na prostoru antisymetrickych forem Hodgeiv dudl (¢i kratce
dudl) nésledovné:

TAPM - ATPM, w—Fw,

— lﬁwal.
|

* ..a
P
Wa,i1...aq €ai..aq - o

Vyuzitim (6.16), lemmatu V6.4 a definice D5.19 dostaneme nésledu-
jici vlastnosti:
Lemma V6.5 (Inverze a vztah k hustotnimu duélu)

Pro Hodgetv duél definovany metrikou g plati

“w = (signg) (-1 P w,
“w =" (g"w) = (signg) (-1)* P g w

kde w je antisymetricka p-forma. O
Pomoci metriky mizeme zavést na antisymetrickych p-formach pfi-
rozeny skalarni soucin

Definice D6.15 (Skalarni soudin na formaéch)
Necht w a o jsou antisymetrické p-formy, pak definujme

weog = *,wnl...npﬁam“'"') , wzzw.w‘ o
p:

S touto definici pro Hodgiv dual mizeme psat:
Lemma V6.6 (Vlastnosti Hodgeova dualu)
Pro w, o € A’ M plati

w/\*a:a'/\*w:woas:*(woa'),

WA w=w?e ="w?. O
CvICENI C6.1
Dokazte! v

PRIKLAD P6.1 (HODGEUV DUAL vV JEDNODUCHYCH PRIPADECH)
Pro riemanovskou metriku ve dvou dimenzich mame

Tw=w pro weA?M, p=0,2,
a=—a«a pro ac€A'M,

pficemz pokud ztotoznime 1-formy s vektory, dava *a vektor otoceny o
pravy thel ve sméru positivni orientace baze.
Pro riemanovskou metriku ve tfech dimenzich mame

Tw=w pro weAPM, p=0,1,2,3.
Nakonec, pro lorentzovskou metriku ve ¢tyfech dimenzich dostavame

Tw=w pro weA*M, p=1,3,
o= —w pro weA?M, p=0,2,4.
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PRIKLAD P6.2 (VEKTOROVE NASOBENI)
V pripadé tfidimenzionalni variety s riemanovskou metrikou definuje
Hodgetv dual vektorové nasobeni dvou vektori. Definice je pfimoca-
fejsi pro vektory s indexy umisténymi ‘dole’ (tj. 1-formami ziskanymi
snizenim index)

axb="(aAb).

Vskutku, explicitnim rozpisem (s automatickym zveddnim indext po-
moci metriky) dostaneme

1 g o
(a x bk = i(a ALY e = a'b e,

coz je standardni definice vektorového nasobeni.

6.5 Killingovy vektory

Varieta mtze byt vybavena riznymi metrikami které na ni zadavaji

vvvvv

byt napt. jak moc se metrika méni bod od bodu ¢i jak moc se lisi od
trividlni metriky afinniho prostoru. V pfistich kapitolach charakteri-
zujeme tuto odlisSnost od trividlni metriky pomoci pojmu kiivosti —
k jeho zavedeni vSak budeme muset nejdrive vybudovat aparat kova-
riantniho derivovéani.
Jiz nyni vSak mizeme Fici, co to znamend, ze mé metrika symetrii,

tj. ze se neméni pii aplikaci jistych difeomorfismii.
Definice D6.16 (Symetrie metriky)

Rikame, Ze difeomorfismus ¢ je symetrii metriky g, pokud se met-

rika pii aplikaci indukovaného zobrazeni ¢, nezméni

b«g=g.

Dulezité jsou zejména symetrie podél toku (viéi jednoparametrické
grupé difeomorfismfi - viz definici D3.3). Rikdme, Ze metrika je
symetricka vici toku ¢, pokud pro kazdé

g =g . o

Symetrie vici toku generovanému vektorovym polem a lze charakte-
rizovat diferencialné. Ziejmé je neménnost metriky ekvivalentni vy-
mizeni Lieovy derivace £qg metriky podél pole a. Vektory spliiujici
tuto podminku se nazyvaji Killingovy vektory.
Definice D6.17 (Killingovy vektory)

Vektor a je Killingtiv vektor metriky g, pokud

£ag:0

Tok generovany polem a je pak symetrii metriky. o

Obecné nema metrika zadné Killingovy vektory. Pokud néjaké Killin-
govy vektory ma, tvori tyto vektorova pole Lieovu algebru s operaci
nésobeni danou Lieovou zavorkou.
Véta V6.7 (Algebra Killingovych vektori)
Lieova zavorka dvou Killingovych vektord metriky g je opét Kil-
lingtiv vektor. Stejné tak linearni kombinace Killingovych vektort
(s konstantnimi koeficenty) je opét Killingtiv vektor. Killingovy
vektory tak s operaci Lieovy zavorky tvoii Lieovu algebru. 0
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