Kapitola 1

Tenzory

Prvni kapitola v tuto chvili obsahuje pouze prehled znaceni tykajici se
tenzorl a dva oddily zabyvajici se podrobnéji antisymetrickymi a symet-
rickymi tenzory. Nejednd se o systematicky vyklad problematiky tenzor(.
Ten lze nalézt ve standardnich udebnicich linearni algebry, pfipadné dife-
rencialni geometrie.

1.1 Oznacdeni tenzoru

Dualni vektorovy prostor k vektorovému prostoru V oznacime V*.
Prostor tenzort typu (p, ¢) vybudovany nad V' oznacime V2, tj.

V=V® VeV e -aV". (1.1)
p-krat q-krat

Tenzory budeme znacit tuénym pismem: napf. vektory a, b, .. ., formy

w,o,...atenzory A, B,.... Znaménko tenzorového sou¢inu budeme

vynechéavat, tj.
ab=a®b. (1.2)

Zuzeni (kontrakci) vektoru a a l-formy w (tj. pisobeni 1-formy na
vektor) budeme bez indext zapisovat ndsledujicimi zptisoby:

(wa)=w-a=a-w. (1.3)

Symetrizaci a antisymetrizaci tenzoru w ve vsech jeho indexech zna-
¢ime Sw a Aw (viz téz (1.5) nize).

Slozky tenzort budeme znacit obycCejnym pismem — jedna se o
obydejné realnd ¢isla. Uvedme napf. komponenty a™, 0", wq, oy Ci
Af, By

1.2 Abstraktni indexy

Pro naznaceni kontrakce tenzoru, pfipadné dalsich tenzorovych ope-
raci, budeme pouzivat abstraktnich indexd. To znamena, Ze v pripadé
potieby pfiddme k tenzoru A sadu tuéné psanych indext o stejné
struktute jako maji soufadnicové indexy — napt. budeme pséat Af'"'.'.
Tyto tzv. abstraktni indexy vSak nejsou svazany s zaddnou bazi v
prostoru tenzorti, neprobihaji konkrétni c¢iselné hodnoty a neméni
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vyznam tenzoru A. Abstraktni indexy pouze naznacuji tenzorovou
strukturu a pojmenovavaji jednotlivé ‘vektorové pozice’ v tenzoro-
vém prostoru do kterého A patii.

Pomoci abstraktnich indext znac¢ime kontrakci opakujicim se dol-
nim a hornim indexem; napf.

(w,a) =wpa™. (1.4)

Symetrizaci (resp. antisymetrizaci) zna¢ime kulatou (pfipadné hrana-
tou) zévorkou okolo pfislusnych indexti

A...(al...ap)... _ ]% Z AGor e Gop e

permutace o

, (15)
w...[al...ap]... = 7| Z SignU w...avl.“aap.“

permutace o

Abstraktni indexy jsou svazany se soufadnicovymi indexy volbu
béze v prostoru vektorti a 1-forem. Necht {e,},=1,.. q je baze v pro-
storu vektord, {e®},=1,..q dudlni baze v prostoru 1-forem. Pak pro
obecny tenzor A muZeme psat

Af-=Agek. eh. ... (1.6)

Zde ek jsou vektory baze (rfizné linedrné nezavislé vektory éislované
soufadnicovym indexem a = 1,...,d) ‘obleéené’ navic do abstrakt-
niho indexu k naznacujictho, ze se jedna o vektory. Obdobné pro
1-formy ebl index b probiha ¢isla 1,...,d a l je abstraktni index na-
znacujici, Ze se jedna o 1-formy. Bez abstraktnich indexi by predchozi
rovnice méla tvar

A=Al e, ... .. . (1.7)

Bazi vektort budeme téz nazyvat n-dda vektord, a to presto, ze pro
dimenzi budeme vétsinou pouzivat pismeno d. Jedné se o zobecnéni
bézného oznacené didda, tridda a tetrdda pro d = 2,3 a 4.

1.3 Nékteré vlastnosti tenzoru

Véta V1.1 (Tenzor jako linedrni zobrazeni)
Libovolné tenzor-znacné linearni zobrazeni na tenzorech lze repre-
zentovat opét tenzorem.
Jinymi slovy, kazdé zobrazeni [ spliujici (A, B € V', r € R)

L: vy —-vh, (tenzor-zna¢nost)
I(rA+B) =rl(A)+1(B) (linearita)
Ize reprezentovat tenzorem L € V"

aj...ap _ ai...apCi...Cp dy...d,
lbl...bq (A) — by...bydy...dy ACl-wcn : o
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1.4 Prostor antisymetrickych tenzoru

Mezi tenzory hraji dileZitou roli antisymetrické tenzory. Antisyme-
tricky tenzor lze ziskat antisymetrizaci jeho tenzorovych indexi. Ve
shodé s (1.5) definujme:
Definice D1.1 (Antisymetrizace tenzoru)
Antisymetrizaci tenzoru ve vybranych indexech budeme oznacovat
pomoci hranatych zévorek

W lar...ap].. = ]% Z sign o W.doy oy -
permutace o
Pokud se pres néjaky index umistény mezi zdvorkami antisymet-
rizovat nemd, vydélime ho pomoci svislych ¢ar: napf. ve vyrazu
W. [abln|c... S¢ antisymetrizuje pouze pies indexy abe. Antisymet-
rizaci pfes vSechny indexy budeme oznacovat pomoci symbolu A.
Napt.

(.AA)almap — A[a1..‘ﬂp] . o

Nyni mtzeme definovat

Definice D1.2 (Prostor antisymetrickych tenzori)
Prostor antisymetrickych tenzort typu (k,0), k = 0,...,d, ozna-
¢ime VI*. Jedna se o prostor tenzorit A pro které

AA=A.
Obdobné definujeme prostor antisymetrickych forem V}; a prostor
Vig =V & vy o
Pro antisymetricky tenzor A pro kaZdou permutaci o ¢isel [1,. .., k]
zfejmé plati
A% = gigng A% %k (1.8)

Dimenze prostoru antisymetrickych tenzoru je
dim VI = (7). (1.9)
Definice D1.3 (Pro%ektor na antisymetrické tenzory)
Projektor [F§ € V{k projektujici z prostoru V* vSech tenzorti stupné

k na prostor antisymetrickych tenzora VI m4 tvar

[a a ] a a
[k ]6b1 bk =07, -0, = 6[b11 ""sb:] °

Tento projektor ma nasledujici uziteéné vlastnosti:
Lemma V1.2 (Vlastnosti [¥1§)

Alor-ail - [k]a:;;;:;; AT (i)
Mg Floy, Ty = Moy, (i)
I ’ff ‘if [”6bk l;; o = Foy, (i)
e = o e ()
Wy, o = dim VM (v)
[k]('iz:ll” ai’; =g, o je permutace [1,...,k] (vi)

O
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Slozky antisymetrického tenzoru liSici se pouze permutaci indext jsou
zavislé. Rozpis tenzoru do komponent vsak mtizeme prepsat jako sou-
¢et nezavislych komponent

A=A e, . eq = Y A" Kl Ale,, ...eq,) . (1.10)

a1<---<ag

Specialni roli hraji tzv. totdlné antisymetrické formy a tenzory —
objekty z prostort Vig a V04 kde d je dimenze prostoru V. V tomto
pifpadé z (1.9) vidime, Ze dim Vg = dim V4 =1, jedn4 se tedy o
trividlni jednodimenzialni prostory linedrné isomorfni s redlnymi Cis-
lami R. Neexistuje vSak kanonicky isomorfismus. V téchto prostorech
neexistuje pfirozeny vybér ‘jednotky’. Rozpis (1.10) pro o € Vg dava

=g o, " ... =qy 4 d Alet.. .ed) .

Mezi prostory Vg a V14 1ze zavést operace inverze (reciprocity):

Definice D1.4 (Inverze totalné antisymetrickych tenzoru)
Inverze totdlné antisymetrickych forem je definovana:

1

: V[d]—>V[d}, a— o

tak, ze Oy oy o 1T =)

Jedn4 se o invertovatelné zobrazeni; opa¢né zobrazené budeme zna-
Cit stejneé:

-1 —1

: V[d]—>l/[d], a— o
tak, ze (a_l)_l =«. °

Vlastnosti inverze jsou:

Lemma V1.3 (Vlastnosti inverze)
Zzime-li ¢asteéné a s o, dostaneme [¥1§

1 T klg@1---Qk
abl---bk"‘l-n"'d—k - e kT Tk = (d - k)!k! [ ](sbl bk

Specialné

—la;...a d] AL Qd
Qp,. b, P03 = ) | ]5171... by

)y o lrema =gl

Pro souradnici invertovaného tenzoru dostavame

a—l 1...d — (al...d)_l . O
Pomoci projektoru ¢ miizeme definovat determinant tenzoru
typu (1,1) (tj. linedrniho operatoru na vektorech)

Definice D1.5 (Determinant)
Pro A € V1 definujeme det A € R vztahem:
det A = g,

d

d .
Agll...AZ‘fj: E signo AT'.UAGT .
g
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1.5 Prostor symetrickych tenzoru

Analogicky antisymetrizaci zavedeme symetrizaci tenzoru (viz téz (1.5)):
Definice D1.6 (Symetrizace tenzoru)
Symetrizaci tenzoru ve vybranych indexech budeme oznacovat po-
moci kulatych zavorek

| —

S...(al...ap)... _ ' Z Sy Gap e

permutace o

hS]

Pokud se pres néjaky index umistény mezi zavorkami symetrizo-
vat nemad, vydélime ho opét pomoci svislych ¢ar: napi. S - (alig[b)...
znad¢i symetrizaci pres indexy ab. Symetrizaci pres vSechny indexy
budeme oznacovat pomoci symbolu S, tj.

(S S)al...a,, — glai-ap) o

Dale definujeme

Definice D1.7 (Prostor symetrickych tenzoru)
Prostor symetrickych tenzora typu (k,0), £ = 0,...,d, oznacime
V(k) Jedna se o prostor tenzortt S pro které

SS§S=S.
Obdobné definujeme prostor symetrickych forem V{;) a prostor
(k) _ y/(k
Viy =V e . °
Pro symetricky tenzor S a pro kaZdou permutaci o ¢isel [1,..., k]
plati
Sal---ak _ Saal“'a”k ) (111)

Dimenze prostoru symetrickych tenzort je
. k k+d—1
dimV® = (Fri=t) (1.12)

Definice D1.8 (Projektor na symetrické tenzory)
Projektor (*)§ € VE k; projektujici z prostoru V* vech tenzorti stupné
k na prostor antisymetrickych tenzortt V) definujeme

k) @10k o(aq ap) ai a
gy, oy =0 . Ot =580 °

Tento projektor ma nasledujici uziteéné vlastnosti:
Lemma V1.4 (Vlastnosti ()5)

ai...a ai...a 1.7k .
S( 1 k) — (k)(s'r'llri ST k (1)
08y, Doy, T, = Wby, (i)
k ai..ag_ 1Ak —|4+1---Qf 1 ™1 T k ay...ag ee
( )6b1...bk,ﬂ'1 T ()(sbk,l+1...bk :( )(sblbk (111)
k)o@l QT TRy (k+d— ]_)'l' 1) oQ1---ai .

( )5b1...blT1...rk,, = m ® bi...b; (iv)

k)Tl Tk . k

8, . = dim V() (v)

(k)ég;’ll::ai’; = (k) ZEZ: o je permutace [1,...,k] (vi)
O
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I slozky symetrického tenzoru jsou zavislé pokud se lisi pouze per-
mutaci indexti. Rozpis tenzoru do komponent mtizeme napsat jako
soucet nezavislych komponent

S =8%"% e, ...eq,

= Y s par,...,ar) S(ea ---€a,) (1.13)
a1<--<ak
kde n(ay, ..., ax) je pofet vzdjemné odlisnych permutaci indexii a; . . . ag.
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