Symetrie jednorozmérné Schrédingerovy rovnice

Zadani

1. Schrodingerova rovnice pro komplexni vlnovou funkci
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je ekvivalentni systému dvou parcidlnich diferencidlnich rovnic (PDR) pro redlnou a imaginarni ¢ast vlnové
funkee o (z,t) = YT (x,t) +ip! (z,t). Ukazte, 7ze tento systém PDR je invariantni vii¢i sou¢asnému skalovani %

a YT a také vici rotaci v prostoru zavislych proménnych (%, y1).

2. Vyjadrete lagrangian
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pomoci YT a ¢! a ovéite, Ze parcidlni diferencidlni rovnice, které 1 a ¢! spliiuji, jsou Eulerovy-Lagrangeovy
rovnice plynouci z tohoto lagrangianu.

Ktera ze dvou bodovych symetrii uvazovanych v 1. bodé je varia¢ni symetrii a ktery zakon zachovani této symetrii

odpovida?

3. Schrédingerova rovnice pro volnou ¢astici (V(z) = 0) je podobnd rovnici vedeni tepla
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Naleznéte obdobny infinitezimélni generator bodové symetrie Schrédingerovy rovnice pro volnou ¢astici (uvazujte
obecné komplexni transformace komplexnich proménnych) a vyuzijte této symetrie k nalezeni partikularniho
feseni této rovnice.



Reseni
V nasledujicim textu budeme parcialni derivaci ¢asto zapisovat zkracenym zpusobem pomoci indexu, kterému pred-
chézi ¢arka, napft. ¢, = g—f. Totalni derivaci budeme znacit D, kde z je nezavisld proménné, podle které derivujeme,
takZe napft.
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a podobné pro funkce F' zavislé na vyssich derivacich.
1. Piimym dosazenim 1 (z,t) = % (x,t) +i!(x,t) a porovnanim realnych a imaginarnich ¢asti dostaneme
1
R I I
t = _iwww —+ Vw ) (5)
1
I R R
Ve = §¢7m — Vo (©)
K ovéfeni, Ze tento systém je invariantni vic¢i zadanym bodovym symetriim, pouzijeme rozsifeni pfislusnych

generatoru a infinitezimalni podminky invariance. Infinitezimalni generatory pro Skalovani a rotaci v prostoru
zavislych proménnych (% 4!) maji tvar
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Jejich druhé rozsifeni ziskand standardnim postupem jsou (vypisujeme pouze €leny, které budeme potiebovat)
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a infinitezimélni podminky invariance davaji
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kde posledni rovnosti plynou z piedpokladu, ze 1)® a ¢! splituji rovnice (5) a (6).

2. Dosazenim za 1) = 9® +iy)! do lagrangidnu (2) dostaneme (imaginarni ¢ast vyjde identicky rovna nule)
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a Eulerovy-Lagrangeovy rovnice maji tvar
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které jsou az na konstantni faktor shodné s rovnicemi (5) a (6).

Aby bodové symetrie generované operatory (7) a (8) byly téZ variaénimi symetriemi, musi byt pro né splnéna

infinitezimalni podminka invariance varia¢niho funkcionalu

XWL 4+ L(D," +Dyé") = 0. (12)



V nagem piipadé mame £* = 0,£" = 0 a dosazenim z (9) a (10) snadno ovéiime, Ze
xMr=20#0, x{’L=o0,

neboli varia¢ni symetrii je rotace v prostoru (1%, !), nikoli §kdlovan.

Obecny tvar zdkona zachovani pro soustavu PDR (5) a (6) zapiSeme ve tvaru

DivP = D, P* + D, P' =0, (13)

pfi¢emz z teorému E. Noetherové plyne, ze pokud je infinitezimdalni operator (8) generatorem varia¢ni symetrie,
pak veli¢iny P* a P! vypo¢teme z lagrangianu (11) nasledovné
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Ve vyrazu pro P! snadno rozpozname (a7 na znaménko) hustotu pravdépodobnosti p(z,t) = 1*1) = (Pp1)2+(1pF)?
a P? je (aZ na znaménko) hustota toku pravdépodobnosti
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Ziskany zdkon zachovani (13) neni tedy nic jiného, nez zndméa rovnice kontinuity z kvantové mechaniky.

. Porovname-li rovnici vedeni tepla s Schrodingerovou rovnici pro volnou ¢astici
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zjistime, Ze lze rovnici vedeni tepla pfevést na Schrodingerovu rovnici formélni zdménou ¢ — it/2. Lze proto
oéekavat, Ze generdtorem symetrie Schrédingerovy rovnice (16) bude operdtor (3), pokud v ném provedeme
zminénou formélni zameénu, tj.
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Ctenéf se muiZe snadno presvéddit, Ze infinitezimalni podminka invariance je pro tento generator splnéna.
K tomu, abychom nalezli partikularni feSeni ¢ = f(z,t) rovnice (16) s vyuzitim této symetrie, mizeme pouzit
nékolik postupu. Predvedeme si zde dva postupy, které vedou na dvé ruzna reseni.

(a) Kone¢na transformace trivialniho (konstantniho) feseni i) = A

Koneénou transformaci proménnych z,t,1 odpovidajici generdtoru (17) ziskdme FeSenim soustavy obycej-
nych diferencidlnich rovnic

dz .- . B
gzlt, z(0) =z,
di ~

dy - —
d*g——ﬂfw, P(0) = 1.

Reseni druhé rovnice je trivialni ¢ =t a po dosazeni za ¢ do prvni rovnice a integraci dostaneme
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Posledni rovnici prepiseme po dosazeni za ¥ do tvaru

dw —(ite + x)de.

Integraci a vyuzitim pocéatecni podminky nakonec obdrzime

,¢ — we—xs—%tsz.



Nové feSeni nyni ziskdme z feSeni ¢ = f(x,t) = A transformaci
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Pro komplexni parametr ¢ = ik jde o standardni feSeni ve tvaru rovinnych vin
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kde energie je ddna vztahem E = k?/2.

Invariantni FfeSeni metodou primé substituce
Invariantni feseni 1) = f(x,t) Schrédingerovy rovnice (16) musi spliiovat dodate¢nou podminku
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X = f(x,t))|¢:f($,t) =0, neboli a—i = # (19)

Derivovanim podle z obdrzime
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a dosazenim do (16) dostaneme
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V této rovnici hraje x roli parametru a muzeme ji tedy Fesit jako obyc¢ejnou diferencialni rovnici pro funkeci
f(z,t) zévislou ,pouze“ na Case t. P¥imou integraci dostdvame
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kde integra¢ni konstanta je libovolnou funkci x a polozime ji rovnu ¢(z) = In A(z). Pro funkci f(z,t) pak
mame obecny predpis

A(z) o2
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Aby tato funkce byla invariantnim FeSenim Schrédingerovy rovnice (16), musime jesté urcit funkci A(z)
tak, aby byla splnéna podminka (19). Dosazenim obdrzime jednoduchou podminku

f(l’,t) =

dA(z)
dz

= 0 s
neboli A(xz) = A musi byt konstantni. Obdrzeli jsme dalsi partikuldrni FeSeni Schrédingerovy rovnice (16)
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