Transformace zavislych a nezavislych proménnych

Shrnuti obecnych vysledka

Uvazujme obecnou bodovou transformaci na prostoru nezavislych a zavislych proménnych

7 = Fi(z,u),

a* = GH(z,u),

(1)

kde x = (x!,...,2™) jsou nezavislé a u = (ul,...,u™) zavislé proménné. Tuto transformaci lze rozsifit do prostoru

derivaci, tj. najit transformace

g?: =t = H!'(z,u,0u),
(2)
oPut

_ oMt e _ p »
9% .. 97t — Uiy iy = Hil‘..ip (.13, u,u, ..., 0 u) )

kde Ou znadci vSechny prvni derivace zavislych proménnych podle vSech nezévislych proménnych a 0Pu znadi vechny
p-té derivace. Nezndmé transformac¢ni funkce H!" az H, Z‘i ;. ur¢ime rekurentné pomoci rovnic

af HY (z,u, 0u) D1G*(z,u)
L= : =A™ : : (3)
a HE(z,u, 0u) D, G*(z,u)
@l a Hy (@, 0u,. .. 0P ) DiHj, ; (z,u,0u,...,0"u)
L= z =47 : : (4)
U in Hy i a(@,u,0u, ., 07 ) D, Hf ; (z,u,0u,...,0")
kde D; je operator uplné derivace
0 o 0 o 0 o 0
R T D D T @
a a,j a,j1..-Jp 1---Jp

a A je matice
Dy Fl(x,u) -+ D1 F™(x,u)

. L (6)
DnFl(x,u) ce DnFn(xvu)

Méjme nyni systém parcidlnich diferencidlnich rovnic k-tého radu

R (x,u,0u,...,0%) =0, c=1,...,N, (7)
kde x = (a!,...,2") jsou opét nezavislé a u = (ul,... ,u™) z4vislé proménné, a uvazujme r-parametrickou Lieovu
grupu bodovych transformaci s parametry ¢ = (£1,...,&,), kdy inverzni transformace jsou dany stejnymi funkcemi

jen s parametry odpovidajicimi inverznimu prvku 1, tj.

T = Fi(x,u;¢e), rt = Fi(3,a;¢71), ()
= GF(z,u5e) ut = GH(Z,a;e7 L) .
Pak ze zndmého feSeni u = ©*(z) systému (7) dostaneme pomoci transformaci (8) feSeni téhoz systému PDR

vyjaddieného v novych proménnych (Z, ), které je vSak déno implicitné vztahem
" = G*(x,0(x);¢) = GH(F(&,0;e71), 0(F (&, ;67 1));€) (9)

Pokud je Lieova grupa bodovych transformaci (8) zaroveii grupou symetrie systému (7), pak ztransformované feseni
(9) je téz Fesenim ptivodniho systému (7).



Zadani uloh
1. Prevedte dvourozmérnou Schrédingerovu rovnici

O*P(x,y) N %Y (x,y)

+2E¢(z,y) =0

ox? Oy?
do polarnich soutadnic
T =7Ccosp,
y=rsinep.

2. Ukazte, ze jednorozmérna rovnice vedeni tepla

0?u(z,t) _ op(z,t)

Ox? ot
je invariantni pfi transformaci

T =ux+ 2te,

t =t,

& = uefaseftez

Vyuzijte tuto transformaci k nalezeni netrividlnich feSeni rovnice vedeni tepla z feSeni u(z,t) = C, kde C je
konstanta.

Reseni

1. Pfi prechodu od kartézskych soufadnic k poldrnim se mezi sebou netransformuji zavislé a nezavislé proménné,
takZze se obecné vztahy pro transformaci (1) zjednodusi na

x =F*(r,o,x) =rcosg,
y = FY(r,p,x) =rsing, (10)
Y =G(r,p,x) =X

Odtud dostavame pro matici A a jeji inverzi
e D, F*(r,¢) D, F¥(r,¢)\ cosp  sinp (11)
-\ Dy F*(r,¢) D F¥(r,p) ) \ —rsing rcosg )’
41 _ [cos¢ —sinp/r (12)
sinp cosp/r /)’
Pomoci rovnice (3) a (12) uréime, jak se transformuji prvni derivace

o 9 o) ingy 0 ox O

% _ 4t D, G —A_l a*?f _ COS@%_ Srgoﬁ B Hg;(ﬁ@o»Xvai):,%) (13)
2] - - 9 - : o cos @ O - Ix 0 .

37’;5 DAPG X Sln@%-ﬁ-%ﬁ Hy(T, (an7ai>;a£)

Oy

Zcela obdobné pro druhé derivace z rovnice (4) dostavame

8%y 3%x sin ¢ dx singp 8%y
( Oz? ) _ A—l (DTHGU > _ A—l ( COS ¥ 5,2 r2 dp T 0Ordp (14)
%y o B . Ix %x cos p Ox singp 8%x |’
Oz Oy DSDHI Sy, + COSSOGTB«;: T T e 1 0p2
8%y D.H sin 8%x _ cosp Ox + cosp 9%x
OyOx o A—l rity _ A—l P arz 2 O r  Orde
[T D, H, | cos 02X+ gin o 22X _ sing Ox 4 cosp 9 | (15)
oy? L Por 9087‘6@ r  Op r 92

Protoze pro transformaci dvourozmérné Schridingerovy rovnice

%P (x,y) N %Y (x,y)

= Gy T 2E(y) =0 (16)




nepotfebujeme smisené derivace (které by mély ze vztahi (14) a (15) vyjit stejné!), uréime pouze druhé derivace
podle z a podle y

8%y sin Lp cos @ Ox sinpcos 9%y sin® @ 87)( sin® ¢ 8%x

8m2 = cos? <‘08 2 +2 ¢ -2 T B'rago + r + r2  9r2> (17)
_ sin ¢ cos ¢ BX sin ¢ cos ¢ cos? ¢ BX cos? o 9%x

2 SlIl SD 87" -2 r2 +2 T 81“&,0 + T + r2  9r?

a dosazenim do (16) nakonec dostaneme znamy tvar Laplaceova operatoru v polarnich soutadnicich

Ox(r,¢) | 10x(re) | 1 O°x(r, )
or? r Or 2 Qp?

+2Ex(r,p) =0. (18)

. Abychom ziskali potfebné derivace pro dosazeni do rovnice vedeni tepla (pro jednoduchost budeme déle znaéit
prvni derivace u; a u; a druhé derivace ugy, Uz & Ugy)

Uge — g =0, (19)
vyjadfime si inverzni transformaci
T=x+2te =F*x,te), r=7—2t =F*i,t—e),
t =t = Fi(x,t;e), = t=1 = FY(%,t;—¢), (20)
i = ue~e e = G(z,t;e), u = et = G(,t;—¢)

Odtud snadno obdrzime matici A a jeji inverzi
D;F*DzF*\ (1 0 1 (10
A_(DgFm Dth)_(—25 1)7 A _(25 1) (21)

a pomoci rovnice (3) uréime, jak se transformuji prvni derivace

(um> _ 4 <D5G> :A_1< E[qurux] ) _ ( E~[5ﬂ+~ﬂi] ) ) _ (HI> (22)
Ut D;G E [—20 + 1] E [*t + 2etz + g H,

kde E = e~ Protoze potiebujeme pouze u,, a matice A~! ma prvni fadek (1,0), dostaneme z (4) jednoduse
o =DzH, = E [*0+ 205 + Tz . (23)

Kone¢né dosazenim do rovnice vedeni tepla (19) mame
Ugy — Ut = E [Uzz — 0] =0, (24)

coz po vydéleni kladnym vyrazem E dava opét rovnici vedeni tepla.

Obecné feseni u = O(z,t) prejde po transformaci (20) na FeSeni rovnice (24)
i = O(x,t)e "1 = O(i — 2i, f)e Tt | (25)

neboli konstantni feSeni u(x,t) = C prejde v netrividlni jednoparametrickou t¥idu feSeni rovnice vedeni tepla
(po odvlnkovéni)
u(z,t) = Ce et (26)



