SniZeni fadu, pripadné vyreSeni obycejné diferencialni rovnice vyuzZitim
jeji bodové symetrie
Pouziti kanonickych proménnych
Obycejnou diferencialni rovnici k-tého fadu
dk
yk:f(m)y7yla"'7yk—1)7 kdeyk:d—l_:Z7 (1)

invariatni vici jednoparametrické Lieové grupé bodovych symetrii generované infinitezimalnim operatorem

0 0
X =¢&(x,y)=— T, Y)=—, 2
€@, y) 5+ y)ay (2)
lze pfevést na ODR o jeden fad nizsi. K tomu ovsem obecné potiebujeme najit kanonické proménné dané rovnicemi
Xr(z,y) =0, Xs(z,y) =1, (3)

ve kterych mé operator (2) jednoduchy tvar (jde o generétor translace v nové zavislé proménné s(z,y))

xrs - 9
ds
Z infiniteziméalniho kritéria plyne, Ze ODR v téchto novych proménnych nebude explicitné zaviset na s
d*s ds d* s

W_G(T75,“.,W)

a zavedenim nové proménné

ds
z(r) = —
() dr
dostaneme rovnici o jeden fad nizsi
dk1z _ G dz dk2z
W* (razaEw"vW)'
Pokud mame obycejnou diferencialni rovnici prvniho fadu
Y1 = f(xa y) ;
ktera bude mit v kanonickych proménnych tvar
ds
— =G(r
d'f‘ ( )7

mizeme primo integrovat
r(z,y)
s(x,y) = / G(r')dr',

¢imz dostaneme implicitni rovnici pro y = y(z).

Pouziti diferencialnich invariantu

Dalsi moznosti je pouziti diferencidlnich invariantt spliujicich

dU1 va1 dUk_l Da;Uk—l

Xu=0, XWy =0 =—— =
U ) V1 ) V2 du Dxu7

Zapiseme-li ODR (1) pomoci téchto invariant, dostaneme obecné

k—1
d’l)l d V1
G(u,vl,—du,...,—duk_l):07 (5)
a tedy rovnici o jeden fad nizsi. Zname-li FeSeni vy = ®(u,c1,...,cx—1) této rovnice, kde ¢; jsou integraéni konstanty,

nalezneme feSeni ptivodni rovnice vyfeSsenim ODR 1. fadu

vl(xvya yl) = CIJ(u(x,y), 3 Clye v vy Ckfl) )



ktera je opét invariantni vi¢i jednoparametrické LGT generované (2).
Pokud ma ODR (1) r-parametrickou grupu bodovych symetrii, ktera je Fesitelnd, tj. jeji infinitezimalni generatory
spliiuji komutacni relace
j—1
k . ..
[Xian]:ZCink; 1§Z§j,]:2,-.-,7",
k=1
Ize danou rovnici redukovat postupné, pri¢emz nejprve nalezneme diferencidlni invarianty operatoru X l(k), prevedeme

rovnici na tvar (5) a vyjadiime dalsi operator XQ(k) v téchto novych proménnych jako

0

0
+B(U;’U1)— + ---+B(k_1)(u,v1,...,vk)a—.
Vg

5,
XQ(k) = a(u)=— o,

ou (6)

Rovnice (5) je téZ invariantni viiéi grupé generované timto infinitezimalnim operdtorem a miizeme cely postup opakovat,
dokud nesnizime ptvodni rovnici o r fadd, nebo nedostaneme ODR 1. fadu, kterou vyresime napi. pfechodem ke
kanonickym proménnym.



Zadani uloh
1. Vyfeste obycejnou diferencialni rovnici 1. fadu

%_Jc

dr zx—y

invarianti vici jednoparametrické Lieové grupé transformaci generované infinitezimalnim operatorem

Jde o skalovani obou proménnych stejnym faktorem = = az,j = ay.

2. Vyuzijte bodové symetrie obycejné diferencialni rovnice linearniho harmonického oscilatoru

d?y 9
— twy=0
az Y
pro pievedeni na rovnici prvniho fadu a pfipadné jeji vyfeseni. Uvazujte komutativni dvouparametrickou LGT

generovanou infinitezimalnimi operatory (translace v ¢ase ¢ a Skalovani v y)

0 0

X = R Xo = ya—y .
3. Vyfeste linearni ODR 2. fadu ,
L) = 5+ m@) 3+ pa(e)y = 9(a)
pomoci komutativni dvouparametrické LGT generované infinitezimalnimi operatory
K= o), Xy = afa)

ay’ ay’

kde ¢1(x) a ¢a(x) jsou FeSenim homogenni rovnice L(y) = 0.
Reseni
1. K vyfeseni pouzijeme kanonické proménné operatoru

0 0
X =22 442
x8x+y8y’

které jsou feSenim rovnic (3). Novou nezdvislou proménnou 7(z,y) uréime jako konstantu pfi integraci rovnice
charakteristiky, napf.

d d
. Inz+hr=hy = r(z,y):g,
x y x
kdezto zavisla proménnd s(x,y) je napf. feSenim rovnice
d d
W_ = s=lIny.
Y 1

Integrac¢ni konstanta neni v tomto pripadé dilezita, slo by pouze o posunuti proménné s. Pro prevedeni rovnice

dy T 1

de  z—vy

do kanonickych proménnych potfebujeme urcit, jak se transformuje derivace dy/dz. Pomoci vztahti

e’ .
r=—, Y= e’
r
nejprve vyjadiime
dy o D,y o %es
dx D,z (—% — Tiz)eé



a dosazenim do rovnice (7) a tipravami nakonec dostaneme rovnici

ds 1

dr — r(l—r+r2)’
kterou jiz mizZeme integrovat (napf. metodou parcidlni zlomk)

2r—1
5:—§ln(1—r+r2)+lnr+ 4

V3
které pro zadanou rovnici vrati Mathematica.)

1
—— arctan
V3
Dosazenim za s = Iny a r = y/x vSak dostaneme rovnici, ze které y = y(z) nelze vyjadrit. (Porovnejte s FeSeni,
2.

Diferenciadlni rovnici linearniho harmonického oscilatoru

d2y 2
— +wy=0 8
P y (8)
mizeme snizit o jeden fad napf. pomoci kanonickych proménnych pro infinitezimalni operator

0
X, =2
Y7ot

Protoze tento operator generuje translace nezavislé proménné, muzeme jako kanonické proménné vzit

které trividlné spliiuji rovnice (3). Derivace se transformuji pomoci vztahi

d 2
dy Dy _1 &y Dg
dt D,t %’ dt2 D,t

ds)\3
(&)
a dosazenim do rovnice (8) a pfechodem k proménné z = ds/dr nakonec dostaneme

(10)

Tato rovnice je sice invariantni vici skalovani 7 = ar, Z = iz generovanému operatorem

XPC= 0 9

= s,
or 0z

a mohli bychom tuto symetrii vyuzit k FeSeni, avSak rovnici (10) lze integrovat pfimo

dz 1 ds 1

—3:w2rdr:>f—2:w2r27032>—:Z:7~

z z dr /2 — w2r?

Dalsi integraci vyjadiime
wr
s = — arctan 3 +co
w 7 — w?r?

a dosazenim z (9) nakonec dostaneme klasické FeSeni

c1 .
= —sinw(t —c2).
y=- (t—c2)

. Abychom vyfesili linedrni ODR 2. fadu

4’y dy
Ly) = — x)—=— x)y = g(x 11
(y) = 52 trle) - +p2(2)y = g(2), (11)
tak nejprve snizime Fad tento rovnice pomoci diferencialnich invariantt infinitezimalniho operatoru
2 0
X{ = g1 (2) 5

0 0
/ /!

(12)



a pak obdrzenou rovnici vyintegrujeme vyuzitim

0

Xo = —. 13
2 = ¢2(2) oy (13)

Invarianty u(z,y) a v1(z,y,y1) splitujici (4) pro operator (12) mbzeme vzit jako
u=x, U1 Y1 y (14)

IO ERCION
kde druhy invariant je integra¢ni konstantou rovnice (x hraje roli parametru, jde o invariant u)

dy dy1

$1(z)  i(z)

Derivovanim uré¢ime dalsi invariant

Cdn Den  w (M@ 1 o)
1(<¢a<x>>2 ¢1<z))+y<¢1<x>>2 (15)

a vyjadiime-li ze vztahti (14) a (15) derivace y; a y2, dostaneme dosazenim do rovnice (11) ODR 1. fadu

(¢h(u))?
" ¢1(u)

kterd je invariantni vici transformacim generovanym operatorem

~ du  Dyu ¢ (x)

V2

e + () () n =g, (16)

(1) (uy01) 0 0
X = — —_
5 afu) 5 + B(U,vl)avl ,

kde a(u) = Xou=0a

ﬁ(“’?Ul) :Xz(l)vl = (¢2($)2 +¢I2($) 0 ) ( Y1 — Yy ) _ Wei¢s

Ay ) \ ¢ (z)  ¢i(x))  dlgr
neboli ( ) 5
D (wv1) . Weipp\U) O
X S an

kde wg, ¢, = G105 — ¢ P2. Rovnici (16) vyFesime pomoci kanonickych proménnyjch operatoru (17)

AOEON

R=u,
Wey ¢o (u)

1,

v nichz m4 rovnice (16) jednoduchy tvar
s g(R)& (R)

1
dR Wey o (R) .

Integraci obdrzime rovnici

5= o) i) _ [ o)y, %)

1
Wey o (I) Wey py (R)

ktera je invariantni vicéi X; a opét prechodem ke kanonickym proménnym

a integraci obdrzené rovnice (jesté doplnim) nakonec dostaneme

Yy O2@)  02(@) [Te)dn(r) [T g(r)éa(r)
or(z) L 2¢1($)+¢1($)/ w¢1¢2(7“)d / ar-

s =
Wey py (’I“)



