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Diferencialni pocet



Definice derivace

Funkce f(x) mé v bodé z, derivaci rovnou kone¢né hodnoté f’(z,) pokud pro dostateéné mald e plati

flx,) = Sz 62 — fzo) + mala chyba

Pokud lze derivaci f'(x,) ur¢it pro vSechny hodnoty z,, dostavame novou funkci f’(z) nazyvanou derivace funkce f(x).

Pouzivame téz znaceni

o df
=



Linearni aproximace funkce pomoci derivace

Funkce f(x) lze v okoli hodnoty z, aproximovat linearni zévislosti plynouci z definice derivace

flzo+e) = flx,) + f(x,)e + chybaiddu e

Alternativné tuto aproximaci muzeme zapsat

d
flx+dx) = f(z) + é(:ﬂ) dx + chyba fadu da?

Pokud je funkce ‘slusnd’, lze aproximace vylepsovat do vyssich radu.



Pravidla pro derivace
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Integralni pocet



Definice integralu

Integral reprezentuje “spojitou” sumu — soucet velmi mnoha velmi malych hodnot.

Integral funkce f(z) na intervalu = € (a,b) je

b

N
/f(ﬂf) dr = Zf(:l]z) dx + mald chyba

9 1=1

. . . o . . . . o 12 _ b—a
kde interval (a,b) je rozdélen na dostatecné velky pocet N malych intervalt délky dz = **

a x; jsou zvolené hodnoty v téchto intervalech (napf. koncové body intervalu x; = a + i dx).



Newtonuv vzorec

Integrovani je “inverzni” operace k derivovani

casto pouzivdme zkrécené oznaceni | F }Z = F(b) — F(a).



Primitivni funkce a neurcity integral

Primitivni funkce F' k funkci f nazyvame “invertovanou” derivaci, tj. funkci spliujici
F' = f

Primitivni funkei oznacujeme téz pomoci neurcitého integrélu (integrélu bez mezi)

F— [

Newtonuv vzorec nam dava vztah integralu na intervalu a primitivni funkce

b

/fd:c = F(b) — F(a)

Primitivni funkce je uréena az na konstantu, tj. F' a F' + konst. jsou primitivni funkce téze funkce f.



Pravidla pro integraly
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Maticovy pocet



Pocitani se sloupecky, radky a maticemi

Objekty slozené z cisel
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Nasobeni radku a sloupecku
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Pouziti matic v geometrii

Vektory a jejich souradnice

a — vektor v tiidimenzionalnim prostoru bdaze vektoru = linedrné nezavislé vektory €7, €s, €3

Kazdy vektor lze vyjadrit vuci zvolené bazi pomoci sloupecku soutradnic:

al

e+ a’éy + a’ é; vektor @ < souradnice a = | o2
3
a

a=a'

Operatory a jejich souradnice

M — linearni operator transformuje vektor na vektor o M. (G+5) =M -G+ M5
. linearita: M- (i) = M - @
a - b = M-a T =T
Kazdy operator lze vyjadrit vuci zvolené bazi pomoci matice soutradnic:
L M My My
b = M-a < b = M-a operator M < souradnice M = | M? M3 M?

3003 13
M{ My Mg



Operator rotace

Rotace v roviné

R, provadi rotaci vektoru o ihel ¢ V kartézskych soutradnicich je tato rotace vyjadrena:

1 2

b =cosp al —sinpa

b=R,-d |
v b? = sinp a' + cos ¢ a?
V feci matic:

bl
b=R,-a kde [ ]

COS(p —siny al . COS( —sin
sinw  Cos Y a siny  cos Y

Rotace v prostoru

Rotace kolem kartézskych os €7, €5, €3:

1 0 0 cosp 0 sine cosp —sing 0

1 - 2 3 |
R,= 10 cosp —singp R, = 0 1 0 R, = |sinp cosp 0
0 singp cosyp —sinp 0 cosgp 0 0 1

Pomoci maticového nédsobeni muzeme dostat souradnice rotace R dané slozenim rotaci podél ruznych os, napi. R = Ré : R%.



Maticova algebra

Matice umime scitat a nasobit a vysledkem je opét matice. Matice tak zobecnuji pojem obycejnych ¢isel, tvori tzv. algebru.
Plati pro né zakladni vlastnosti s¢itani a nésobeni.

A+B = B+ A komutativita sc¢itani 00 . o]
(A+B)+C = A+ (B+C) asociativita séitani o _ |00 0
(A-B)-C = A-(B-C) asociativita ndsobeni S oo
(A+B)-C = A-C+B-C distributivita 10 .. 0]
O+A = A+0 = A nulovd matice I = ? 1 - ?
I - A = A1 = A jednotkova matice _6 0 - 1

Oproti obycejnym ¢islim je ale ndsobeni obecné nekomutativni:

A-B # B-A pro obecné A a B

Miru nekomutativnosti vyjadiuje komutator

[A\B] = A-B-B-A



Inverzni matice

Inverzni matice A~ k matici A je matice spliujici

Al A

A- A = T

Inverze umoznuje fesit systém n linedrnich rovnic o n neznamych zapsany v maticovém tvaru:

A-x = v

Pro diagondlni matice je inverze jednoducha:

1 : .. . - [000 100
Ne kazda matice ma inverzi. Naprt. [888}’ [ng] nebo [

Matice, které maji inverzi, se nazyvaji regquldarnd.

A ()

=

1
2
3

0
1
1

2
1
3

r = A l.vp

Q)

} inverzi nemaji. Takové matice se nazyvaji singuldrni.



Determinant

n=1 det[a}:a + [ o]
n =2 det_z Z]:ab—cd +°o] —[6°]
[ Ar 45 A3 +ALAZ AR+ ALAZ A+ ALAZ A 0 0 o e o .
SRIIE 7 5 | e torwaova Y 08 IS O3 P I OO O I O
| AT A3 A3 —AJAAS— A3 AZAT - A3 AT A3 ° ° ° © ° ©

n det A = )  signo A, A2 - Al

077,
pertmutace o

Vlastnosti
e D diagonalni = det D = soucin cisel na diagonale
e pokud je alespon jeden sloupec ¢i fadek matice A nulovy = det A=0

e prohozeni dvou fadku (sloupci) zméni pouze znaménko determinantu
e det(A-B) = (det A)(detB)
o det(A7') = (detA)” = det(A AT = detI = 1

e A lze invertovat (je reguldrni) pokud det A # 0



Stopa

trA = g A; = soucet ¢isel na diagonale matice
J

Cykli¢nost stopy
w(A-B-... Z) = w(B-... - Z-A)

Podobnost matic

Matice A, B nazyvame podobné, pokud existuje regularni matice T takova, ze

B=T A-T!

Determinanty a stopy podobnych matic jsou stejné
det (T A - Tfl) = detA
tr(T A - Tfl) = trA



Geometrie



Skaldrni souéin ib — (@b) = ab e R
(c?, 5) = (l;, c?) symetrie
(EH— 5, 5) = (d’, E’) + (g, 5) (rd’,g) = T(J,g) linearita
(c?, FL) >0 prod#0 positivni definitnost
N4 (H, :z?) =0 = a=0 nedegenerovanost
d| = /(@ a) délka vektoru
(a, 5) = |a@||b| cos <[, b] tithel mezi vektory
Vektorovy soucin a, b — T = axb
vla ovLlb 7] = |a||b|sin<[@, b] definién{ vlastnosti
ixb = —bxa antisymetrie
(c?+g)x5:cfx5+g><5 (r&’)xg:fr(@xg) linearita
(@xb)xé # ax (bx@) neni asociativni
(@xb)xé = b(dc)—e(@b) “bac — cab”
Smiseny soucin (c?xg)-é = (I;x 5)-6 = (Ex 6)-5

= orientovany objem rovnobéznosténu napnutého na a, b, ¢



Souradnice vektoru

kazdy vektor lze vyjadrit vuci bazi baze vektori = linearné nezavislé vektory €1, €5, €3

al

&+ a’ & + a’ é; vektor @ <> souradnice | 42

a3

a=a'

ortonormalni baze

&l = 1 (@.6) = 0 poity

Skalarni souc¢in v ortonormalnich souradnicich
(@,b) = a'b'+a’b*+a’b’

Vektorovy soucin v ortonormalnich souradnicich . 53 -
vi=a"b"—a’b
U = axb v* =a’b' —alb?
v3:alb2—a261
Smiseny soucin ortonormalnich souradnicich
al b ¢l

(c?xb)-é’ — VLl VN —ad P -l —d?b P = det | 222
313 .3
a’ b’ c



Souradnice bodu

Linearni souradnice

vztazna soustava: pocatek P a souradnicové osy dané linearné nezavislymi sméry e, €s, €3

—

A =P + 7 =P + ley+a2é+2°¢6

1
7 pruvodi¢ bodu A {%] (linedrni) soutradnice bodu A
i

misto x!, 22, 23 éasto pouzivdme oznacéeni z, v, 2

Kartézské souradnice

08y €1, €, €3 tvori ortonormélni bazi (jsou na sebe kolmé a maji stejnou jednotku)

vzdalenost bodu v kartézskych soutradnicich:

d(A,B) = |A-B| = \/(Ax1)2+(Aa:2)2+(Aa:3)2 = VA2 A2+ A2

kde Azl = 27 (B) — 2/(A)



Rovina E2

Polarni souradnice p, ¢

T = pPCosy p=r*+y

Yy = psin tanwzg
x

Prostor E?

Cylindrické souradnice p, ¢, 2z

L]

Yy = psin tangng

T = pCos p=\/x?+ y? ‘;

P :
i 4
&=z =2z 22N

Sférické souradnice r, 0, ¢

: r= a2y +22 = /p?+ 22
x=rsinf cosp
o Vrit+y?r o p
y =rsinf siny tanf = - <7 _ L
z

zZ

2z =1rcosb (7
tan p = =
T



Derivovani v prostoru



Funkce vice proménnych

f(afl, Loy oo vy Zlﬁp)
parcialni derivace podle k-té proménné
ﬁxlv'”axkan'vxp — i 5617"'7:U/€—L7x/€7££/€+17"'7x}3
8xk d:Ek ~~ -~
konstantni konstantni
symetrie druhych parcialnich derivaci
0*f 0*f

afﬁk (9561 N 85::; 6$k

derivovani slozené funkce

F(t) = f(h(t). halt). ..., ()

kde f (xl, . xp) je funkce vice proménnych a hi(t), ..., hy(t) jsou funkce jedné proménné
diF  Of dhy  Of dhs of dh,
— = ——(hy, ho, ..., hy) — ——(hy, ho, ..., h,) — ——(hq, ho, ..., h,) —
dt (95131( 1, 162, ) p) dt + 833'2( 1, 762, ) p) dt + + axp( 1, 742, ) p) dt



