CvicCeni 1: Linearni algebra a formalismus QM.

Motivace: Zopakovat si nékteré operace z linearni algebry (zdkladni axiomy linearnich vekto-
rovych prostort se skalarnim soucinem a definice zakladnich operaci s linearnimi operétory)
a naucit se pouzivat Diractiv formalismus bra- a ket-vektori. Uvédomit si, Ze na konec¢nych
prostorech (dimeze D) lze bra vektory (| chapat jako fadkové vektory (matice 1 x D), ket
vektory |¢) jako sloupcové vektory (matice D x 1) a operatory jako matice D x D a veskeré
operace s nimi (ptisobeni operatoru na vektor, skalrni soucin, vnéjsi soucin) lze interpretovat
jako maticové nasobeni. Pfechod od ket vektoru k bra je pak vlastné hermitovské sdruzeni.

Uloha 1 - hermitovské sdruZeni

Z definice sdruzeného operatoru (Af|y) = (¢|Arh), Vo, b dokaiite, ze
) (cA)f = At
b) (A+ B)i = AT + B,
) ( B)*—B*AT
) (AD)f =

e) ([u)(v)" = [v){ul,

kde A, B jsou linearni operatory, ¢ komplexni ¢islo a u, v vektory.

Pozndmky: Pro dikazy tvrzeni a), b) a e) potfebujete navic linearitu (resp. antilinearitu) ska-
larniho sou¢inu v prvnim (resp. ve druhém) argumentu, pro b) definici souc¢tu operatori a pro
e) definici vnéjsiho soudinu. Nakonec si zkuste promyslet, jak by vypadaly dikazy uvedenych
tvrzeni ve speciadlnim piipadé, kdy A, B jsou koneéné ¢tvercové matice a |u), |v) sloupcové a
(u|, (v| fadkové vektory ¢isel.

Uloha 2 - hermitovské operatory

Necht L je libovolny linearni a A, B jsou hermitovské linedrni operatory a |v) je vektor. Pak
jsou operatory

a) L'L,

b) LLT,

c) L+ L,

d) i(L — L)

e) LALT,

f) i[A, B = i(AB — BA),
g) {A, B} = AB + BA,
h) |v)(v|

hermitovské.
Ndpovéda: Pouzijte pravidla odvozena vyse.



Uloha 3 - rozklad operatoru

Ukazte, ze kazdy linearni operator lze psat jako L=A+iB, kde A, B jsou hermitovské.
Ndpovéda: Pouzijte vysledki pfedchoziho cviceni.
Pozndmka: Césti A a iB se nazyvaji hermitovskou a antihermitovskou ¢asti operatoru L.

Uloha 4 - Cayley transform

Najdéte linearni lomenou funkci
a+ bz

f(z) = c+dz’
ktera prevede jednotkovou kruznici v komplexni roviné na redlnou osu a funkci, ktera pievede
realnou osu na jednotkovou kruznici. Ukazte, jaké vlastnosti bude mit operator, ktery vznikne
dosazenim unitarniho operatoru do prvni funkce a samosdruzeného operatoru do druhé funkce.
Ndpoveéda: Vzpomente na vétu z komplexni analyzy, ze linedrni lomend funkce prevadi kruznice
a primky na kruznice a primky a kruznice je zadana tfemi body.

Uloha 5 - rovnost operatort

Necht je (¢|A[) = ([ BJv), V. Ukaiite, Ze pak je (@1 Algo) = (¢1] B|éa), Yo, ¢a, tj A = B.
Ndpovéda: Aplikujte pfedpoklad tlohy na vektory |1)) = |¢1) + |p2) a [1)) = |p1) + i|pa).

Uloha 6 - Pauliho matice

Necht A, B jsou matice. Dokazte, 7e (121, l%) = Tr(/UB) spliiuje axiomy skaldrniho soucinu.
Uvazujte dale matice

(10 (01 (0 =i (10
“\o1/) %7={1 0> b=\ o0 %=\ o0 -1 )"

Ukazte, ze tyto matice tvofi ortogonalni systém vici tomuto skalarnimu soucinu. Ukazte dale,
ze kazdou matici 2 x 2 lze napsat jako linearni kombinaci téchto matic. Najdéte vzorce pro
vypocet koeficienti této linearni kombinace.

Uloha 7 - neortogonalni baze

Necht {|#;)}Y, je mnoZina linedrné nezavisljch vektorti v linearnim vektorovém prostoru di-
menze N a necht S;; = (¢;|¢;) (tzv. Gramova matice). Pfipomerite si jaka je podminka linearni
nezavislosti vektortt ¢; vyjadienda pomoci matice S. Najdéte vyjadieni koeficientd ¢; v roz-
kladu vektoru [¢0) = " ¢;|¢;) pomoci skalarnich soucint (¢;|¢). Vyjadrete skalarni sou¢in dvou
vektort [¢), [¢') pomoci jejich komponent (¢;|¢)). Pomoci téchto komponent vyjadrete také
vysledek pisobeni operatoru A na vektor |4) (budete potfebovat jesté komponenty operatoru
(ilAlo). A

Ndpovéda: Nejlepsi je nejdiive najit vyjadfeni jednotkového operatoru ve tvaru [ =) . i i i) (051
("rozklad jednicky”) a ten pak vzdy vkladat na vhodné misto hledaného vyrazu. Koeficienty
a;; najdete z podminky I|éx) = |ér).

Souwislosti: Neptipomind vam to kovariantni a kontravariantni slozky vektort z diferencialni
geometrie resp. z obecné teorie relativity?



