Uvod

V tomto dokumentu naleznete zadani a vzorové feseni zapoc¢tové pisemky z prednéasky ”Kvan-
tova mechanika I” za ZS 2022/23. Ulohy byly voleny tak, 7e by je mél byt schopen beze zbytku
vytesit kazdy, kdo absolvoval pfednasku a cviceni pokud by mél dost casu, ale k vyfeseni tiloh
v ¢asovém limitu (90min) je potfeba jesté trochu tviréi invence a porozumeéni riiznym souvis-
lostem v latce prednasky.

Na ziskani zapoctu by vam mélo stacit ziskat par bodi, ke kompenzaci pripadnych bodovych
ztrat z domacich tloh. Snazil jsem se tlohy volit tak, aby kazdy kdo se vénoval hloubéji piiprave
a spocital si pfedem par tloh, byl v ¢asovém limitu schopen ziskat alespon polovinu bodi, coz
trochu snizil tento limit na 24 bod1, ale odpustil jsem pripadné drobné bodové ztraty z domacich
ukolu.

V nasledujicim textu naleznete vzorové reseni. Doporucuji si je peclivé precist pro pripravu
ke zkousce.

Pozndmka: ReSeni pro kazdou tlohu by se mélo vejit na jednu stranku (véetné zadani). Na
prvni strance je vzdy takové vzorové feSeni. Piipadné dalsi stranka ukazuje dalsi moznosti a
souvislosti.



Uloha 1(10 bodi)

Kvantovy linearni hamornicky oscilator s charakteristickou frekvenci w je pripraven ve stavu
daném jako linedrni kombinace zdkladniho a druhého excitovaného stavu |¢)) = A|0) + B|2),
kde A a B jsou néjaké konstanty. Jaka je stfedni hodnota kinetické energie v tomto stavu a jak
zavisi na Case?

Reseni:

Nejsnazsi je pouzit vyjadreni kinetické energie pomoci kreacnich a anihila¢nich operatori a pak
spocist hledanou stfedni hodnotu z jejich zndmého ptlisobeni na vlastni stavy harmonického
oscilatoru. Z tahaku si mizete pfipomenout vzorec

o= L[&/x0 + ip/po]

odtud vidime
bl = Slat—al, T=

kam jsme dosadili hodnotu konstanty py = vVmhw z tahaku. Jesté je dobré si uvédomit, ze
krea¢ni a anihila¢ni operator spolu nekomutuji, takze [a' —a)?> = (a')?+a?+a'a+ aal. Hledana
stfedni hodnota tedy je

~ hw R . R L e .
(WITIY) = = (=B A(0]a*[2) — BA™(2|(a)?*|0) + |A[*(0]aa|0) + | B|*(2|afa + aa'[2)) .

V téchto vyrazech jsme psali jen ¢leny, které maji Sanci byt nenulové, protoze stavy |n) jsou
navzajem ortogonalni a operator a' zvy$uje n o jedna a @ o jedna n snizuje. Vysledné maticové

elementy pak snadno vy¢islime z relaci a'|n) = v/n + 1jn + 1) a a|n) = \/n|n — 1), takze
01a2) = @@ )20 = v2,  (Oaallo) =1,  (atal2) =2,  (2Jaa’j2) = 3,

a tedy
. hw

(1) = —V2(A*B + AB*) 4 |A]* + 5|B)?| .
Jak vime ¢asovy vyvoj stacionarnich stavi |n) je dan jen fazovym faktorem exp(—iFE,t/h) =
exp(—i(n+ 3)wt), coz odpovida jen zdméné konstant A — Aexp (—iwt) a B — Bexp (—Zwt).
Zajimavost: Z vyrazu je vidét, Ze ve stacionarnim stavu |0) (tj. pro B=0) je kineticka energie
Thw, zatimco ve stavu |2) (tj. pro A=0) je to 2hw. Clovék by si naivné myslel, Ze to bude nejvétsi
mozné hodnota, ale snadno se presvédcéite, ze mald piimés stavu |0) energii zvétsi. Zkuste najit
maximum!

Poznamky k Vasim FeSenim: Toto byla nejispésnéjsi tloha (37 feSeni s alesponi 5bodovym
ziskem), at jiz proto, Ze je zafazena jako prvni, nebo Ze jeji FeSeni bylo velmi pfimocaré. Al-
ternativou k feseni vySe by bylo najit si v tahdku vlnové funkce v x- nebo v p-reprezentaci a
extrémné zrucni v integrovani. Mozna casem doplnim pro tplnost vzorové feseni jesté timto
zpusobem.



Uloha 2(10 bodi)
Dvé éastice se spinem 1/2 jsou piipraveny v ¢ase t = 0 ve stavu |¢)) = |-) ® |-) se z-slozkou
spinu obou ¢astic rovnou —g. Uvazujeme ¢asovy vyvoj urceny hamiltonidnem

H=w[s{ + 5] 4 250 . 5@,

Kde 50 = (8%, 8! §) je vektor operatorii spinového momentu hybnosti i-t¢ Eastice a w, A realné
konstanty. Jaké je pravdépodobnost, Ze u prvni ¢astice namétime v case t > 0 z-slozku spinu

-l—g a jaky bude stav bezprostfedné po tomto méteni?

Reseni:(standardni)
Casovy vyvoj najdeme rozkladem stavu do vlastnich stavii hamiltonidnu. Pro jejich nalezeni
staci si uvédomit, ze prvni ¢len je x-ova slozka celkového spinu a druhy clen lze napsat pomoci
jeho kvadratu z identity 5% = (51 4 52)2 = (s(0)2 4+ 250 . @) 4 (52))2, jak jsme to délali na
cvideni, takZe stacionarni stavy jsou spoleéné vlastni stavy |SM,) kvadratu celkového spinu 52
je jeho z-slozky )

H|SM,) = {hwM, + 3hA[S(S + 1) — § = 3]} |SM,),

Kde vyraz v zavorce udava energii Eg /s, stavu. Tyto vektory umime vyjadrit pomoci separované
béaze (piseme jen |SM,) pro S=1)

1) = [++)a =g {l+) [+ )+ 1))
[10), = Z5{l et 4} = 5 {l+) - )}
1D = |=)a =5 {l+) =) = =)+ 1))

Povsiméte si, Zze v za prvnim rovnitkem mame vektory vyjadiené v bazi operatori §, jednot-
livych castic a proto jsme je z dalsim rovnitkem rozepsali v bazi 5, v niz je zadany stavovy
vektor [¢) pFi¢emz jsme pouzili vztahy

[Fe=5*+1), =% =)

Pohledem na vyjadfeni stavu |[SM,) vySe vidime
9) = =) = $ {10 + |1-1), + v210), }

Casovy vivoj tohoto stavu dostaneme vynasobenim stavi piislusnym faktorem exp(—it Egyy, /h)
s energil Egy, /A =wM, + \/4 pro S = 1 neboli

)y = e {|11>xe—"°ﬂf + | 1-1) ™ + \/§|10)x}

irt
4

e

Lo ¥ {4 (coswt — 1) + |-=) (coswt + 1) + (=) + |-+)) isinwr}

kam jsme zpatky dosadili vyjadieni vektoru |SM,), v ptvodni bazi |mgl)mg2)). Meéreni, které
nalezlo prvni ¢astici ve stavu |+), pak vybere jen ¢leny v nichz je prvni znaménko plus

W) = Pr @ [|g) = Le™ % {|++)(coswt — 1) + |+=)isinwt}
a hledana pravdépodobnost je dana kvadratem normy tohoto vektoru

2
t
pi+ = 2(coswt — 1)* + (sinwt)® = 1(1 — coswt) = <sin %) :



Poznamky k vasim resenim:

dat alespon 5 bodi. Nicnéné nekteri z Vas zaregistrovali nékteré mozné zkratky, kterymi se da
feSeni urychlit. Pokusim se ukazat nize. Dale byly pokusy fesit ulohu v maticové reprezentaci,
coz vede na matici 4x4, jejiz vlastni cisla byste asi méli obtize najit, ale je to také moznost.
Alaternativni FeSeni: (optimalizace postupu)

Reseni se d4 urychlit, kdyz si uvédomime, Ze prvni a druhy ¢len v hamiltonidnu H=H,+H,
kumutuji, protoze prvni ¢len je timérny x-slozce celkového spinového momentu a druhy c¢len
ve tvaru skalarniho soucinu lze vyjadrit jako funkce kvadratu celkového spinového momentu.
Evoluéni operétor lze proto napsat jako soucin U(t) = exp(H,t/hi) exp(Hyt/hi) Stav systému
|¥) je navic vlastnim vektorem druhého ¢lenu (odpovida stavu |[SM.) pro S =1, M, = 1) s
energii B, = 2[S(S + 1) — 3] = 2. Tuto energii, jsme navic vlastné viibec nemuseli poditat,
protoze clen exp(Hyt/hi) dé jen celkovy fazovy faktor exp(—i2t), ktery neovlivni Zadné dalsi
méfeni. Prvni ¢lenem hamiltonidnu (a evolu¢niho operatoru) se musime zabyvat podrobnéji,
protoze je vyjadien pomoci x-ové slozky spinu, zatimco stav je dany z-slozkami. PtepiSeme
proto stav pomoci vzorci

Fa=5(0) 1), Fa=Z00 1) =00t 1), ) =54 — 1)),
a rovnou muzeme aplikovat evoluc¢ni operator, protoze hodnota M, = mg(cl) + mg) pro kazdy
¢len je jiz nyni dana
M) = et} = g™ by 4 |- = #-) = [=4)a) =
= % {e_Wt|++>:r + €Wt|__>9c —|+=)e — |_+>x-}

Po méTeni z-slozky spinu prni ¢astice a nalezeni jeho kladné hodnoty prejde systém do stavu
[0') = Pr. @ I [1h(t)), ktery snadno nalezneme, kdyz si uvédomime, Ze projektor Pi, = [+)(+|
pusobi jen na stav prvni ¢astice podle vzorcl P, |+); = Pi.|-)z = %H, jak je vidét ze vzorch
pro pfechod mezi |+), a |)£ = |£), a tedy

%) = 505 1+) ® {e7 )z + € =)o — =)o — [+)a.}

(zkuste si ovéFit, Ze je to az na fazi stejny vektor, jako v minulém feSeni jen v jiné reprezentaci).
Kvadrét tohoto vektoru pak dé stejnou pravdépodobnost (1 — coswt)/2 jako v feseni vyse.



Uloha 3(10 bodi)

Céastice v 1D nekonecénd hluboké potencialové jaAmé s potencidlem V(z) = 0, pro = € (0, a)
a s hodnotou V' = oo jinde, je pfipravena ve stavu ktery je linedrni kombinaci zdkladniho a
prvniho excitovaného stavu. Pfedstavte si, ze potencidl najednou vypneme (tj. ¢astice bude
volnou ¢éstici se stejnou vlnovou funkei). Jaka miZze byt nejvétsi stiedni hodnota hybnosti
takové castice?

Ndpovéda: Mohou se vam hodit nasledujici integraly

s s ™ ™
/sinxcos?xdx:—g, /siancosxd:L‘:g, /sinxcos:ﬁdx:/sin2m0082xdx:().
0 0 0 0

Reseni:

V tloze je nejdiive tfeba najit nejdiive zdkladni a prvni excitovany stav v nekonec¢né hluboké
potencialové jamé. Vzhledem k tomu, Ze jsme tuto tlohu probirali dikladné na cvic¢eni a znate
ji uz z tvodu do kvantové fyziky, tak jen strucéné. V intervalu x € (0, a) je Castice volnd, takze
vlnova funkce je kombinaci rovinnych vln, a nebo se z nich daji naskladat funkce sinus a cosinus
(argumentu kz, kde hk = v2mFE). To bude lepsi, protoze vite z pfednéasky, Ze musi existovat
realné feseni. Vlnova funkce je navic nulova tam, kde je potencidl nekonecny, specialné na
krajich intervalu ¢(0) = ¢(a) = 0. Podminka v = 0 vybere ze dvou FeSeni jen sinus a druha
podninka je vlastné omezeni na mozné energie (které v tuloze nepotiebujeme), ale hlavné na
k = nmz/a. Takze zékladni a prvni excitovany stav maji vlnové funkce

¢1<SU) = \/gsin %, ¢2(x) — \/%SinzirTz’

kde jsme navic napsali normaliza¢ni faktor. Ten je zvolen tak, aby norma vlnové funkce byla 1
(mizete integrovat, ale kazdy kdo to parkrat délal si pamatuje, Ze integral sinu nebo kosinu na
druhou ptes pilperiodu nebo jeji nasobek je polovina délky integra¢niho intervalu, protoze ze
symetrie je vidét, Ze integral sinu a kosinu je stejny a dohromady se vyséitaji na 1). Hledana
vlnova funkce tedy je

P(x) = \/%[Asin%%—Bsin%fTw,],

Kde A a B jsou konstanty normované na |AJ? + |BJ?> = 1.
V dalsi ¢asti se pak tloha pta na stfedni hodnotu operatoru hybnosti p = —ihd

(p) = —ih [ Y*(x)Y'(x)de = —ih %/ (A* sin = + B" sin 27;735) z (A sin % + Bsin Q’fo) dz
0

= —ih % {ZA*B/ siny cos 2y dy + AB* / sin 2y cos y dy}
0 0

— ih23{A'B - AB"},
kde pfi pfechodu na druhy fadek jsme udélali substituci y = = a pii piechodu na tieti ra-
dek jsme pouzili integraly z napovédy. Tento vyraz nabyva nejvétsi hodnoty %Z naptiklad pro

_ _ 1

konstanty A = 7 B = 7
Poznamky k Vasim feSenim:
Uloha asi patfila ke stfedné obtiznym (pfedevsim ¢asovymi naroky). Dostal jsem 25 feseni, které
jsem ohodnotil alespon polovinou bodii. Nejcastéjsi chybou bylo, Ze jste prehlédli, asymetrické
umisténi jamy a pokouseli jste se hledat sudé a licha feseni. Nékteri fesitelé to udélali spravné

Vv

posunutim do bodu z = a/2, ale myslim, Ze vysledny postup byl ¢asové naroénéjsi.



Uloha 4(10 bodi)

Dvé ¢astice se spinem 3/2 jsou pfipraveny ve stavu s maximalni hodnotou celkového spinového
momentu hybnosti a s projekci momentu hybnosti na osu z rovnou 0. Najdéte rozvoj tohoto
stavu do separované baze. Jaké hodnoty z-slozky spinu prvni ¢astice a s jakou pravdépodobnosti
muzeme namétit v tomto stavu.

Reseni:

Jde o tlohu na pfimocaré pouziti tabulky Clebschovych-Gordanovych koeficientt. Nejdiive je
potieba si uvédomit, ze hodnoty ¢isla S urcujici maximalni mozny kvadrat celkového spinového
momentu hybnosti #125(S + 1) jsou omezeny nerovnosti 0 = |s; — so| < s < (s1+52) = 3. Takze
stav, ktery hleddme je |SM) = |30). V tabulce piiloZzené k zadéni vyhleddme Clebschovy-
Gordanovy koeficienty C’SSI% Lsyms PTO S =3, M = 0 a vSechny povolené hodnoty m; a m;

0 _ _ /1 30 _ 130 _ /9
433 =Y T Ve YT % TV

C

0
3
2

[SI[SNION)
N[ QO

3
2

wle
nleo
Wlw

Takze hledany rozvoj stavu je

30 = 3 Cbmpeumalsrms)ama) = s [$9) 13-4+ 5 [$4) -6 485 18-4) 138+ s [3-8) [82)

mima2

Z-slozka spinu prvni ¢astice je rovna postupné %h, %h, —%h, —%h pro prvni, druhy, tfeti a ¢tvrty
¢len tohoto rozkladu a pravdépodobnost nameéreni téchto hodnot v tomto stavu je tudiz rovna
kvadratu absolutni hodnoty koeficientu pred témito ¢leny, tj.

9 1
Prj2 = P-n/2 = 55> P3n/2 = P-3n/2 = 5

20 20

Pro kontrolu je vhodné si explicitné uvédomit, ze soucet téchto pravdépodobnosti je jedna.

Rozumné alternativni feSeni patrné nevymyslime, ale néktefi z vas, at uz protoze chtéli
ukazat, ze to umi, nebo protoze nechtéli pracovat s tabulkami, odvodili rozklad do separované
baze opakovanou aplikaci posunovaciho operatoru S_ = s 4 s? . Pii tom je dobré si predem
rozmyslet, Ze na pravé strané se pfi ptisobeni operatoru s na stav |sim;) postupné pro m; =
3/2,1/2 a —1/2 objevi normovaci faktor \/(s; + m;)(s; — m; + 1) = V3.1, V2.2 a v/1.3 a na
levé strané piisobenim na |[SM) pro M = 3,2,1 postupné /(S + M)(S — M +1) = 6.1,
V5.2 a /4.3, takze dostavame (v8em doporucuji rozmyslet, napsal jsem to tak, aby prefaktory
byly o¢ividné) stejny vysledek jako vyse

33) =133 123)

32 = 4 133) 133) + 3 133) 139).
0= {39 3-5) + 27 3D 13 + D D ]
=2 {3 5-2) + V313D 39) + [3-D 139}
30 =5 { AR D19 + [+ 98] 130 135 + |98+ B 159 139 + A 13D

Poznamky k Vasim feSenim:

Tuto ulohu lze charakterizovat jako zachranou tlohu na niz lze snadno ziskat 10 bodi, coz se
i vétsiné Tesitell, ktefi se do ulohy pustili, podafilo (odevzdano 31 feSeni, bez chyb ¢ jen s
drobnymi pieklepy).



Uloha 5(10 bodi)

Bezstrukturni ¢éstice je pfipravena ve stavu [¢)) s energii £ > 0 a s kvadratem orbitalniho
momentu hybnosti 2h2. Z-slozka orbitalniho momentu hybnosti neni uréen4, ale vime, ze kdy-
bychom méfili pravdépodobnost, Ze se ¢astice pohybuje ve sméru 7 = p/p = \%(1, 1,0) nebo
1 = (0,0, 1) dostaneme vzdy nulovou hodnotu. Jaka je vlnovéa funkce ¢ (x,y, z) takového stavu
(nemusite normovat)? Jaké je pravdépodobnost naméfeni rtiznych hodnot z-tové slozky mo-
mentu hybnosti. Jaky je nejpravdépodobnéjsi smér hybnosti castice?

Reseni:

Klicem k teSeni je uvédomit si, ze otazky sméruji k méreni hybnosti ¢astice, takze bude vhodné
premyslet nad stavem ¢éstice v hybnostni reprezentaci. Vlnova funkce ¢ (p,, py, p.) je spolec-
nym vlastnim stavem orbitdlniho momentu hybnosti (odpovidajici hodnoté kvadratu momentu
hybnosti 2h% = [(I + 1)h? pro [ = 1) a energie a miiZeme ji tedy predpoklddat ve tvaru

V(P2 Py, p2) = R(p) [aY10(A) + bY11(77) + cY1-1(7)]

kde jsme velikost hybnosti oznacili p a Y, jsou sférické harmoniky zavisejici na sméru hybnosti
n = p/p a a, b, ¢ jsou nezndmé konstanty. Radidlni ¢ast vinové funkce je pro dalsi Feseni
ulohy nepodstatna, ale z prednasky vime, Ze pro volnou ¢astici s hmotnosti m by byla tmérna
deltafunkci R(p) ~ d(p — vV2mFE). Z prednasky dale vime, Ze sférické harmoniky v hybnostni
reprezentaci maji stejnou formu jako v soutadnicové reprezentaci, takze mtzeme z tahdku

dosadit
/3 /3 . 3 )
Yio = Enzy Y =— 8_7r(nx + my), Yioi= g(”x - my).

Vlnova funkce tedy ma tvar
w(pmapyapz> = R(p) [a 2nz - b(TLZD + Zny) + C(nl“ - Zny)} )

kde jsme schovali nepiijemny faktor R(p) = \/3/87R(p) v radialni ¢asti. Dale ze zadani vime,
ze pravdépodobnost pohybu ve dvou zadanych smérech je rovna nule, tedy i kvadrat vinové
iurlilfce, tedy i funkce samotnd v téchto smérech je nula ¢ (7) = ¢(0,0,1) = ¢(%7 \%, 0) =0,
akze

141 1—1
aVvV2=0, a —b +c )
V2 V2

Tyto rovnice jsou splnény pro a =0, b = (1 —1i)/(1 +i)c = —ic, tedy napfiklad pro ¢ = 1+ je

V(P ysp2) = R(p) [(0 = 1) (g + iny) + (1 + ) (ng — iny)] = R(p)2i [ns — ).

To je funkce timérnéd (az na fazovy faktor) rozdilu n, — n,, tj. projekci vektoru 7 do sméru
o = (1,—1,0). A to je také nejpravdépodobnéjsi smér pohybu ¢astice (nebo smér opacny
—ilp = (—1,1,0)). Vsiméte si, Ze to je smér kolmy na oba sméry ze zadani, coz odpovida
intuitivni predstavé o orientaci p-orbitalu.

Poznamky k vasim resenim:

Ackoli to byla spolecné se 4. uloha tloha nejméné pracna, tspésnost feSeni byla spise nizsi
(jen 12 feSeni s nadpoloviénim poctem bodit). Skoro nikdo si neuvédomil, Ze je t¥eba pracovat
v hybnostni reprezentaci a ze sférické harmoniky to nezméni. Trochu lituji, ze jsem v zadéani
ulohy nezdidraznil, Ze mam na mysli volnou ¢astici. Mozna by to prispélo k tomu, aby se vase
myslenky ubiraly spravnym smérem, i kdyz pro feSeni tlohy to neni nezbytny predpoklad.



